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Avant-Propos

Ces notes accompagnent le cours d’algebre linéaire propédeutique donné au semestre
d’automne des années 2020-2021 a 1’Université de Fribourg.

Le cours a était restructuré par rapport aux années précédentes pour accentuer d’avantage
les applications concretes. En particulier, les matrices, le déterminant et l'interpretation
géométrique sont introduits le plus tot possible.

Le but du cours est double. Il vise principalement de familiariser les étudiants avec
I’algébre linéaire, en accentuant les aspects pratiques comme le calcul matriciel, la résolution
des systémes linéaires et les notions de valeur et de vecteur propres. Un deuxiéme but est
de faire découvrir aux étudiants le fonctionnement des mathématiques, a savoir la construc-
tion d’une théorie a partir d’axiomes et le concept de preuve. Ce processus vise a créer un
cadre abstrait qui permet de décrire des problémes issus de la réalité. Trouver un cadre
abstrait, général, plutot que d’en créer un pour chaque probléme rencontré, cela nous per-
met d’apercevoir des connexions entre différents problémes et d’en offrir des solutions plus
robustes.

Enfin, dans le développement de toute science, arrive un moment oti, pour dépasser les
approches ad-hoc, il est nécessaire de construire un cadre théorique qui permet une étude
systématique. Les sciences plus “mathématiques” comme la physique ou l'informatique tra-
vaillent déja dans un tel cadre. Dans les sciences traditionnellement plus empiriques (biologie,
médecine, économie etc.) ce cadre est en train de se former par les travaux de modélisation
de plus en plus fréquentes. Ainsi, il est essentiel pour les scientifiques en formation de se
confronter & une construction abstraite, comme celle présentée dans ce cours.

Ce polycopié n’est pas censé remplacer le cours donnée en classe; il se veut plutdét un
complément, qui permet aux étudiants de revoir certains points. Dans la version présente, il
contient également beaucoup de compléments qui sont facultatifs et s’adressent aux étudiants
qui veulent approfondir certains points. La plupart des résultats sont prouvés, ce qui n’est
pas usuel dans un cours propédeutique. De plus, le premier chapitre (pas traité en classe)
consiste d'un résumé des bases des mathématiques ainsi que d’une liste des notations et
méthodes utilisés dans le cours.

Les exercices sont destinés a offrir une compréhension plus profonde du cours; ils sont
facultatifs et de difficulté hautement variable. Ils sont différents des exercices des séries qui
consistent surtout en exemples concrets.

Une version abrégée, plus proche de ce qui est fait en classe, est aussi disponible.
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Chapter O

Eléments de base des mathématiques

0.1 Les ensembles

La notion peut-étre la plus basique des mathématiques est celle d’ensemble. Un ensemble
est une collection d’objets sans répétition et sans ordre.
On dit que les éléments d’un ensemble appartiennent & I’ensemble et on écrit ¢a en utilisant
le symbole €:
élément € ENSEMBLE.

On dit qu'un ensemble A est contenu dans un ensemble B (ou que A est un sous-ensemble
de B), et on Iécrit A C B, si

pour tout x € A, x € B.

Ainsi, quand il faut montrer qu’un ensemble A est contenu dans un ensemble B, il est souvent
utile de montrer qu’un élément générique de A appartient a B.

Deux ensembles A et B sont dit égaux si et seulement si A C B et B C A. Ainsi, quand
il faut montrer une égalité d’ensembles, il est souvent utile de montrer la double inclusion.

L’existence de certains ensembles est garantie par les axiomes les plus basiques des mathé-
matiques. En particulier, un axiome déclare Iexistence d’un ensemble (unique) ne contenant
aucun élément. Cet ensemble est noté () et est appelé I'ensemble vide. De plus, on peut
définir des ensembles d’objets qu’on peut écrire explicitement, comme

{a,b,c}; {1,2}; {4,a,G,Q}.

Les opérations les plus courantes sur les ensembles sont 1'union (notée U) et 'intersection
(notée N). Pour deux ensembles A et B on définit 'union et 'intersection de A et B par

xr € AU B si et seulement six € Aouz € B,
r€ AN B sietseulement siz € Aetx € B.

L’union et I'intersection peuvent étre appliquées & un nombre quelconque d’ensembles, fini ou
infini. L’existence de ces opérations est aussi le sujet d’axiomes de la théorie des ensembles.

()Menge
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Si P est une certaine propriété et A un ensemble, on peut définir I’ensemble des éléments
de A qui satisfont la propriété P. Il s’écrit

{zreA: P(x)}.

En fin, pour deux ensembles A et B, on définit le produit cartésien de A et B comme
I'ensemble des couples (a,b) avec a € A et b € B. 1l est noté A x B. Comme pour les
nombres, pour n € N, on écrit A" pour le produit cartésien de A avec lui-méme n fois:

A"=Ax-.-x A.
N————

n fois

Ainsi A" est 'ensemble des n-uplets d’éléments de A:
A" ={(a1,...,a,) 1 ay,...,a, € A}.

Les ensembles les plus courants sont ceux des nombres naturels, entiers, rationnels, réels
et complexes. Ils sont notés N, 7Z, Q, R et C, respectivement. Ils sont inclus les un dans les
autres comme suit:

NcZcQcRcC.

On va supposer connues les propriétés basiques de ces ensembles (& l'exception de C) ainsi
que les opérations usuelles d’addition et multiplication.

Comme déja mentionné, les éléments d'un ensemble n’ont pas d’ordre, ni de multiplicité.
Un concept plus évolué, qui admet plusieurs fois le méme élément et dans lequel les éléments
sont ordonnés, est celui de famille®™. Une famille finie, contenant n éléments z1, ..., z,, est
aussi appelée n-uplet@ et est notée (x1,...,1,).

Meéme si ce nouveau concept nous semble peut-étre plus naturel que celui d’ensemble, ce
sont les ensembles, par leur nature trés basiques, qui sont plus adaptés aux constructions
mathématiques.

0.2 Les fonctions

Une autre notion centrale dans les mathématiques est celle de fonction.

Définition 0.1. Une fonction™est un triplet formé de deux ensembles A et B et d’une
lot f qui associe a chaque élément de A un élément de B. L’ensemble A est appelé le
domaine de définition™de la fonction; B est le domaine d’arrivé™). Pour un élément
x € A, lélément de B associé par f a x est noté f(x).

Une telle fonction est souvent écrite f : A — B. Cela se lit "une fonction f de A dans

(i) Familie
(i) - Tupel
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B". Une notation qui inclut la loi qui associe les éléments de B a ceur de A est

f:A—B
z— f(z)

Quand on parle d’une fonction f : A — B, on appelle souvent la fonction tout simplement
f. Cela peut suggérer qu’'une fonction est uniquement une loi qui associe & un élément un
autre. Il est important de se rappeler que la notion de fonction contient tout autant les
domaines de définition et d’arrivé, que la loi d’association.

Définition 0.2. Soient A et B deux ensembles et f : A — B.

o On dit que f est une fonction injective si pour tout y € B il existe au plus un x € A
tel que f(x) =vy.

e On dit que f est une fonction surjective si pour tout y € B il existe au moins un
x € A tel que f(x) =vy.

e On dit que f est une fonction bijective si pour tout y € B il existe exactement un
x € A tel que f(z) =y.

Soient A, B deux ensembles et f: A — B. Alors la fonction f est injective si et seulement si

si x,y € A sont tels que f(x) = f(y), alors z = y.

Attention! Les notions d’injectivité, surjectivité et bijectivité sont trés sensibles aux do-
maines d’arrivé et de définition.

Exemple: Prenons les fonctions:

f R —[0,+00) g:[0,+00) - R h :[0, +00) — [0, +00)

J]l—)flfz JI'-)Z‘Q (IH-)IQ

On s’apergoit que f est surjective mais pas injective, que g est injective mais pas
surjective et que h est bijective.

En effet, pour chaque y € [0, 4+00), il existe au moins un x € R (a savoir /)
tel que f(z) = y. Ainsi f est surjective. Par contre, f(1) = f(—1) = 1, donc f
n’est pas injective.

(i) Funktion oder Abbildung
() Definitionsbereich
(VD) Zielbereich
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Composition; inverse Soient A, B et C trois ensembles, f: A — Bet g: B — C. Alors
on définit la composition de g et f comme la fonction go f: A — C ou

(go f)(x) =g(f(z)), pour tout z € A.

Attention! Pour composer deux fonctions, il faut que le domaine de définition de la premiére
soit le domaine d’arrivée de la deuxiéme. Si ce n’est pas le cas, la composition
n’est pas définie.

Quand f : A — B est une fonction bijective (et seulement dans ce cas), on peut définir
Uinverse de f comme la fonction f=': B — A ou, pour y € B, f~!(y) est I'unique élément
xr € Atel que f(z) =y.

De plus, quand f : A — B est bijective, f~! est la seule fonction de B dans A telle que

(flof)a)=a,Vz €A et (fof ")y =y, VyeB.

Exercice 0.1.
Soient E, F, G trois ensembles et f: F' — G et g : F — F' deux fonctions.

(a) Montrer que si f o g est injective, alors g est injective. Donner un exemple ou f o g est
injective mais f ne l'est pas.
(b) Donner un exemple ol g est injective, mais f o g ne 'est pas.

(c) Montrer que si f o g est surjective, alors f est surjective. Donner un exemple ou f o g
est surjective mais g ne l'est pas.

(d) Donner un exemple ou f est surjective, mais f o g ne l'est pas.

0.3 Les énoncés mathématiques

Les mathématiques sont un ensemble d’énoncés (qu’on appelle souvent théorémes, proposi-
tions, corollaires etc.) qui découlent de ce qu’on appelle les aziomes par des raisonnements
mathématiques qu’on appelle des preuves. On dit souvent que ces énoncés sont vrais; il serait
plus précis de dire qu’ils sont prouvable a partir des axiomes. Toutefois, on va s’autoriser cet
abus de langage.

Un axiome est un énoncé qu’on considére vrai, sans avoir besoin de preuve. Les mathé-
matiques sont fondées sur une liste fixe d’axiomes qui sont communément acceptées. On peut
dire que tous les mathématiciens se sont mis d’accord a considérer certaines choses vraies, et
qu’ils travaillent pour en déduire des conséquences.

Cela peut paraitre étrange de fonder une science entiére sur certains principes qui sont,
a priori, arbitraires. Pourtant, ceci est plus ou moins le cas de toute science théorique. De
plus, les axiomes mathématiques sont trés naturelles, elle seraient considérées des évidences
par une personne non-avisée.

En plus des énoncés de type théoréme, proposition etc., on rencontre aussi en mathéma-
tique des définitions. Une définition ne fait qu’attribuer un nom & un certain type d’objet
mathématique; ainsi une définition n’est pas a prouver, il s’agit tout simplement d’une con-
vention.
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Tout comme une phrase en frangais, un énoncé mathématique, avant qu’il soit "vrai" ou
"faux", doit avoir un sens. Cela est garanti par certaines régles de syntaxe, tout comme les
régles de syntaxe du langage courant. Il est donc important, avant de se soucier de la validité
d’un énoncé, de s’assurer qu’il suit les régles de la syntaxe mathématique. Pourtant, les
régles formelles de la syntaxe mathématique sont compliquées et donnent lieu a des énoncés
difficiles a lire. Ainsi, on va suivre une régle approximative qui est la suivante.

Tout énoncé mathématique, lu a voit haute,
doit former une phrase qui a un sens en langage courant!

On mentionne que tous les symboles mathématiques ont une interprétation précise en francais.
On donne ici quelques symboles communs et leur interprétation (pour d’autres voir [5]):

V  pour tout, 3 il existe,
= implique que, & est équivalent a,
x € A x appartient a A, A C B A est contenu dans B.

En allemand:

vV fiir alle Elemente z,

dx es existiert mindestens ein Element x,

A= B aus Aussage A folgt Aussage B,

A< B Aussage A folgt aus Aussage B und umgekehrt,
reA das Element z ist in der Menge A enthalten,
ACB A ist echte Teilmenge von B.

0.4 Quelques éléments de logique

A chaque énoncé mathématique (et plus généralement a chaque énoncé dans un systéme de
logique) on associe une valeur de vérité VRAI (V) ou FAUX (F).

Les énoncés peuvent étre combinés par des connecteurs logiques. Les connecteurs utilisés
le plus souvent sont le et logique (symbolisé souvent par A), le ou logique (symbolisé souvent
par V), l'implication (écrite =) et I’équivalence (écrite <). Ainsi, si A et B sont deux
énoncés, on peut en créer d’autres: AANB, AVB, A= Bet A< B. La validité de
ces énoncés est décidée directement de la validité de A et celle de B, sans avoir besoin de
connaitre la structure de A ou de B. La validité des quarte énoncés mentionnés ici est donnée
par le tableau suivant, qu’on appelle un tableau de vérité.

A B|ANB AVB A=B A& B
F F F F \Y \Y%
F V F \Y \Y F
V F F \Y F F
vV vV \Y \Y \Y \Y
Pour un (ou plusieurs) énoncé E composé d’énoncés A, B, C, ... par des connecteurs logiques,

le tableau de vérité est un tableau qui liste toutes les valeurs de vérité possibles pour

-9 —
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A, B,C,... (c-a-d. toutes les combinaisons de VRAI ou FAUX pour chaque) et donne
les valeurs de vérité correspondantes de E.

En plus de A,V,=,<, un connecteur logique commun est la négation, notée —. Elle
implique un seul énoncé: pour un énoncé A, I'’énoncé —A a toujours la valeur de vérité
opposée a celle de A. Ainsi le tableau de vérité de la négation est le suivant:

Al -A
F|V
V| F

Les énoncés ainsi créés, peuvent étre encore combinées a 1’aide des connecteurs logiques.
Pour illustrer 'ordre des connecteurs logiques, on utilise les parenthéses. En effet, les deux
énoncés suivants sont différents

(ANB)=B e ANA(B= B).

Pour observer cela, on écrit les tableaux de vérité des deux énoncés (les troisiéme et cinquiéme
colonnes sont seulement la pour nous aider a calculer le résultat):

A B|AANB (ANB)=B|B=B AA(B= B)
F F| F v vV F
F V| F v % F
V F| F v \% v
V V| V \% v \%

Une tautologie est une expression composée de un ou plusieurs énoncés a ’aide des con-
necteurs logiques, qui est vraie pour toute valeurs de vérité des énoncés impliqués.

Exercice 0.2.
Ecrire les tableaux de vérité des énoncés suivants pour montrer qu’ils sont des tautologies.

(a) As A,

(b) (A= B) & [(=B) = (-4)],

(A B)= (A= B),

[~(AAB)] < [(=A4)V (=B)],
(A= B)A(B=C)]= (A= 0),
(-mA) = (A= B).

)
()
()

)

)

(
(f

0.5 La notion de preuve

Informellement, une preuve est un argument qui, a partir de faits établis, montre incon-
testablement un nouveau fait. C’est bien ce qu'une preuve mathématique est censée étre.
Au cours de I'évolution de la science, les mathématiciens ont donné a la notion de preuve
un sens trés précis. Ainsi, une preuve mathématique formelle est une liste d’énoncés (qu’on
considére prouvés) qui suit des régles spécifiques. Pour information, les régles sont (approx-
imativement) les suivantes,

~10 -
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e A tout moment on peut écrire dans la liste un axiome,

e A tout moment on peut écrire dans la liste une tautologie,

e si la liste contient déja un énoncé A et un énoncé de la forme A = B, alors on peut
inclure dans la liste I’énoncé B.

Une preuve écrite suivant ces régles serait trés longue et difficile & déchiffrer. La facon com-
mune d’écrire des preuves mathématiques est donc d’écrire un argument dont tout mathé-
maticien peut facilement se convaincre qu’il peut étre traduit dans une preuve au sens formel.
Pour savoir plus sur ce sujet voir [3, pg. 17].

Ce qu’il faut retenir de cette partie est qu’une preuve mathématique est une démarche
réglementée. En particulier, il ne s’agit pas d’essayer de convaincre un interlocuteur par des
exemples variés, ou en réfutant différents contre-exemples proposés.

Conseils pour écrire une preuve
Quelques principes de base qui aide a la lisibilité d’une preuve:

e Surtout s’il s’agit d’une preuve plus complexe, il est utile d’annoncer ce qu’on commence
a prouver. Cela devient absolument nécessaire quand la conclusion n’est pas donnée
dés le départ, par exemple dans un exercice du type: "Prouver que tout z € A a la
propriété P, ou trouver un contre-exemple." Dans cette situation il est essentiel de
commencer la preuve en mentionnant si on montre Vx € A, P(z) ou si on exhibe un
contre-exemple.

e A la fin d’une preuve ou d’une étape de preuve, il est conseillé de mentionner que la
preuve, ou I’étape, est achevée. On peut par exemple dire "Ainsi, P(z) est prouvé." ou
"Ce qui fini la preuve de ...".

e Ne jamais utiliser des variables qui n’ont pas étaient définies! Une erreur fréquente est
de parler d’une variable, disons z, sans ’avoir introduite. Ce type d’erreur peut venir
du fait que la variable en question est déja apparu, mais seulement localement.

Par exemple x peut apparaitre dans la définition d’un sous-ensemble B d’un certain
ensemble A, comme ceci: B = {z € A: P(x)}. Dans ce cas, il est important de retenir
que x est défini uniquement a l'intérieur des accolades, et qu’on ne peut pas parler de
x en dehors de le définition de B sans dire qui est x. Ainsi, si on veut utiliser x comme
élément générique de B, il faut écrire "soit x € B...".

Il est prudent de vérifier que tous les objets dont on parle étaient introduits plus tot
dans la preuve, ou qu’ils étaient fixés dans l'exercice / le théoréme / la proposition
qu’on est en train de prouver.

e On doit souvent démontrer des énoncés du type:

(a) pour tout z € A, on a P(x),
(b) il existe x € A, tel que P(z),

ou P est une certaine propriété.

Il est fortement conseillé de commencer la preuve de I’énoncé (a) par la phrase "Soit
x € A". Cela signifie qu’on choisit un élément générique de A qu’on note x, avec lequel
on peut travailler dans la suite de la preuve. On ne peut rien supposer sur cet élément,
a part les propriétés garanties par le fait qu’il appartient a A.

— 11 —
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Pour I’énoncé (b) il suffit de trouver un exemple. Trés souvent on peut exhiber un
exemple d’élément = de A qui a la propriété désirée. On peut alors commencer par
"Posons x = ... ", ensuite démontrer que z € A et que x a bien la propriété P. Il n’est
pas formellement nécessaire d’expliquer comment on a trouvé cet élément!

Les preuves les plus simples sont directes: a partir des hypothéses données on se dirige
directement vers la conclusion. Néanmoins, dans des cas plus compliqués, certaines méthodes
de preuves peuvent aider. On va en donner quelques-unes.

La preuve par contraposée Supposons qu’on veut prouver un énoncé du type A = B.
La logique formelle (voir partie 0.4) nous dit que (=B = —A) = (A = B) est une tautologie.
Ainsi, pour prouver A = B, il suffit de prouver =B = —A. L’énoncé -B = —A s’appelle la
contraposée de A = B.

Si on décide de prouver A = B en prouvant =B = —A, il faut annoncer ce fait au début
de la preuve par une phrase comme par exemple "On va prouver A = B par contraposée”.

Exemple: Soit € N. Montrons que si 22 + 3z + 2 est impaire, alors z est impair.

Preuve: On va procéder par contraposée. Supposons que z est pair et écrivons x = 2k
avec k € N. Alors 22 + 3z + 2 = 4k? + 6k + 2 = 2(2k* + 3k + 1) est pair. [

La preuve par ’absurde Une méthode similaire a la preuve par contraposée est la preuve
par I’absurde. Supposons a nouveau qu’on veut montrer A = B. La logique (voir partie 0.4)
nous dit que A = B est faux seulement si A est vrai et B est faux. Ainsi, ce qu'on peut
faire, c’est de supposer que A et —B sont vrais, et arriver & une contradiction.

Tout comme pour la preuve par contraposée, il faut annoncer en début de la preuve qu’on
va procéder ainsi.

Exemple: Montrons qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Preuve: On va procéder par ’absurde. Supposons qu’il existe seulement un nombre fini

de nombres premiers et notons les p1,...,p,. Posons g = p1pa...pn+1. Alors
q n’est divisible par aucun des nombres p1, ..., p,, donc par aucun nombre
premier. Il est donc premier et différent de p1, ..., pn, ce qui contredit le fait
que p1, ..., P, sont tous les nombres premiers. ]

Vu que pour ces deux méthodes de preuve on utilise souvent la négation, il peut étre
utile de retenir la négation de certains types d’énoncés. Soient P et () deux énonces et A un
ensemble. Alors

o ~(Vz € A, P(z)) =3z € A, ~P(),
o ~(3x € A, P(z)) =Va € A, ~P(x),
° —\(A:>B):_|BetA.
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La preuve par récurrence Supposons qu’on veut montrer un énoncé de la forme Vn €
N, P(n), ou P est une certaine propriété. On peut alors procéder par récurrence. La preuve
par récurrence a trois étapes:

(i) On démontre la propriété P(0). Ceci est le pas initial de la récurrence.
(ii) On montre que, pour tout n € N, P(n) = P(n+ 1).
(iii) On conclut en disant: "Par récurrence, P(n) est vrai pour tout n € N.

Le pas initial (i) est souvent une simple vérification. Néanmoins, il est essentiel au raison-
nement par récurrence et ne doit pas étre omit. Pour le pas (ii), on commence souvent par
"Soit n € N. Supposons P(n)...".

Différentes variantes de récurrence existent. Par exemple, dans le pas (ii), on peut sup-
poser que P(k) est vrai pour tout k£ < n pour démontrer P(n + 1).

Comme pour les méthodes précédentes, une preuve par récurrence doit étre annoncée. Il
est utile & ce moment la de dire quelle est la propriété P qu’on désire montrer pour tout
nombre naturel.

NB: Le fait que la preuve par récurrence démontre en effet I’énoncé désiré est le résultat
d’un axiome spécifique.

Exemple: Montrons que pour tout n € N, 2" > n + 1.

Preuve: On va montrer par récurrence P(n) pour tout n € N, ot P(n) est la propriété
2" >n+ 1.
Pour n = 0, P(0) s’écrit 2° = 1 > 1. Ainsi P(0) est vrai.
Soit n € N. Supposons que 2" > n + 1. Alors 2" "' =2.2" >2(n +1) >
n+2=(n+1)+1. Ainsi P(n+ 1) est vrai.
Par récurrence, on déduit que P(n) est vrai pour tout n € N. O
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Chapter 1

Systémes linéaires, pivot de GGauss,
espace R4

Pour d > 1, R? est I’ensemble des d-uplets d’éléments de R:
RY = {2 = (21,...,2q) 1 21,...,24 € R}.

I

Suivant la situation, on utilisera aussi I’écriture en colonne x = | : |. Pour l'instant, on
Zq

considére ces deux écritures équivalentes.

1.1 Systémes linéaires; ensemble des solutions

Définition 1.1. Soient m,n € N et (a;j)1<i<m, (bi)1<i<m deuz familles de scalaires (c.a d.
1Z5<n

des éléments de R). Le systéme linéaire de m équations a n inconnues xy,. .., T, avec les
coefficients (aij)ij, (b;); est ’ensemble d’équations

a1 Ty + -+ appx, = by
(1.1)

Am1T1 + -+ F GppTy = bm

Une solution du systéme est une famille (1, ..., x,) € R™ qui satisfait toutes les équations
de (1.1). On appelle S C R"™ l’ensemble des solutions de (1.1).

On verra par la suite trois possibilités pour I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire:

e S = (: le systéme n’admet pas de solution;
e S est un singleton: le systéme admet une unique solution;
e S est infini: le systéme admet une infinité de solutions.
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Le systéme homogéne associé a (1.1) est le suivant

anyi + -+ apy, =0

A1l + -+ GplYn = 0.

Le systéeme homogene admet toujours au moins une solutions, a savoir y; = -+ =y, = 0,
mais peut en général en admettre plusieurs. Notons Sy, ’ensemble des solutions du systéme
homogeéne.

Supposons qu’on dispose d’une solution (x1, ..., x,) du systéme (1.1); on appellera celle-ci
une solution particuliére. Alors, si (x],...,z]) est une autre solution de (1.1), on a

an(xl —x’1)++a1n(zn—$;) :bl—bl =0

(21 — ) + - + an (2 — ) = by — by, = 0,

donc (x1—x), ..., z,— 1)) est solution du systéme homogéne. Inversement, si (y1,...,¥y,) est
solution du systéme homogéne, alors on vérifie aisément que (z1 + y1,...,2, +y,) € S. On
conclut que les solutions du systéme originel peuvent étre obtenues comme la somme d’une
solutions particuliére avec les solutions du systéme homogeéne:

S=(x1,.. . 2) +Shom ={ (@1 +y1,. -, T+ Yn) © W1, Yn) € Shom -

1.2 Opérations entre les équations; écriture réduite
Notons les équations du systéme comme suit

anx + -+ apT, = b (L)
(1.2)
Am1X1 + -+ Qpp®y = bm (Lm)

Dans la résolution d’un tel systéme d’equations, trois types d’opérations vont nous aider
a simplifier le systéeme

e pour i # j et A € R, 'opération Add,,, ; consiste a rajouter a I’équation L; I'équation
L; multipliée par A; le systeme devient alors

( CL11[E1+ e +a1nxn = b1 (Ll)
(aﬂ + )\ajl)$1+ Ce +(am + )\ajn)xn = bz 4+ )\bj (Lz> + )\(LJ) (13)
L A1 T1+ .. FmnTn = b,,. (L)
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e pour A # 0, opération Multy; consiste & multiplier I’équation ¢ par A; le systéme
devient alors

a1+ ... +a1nTy = bl (Ll)
L Gp1T1+ .. F T, = by, (L)

e l'opération Ech;,; consiste a échanger les lignes 7 et j.

Proposition 1.2. Les opérations Add;, ; (avec i # j), Multy; (avec A # 0) et Ech;,; ne
changent pas l’ensemble des solutions du systéme.

On va dire que tous les systémes obtenus a partir de (1.2) par des applications de Add,. j,
Multy; et Ech;;; sont équivalents.

Pour écrire un systéme de maniére plus compacte on utilise I’écriture réduite, qui consiste
a éliminer les inconnues et les opérations. Ainsi, I’écriture réduite de (1.2) est

aip ... Q1np bl

(1.5)

Ami  --- Qmn | bm

Définition 1.3. Un systéme linéaire est sous forme échelonnée®) (selon les lignes) si son
écriture réduite est de la forme

J1 J2 Ja Jk

' ' ' '
0...01x...%x0*...%x0 ... x0x%x...%| b
0 . O01*x...x0 ... x0x... x| by
0 . 01 ... x0%... x| bg
0 01%...%/| by

(e}

)

S
kS
+
—

0 ... ... ... .. .o ... 0000 by

Dans cette expression, les x représentent des mombres quelconques. On appelle un tel
systéme échelonné de rang k.

(reduzierte Zeilenstufenform
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Attention, dans cette définition on peut avoir j; = 1 (pas de colonnes nulles), k = m (pas
de lignes nulles — seulement si m < n) et des ji, . .., jr consécutifs (pas de colonnes contenant
des *).

Les systéemes sous forme échelonnée sont particulierement faciles & étudier, comme on va
voir plus bas. Il est donc intéressant de transformer un systéme quelconque en un systéme
équivalent sous forme échelonnée. Le théoréme suivant nous garantie que cela peut se faire.

Théoréme 1.4. Tout systeme linéaire peut étre transformé en un systeme forme échelon-
née en appliquant une série d’opérations sur les lignes du type Add;.y j, Ech;; et Multy ;.

La preuve du théoréme nous donne aussi l'algorithme & suivre pour obtenir la forme
échelonnée de A. Cet algorithme, appelé le pivot de Gauss™, est présenté dans la partie
suivante.

1.3 Pivot de Gauss pour la résolution des systémes linéaires

Transformer un systéme dans un systéme sous forme échelonnée.
Considérons un systéme linéaire écrit sous forme réduite

ai, ... QA1n b1
(1.6)

aAml --- Qmn bm

On va procéder de facon itérative, suivant les colonnes.

Supposons qu’est arrivé a un systéme dont les j — 1 premiéres colonnes sont sous forme
échelonnée. Soit £k —1 < 7 —1 le nombre des lignes non-nulles du tableau formée des les j — 1
premiéres colonnes. (Au pas initial, on prend j = 1 et kK = 1 et on applique la procédure
décrite ci-dessous.)

On s’occupe de la colonne j, plus précisément de I'entrée ay;. On distingue plusieurs cas:

(i) Si ag; = 1, alors on soustrait la ligne k& multiplié par a;; a la ligne ¢ pour chaque
i=1,...,k—1,k+1,...,n. Plus précis¢tment on applique Add;, . » pouri=1,... k—
1,k+4+1,...,m. Ainsi on obtient un systéme qui contient un coefficient 1 sur la position
k,j et des O sur le reste de la colonne j. Les colonnes 1,...,7 — 1 ne sont pas affectées

par ces transformations car la ligne k a ses premiéres j—1 entrées égales a 0. On conclut
que les 7 premiéres colonnes ainsi obtenues sont échelonnées; on peut donc passer a la
colonne suivante.
(ii) Si ax; # 0 est une valeur quelconque, alors on divise la ligne k par ay; (c.a-d. on
applique Mult, 1 ) et on obtient ainsi un systéme comme celui traité au point (i). On
e
continue en applitjquant le point (i) a ce systéme.
(iii) Si ag; = 0 mais il existe £ > k tel que ay; # 0, alors on échange les lignes k et ¢ (c.a-d.
on applique Echy ) et on se raméne ainsi & un systéme comme celui traité au point (ii);

on continue en appliquant le point (ii).

(i) Gauksches Eliminationsverfahren
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(iv) Siag; = g1, = -+ = @y = 0, alors les j premiéres colonnes sont déja sous forme
échelonnée et on peut passer a la colonne suivante.

L’algorithme finit quand 7 = n+ 1 ou k = m + 1. On vérifie facilement que dans les deux
cas, le systéme résultant est bien sous forme échelonnée. Un exemple est donné plus bas.

Attention! Pendant tout 'algorithme, toutes les opérations doivent aussi étre appliquées
a la colonne b. Pourtant, on n’essaye pas de mettre cette colonne sous forme
échelonnée.

L’ordre d’application des transformations est important!

Résoudre un systéme sous forme échelonnée.
Supposons maintenant qu’on veut résoudre un systéme déja écrit sous forme échelonnée:

J J2 J3 Jk
' ' ' '
0...01%x...%x0*...%x0 ... x0x... x| b
0 . O0l*...%x0 ... x0x... x| by
0 . 01 ... x0x*... x| b3
: . : e (17)
0 01x...%| by
0 0 ... 0] bpa1
0 ... ... ... ... .. .. 0...01Iby,
ol j; < - -+ < j sont les colonnes contenant les premiers 1 de chaque ligne. Alors (x4, ..., z,)
est solution du systéme si et seulement si
(T 2, gty = b
Tj T Djsj, Wiy = i
= bk+1
\ 0 = bm
Ainsi, le systéme admet des solutions si et seulement si by, 1 = -+ = b,, = 0. De plus, si
b1 = -+ = b, = 0, les solutions sont obtenues comme suit: on choisi arbitrairement les
valeurs de z; pour j ¢ {ji,...Jr} (on appelle ces z; des variables libres), ensuite, pour chaque
je, on pose
Tj, = bg — Z Q.
J>Jk
En autres mots, on a
S— {(xl,...,xn) eR” : z,, :bg—zj>jkakjacj V1 §€§k} si b1 =+ =b, =0;
0 sinon.

On peut également voir la structure des solutions comme solution particuliére plus les
solutions du systéme homogéne (quand by = --- = b,, = 0). Une solutions particuliére

~ 18 —



CHAPTER 1. SYSTEMES LINEAIRES, PIVOT DE GAUSS, ESPACE RP

du systéme est x;, = by pour tout 1 < ¢ < ket x; = 0 pour j ¢ {ji1,...jk}. Le systéme
homogeéne associé est

Tj + D ey vy = 0 Tjy, = =Dl ML
: ou encore

Zj, + ij arjr; = 0 Lj = — Zj>jk 5T

En fin, identifions les trois cas possibles, déja discutés dans la partie précédente:

e S = (): cela arrive quand k < m et il existe un term non-nul parmi by, 1, ..., bn;
e S est un singleton: cela arrive quand k =n et by = --- = b, = 0;
e S est infini: cela arrive quand k < n et by, =--- = b, =0.

Le deuxiéme cas peut seulement arriver quand n < m (au moins autant d’équations que
d’inconnues). De plus, si m = n, le deuxiéme cas arrive seulement quand le systéme est de
la forme

10 ... 0|b
0 1 0/ by
Co (1.8)
0 0 ... 1|bn

Dans le troisieme cas, on dit que I’ensemble des solutions est de dimension n — k; on verra
par la suite pourquoi.

Exemple: Considérons le systéme suivant, aux inconnues xy,...,r5 € R,

4r1— 4ro— dw3— 8x4— 815 = —8
3[E1— 3.1}2— 3[)’23— Tq+ 4[)35 = 9
T+ 23+ x4+ 05 = 5
221+ 4rs+ brs = 4
—2$1+ To— T3+ 41‘44’ 3.1'5 = 6

On Pécrit sous forme réduite comme dans (1.5):

4 -4 -4 -8 —8|-8
3 -3 -3 -1 4] 9
10 2 1 5| 5
2 0 4 0 6| 4
-2 1 -1 4 3] 6

On applique I'algorithme pour mettre le systéme sous forme échelonnée: on com-
mence par k = 7 = 1. Vu que l'entrée en position 1,1 est non-nulle, on applique
le point (ii), & savoir on divise la premiére ligne par 4 pour obtenir un 1 en haut

a gauche:
1 -1 -1 -2 —2|-2 Li/4
3 -3 -3 -1 4] 9
1 0 2 1 5| 5
2 0 4 0 6] 4
—2 1 -1 4 3 6
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Ensuite on applique I'étape (i) de l'algorithme: on additionne la premiére ligne
multipliée par —3, —1, —2, 2 aux lignes 2,3,4 et 5, respectivement. Ainsi on
obtient des zéros sur le reste de la premiére colonne.

1 -1 -1 -2 —-2|-2

0O 0 0 5 10| 15 Ly — 314
o 1 3 3 7| 7 Ls— 1,
0O 2 6 4 10| 8 Ly —2L,
0O -1 -3 0 —-1| 2 Ls+ 2L,

La premiére colonne est maintenant échelonnée; on passe a la suivante, donc a
j =k = 2. Comme l'entrée en position 2,2 est nulle, mais qu’il y a des valeurs
non-nulles sous cette entrée, on applique le point (iii) de I’algorithme: on échange
les lignes 2 et 3 pour mettre une valeur non-nulle a la position 2, 2.

-1 -1 -2 -2|-2
13 3 7|7 Ls
0O 0 5 10| 15 L,

2 6 4 10| 8
-1 -3 0 1| 2

O OO O =

L’entrée a la position 2, 2 est maintenant déja égale a 1, il n’est donc pas nécessaire
d’appliquer le point (ii), on passe directement au point (i). On additionne la ligne
2 multipliée par 1, —2 et 1 aux lignes 1, 3 et 5, respectivement, pour éliminer les
autres entrées de la colonne 2:

102 1 5| 5 Li+ Ly
o13 3 7| 7

000 5 10| 15

000 -2 —4|-6 Ly — 2L,
000 3 6| 9 Ls+ Ly

On passe a la colonne 3 (& savoir a j = k = 3). Toutes les entrées sous le niveau
déja traité sont nulles (on est dans le cas (iv) de l'algorithme), on peut donc
passer a la colonne 4, & savoir & j = 4 et k = 3. On applique le point (ii): on
divise la ligne 3 par 5 pour obtenir I’entrée 1 en position 3, 4:

102 1 5|5
013 3 7| 7
000 1 2| 3 17,
000 —2 —4|—6
000 3 6| 9

Pour éliminer les autres entrées sur la colonne 4 on applique le point (i): on
additionne la ligne 3 multipliée par —1, —3,2 — 3 aux lignes 1, 2,4 et 5, respec-
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tivement.
1 0 2 0 3 2 Li— Ls
013 0 1]-2 Lo — 315
0 001 2 3
00000 0 Ly+ 213
00000 0 Ly —3L5

En fin on passe a la colonne 5 (7 = 5, k = 4). On est & nouveau dans le cas (iv).
Comme toutes les colonnes ont été analysées, ’algorithme est fini.

Le systéme ainsi obtenue est échelonné; les variables libres sont 3 et x5. Le
systéme initial est équivalent a

I1+2l’3+31’5 =2
I2+3ZE3+1’5 :—2
T4+ 25 =3

Les solutions sont obtenues en choisissant x3 et x5 arbitrairement, puis en posant

o :2—2I3—3LL’5
To = -2 — 3[L’3 — XI5 (19)
Ty = 3 — 21’5

2—-2)\—3u

—2—=3\—pu

Ainsi § = A A u€eR B ou et ujouent le role des variables
3—2u
1

libres x5 et 5.

Exercice 1.1.
Représenter dans 1'espace R? les solutions de

2v +2y+ 2z =4
r+y+z=0

Exercice 1.2.
Mettre sous forme échelonnée les systémes suivantes et calculer leurs solutions:

(

r+2y+z2=4 3r+22=5y—6
a) 2e+y+2=3 b) z=x+2
| z+by+2:=T7. 2 —y —2z=0.
([ v+ 2yt zt+t=4 r+y+z+t=0
0 20 +3y+3z2—t=3 d) r—y+2z—2t=0
T4+5y+22+3t=7 T+y+4dz+4t=0
{22+ 5y + 4z + 3t = 2. r—y+8z—8t=0.
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1.4 L’espace vectoriel R?

Pour d > 1, I'ensemble R? peut étre naturellement muni de deux types d’opérations; on
obtient ainsi ce qu’on appelle I'espace vectoriel R?. On appellera les éléments de RY des
vecteurs et ceux de R des scalaires.

e Pour 7 = (z1,...,14) € R et A € R la multiplication du vecteur x par le scalaire \ est
le vecteur

Aoz = (Arq,..., dzg) € R?

(par convention, on écrit toujours le scalaire devant le vecteur);
e pour deux vecteurs z = (z1,...,7q4) € R4 et y = (y1,...,94) € R? la somme du vecteur
x et du vecteur y est le vecteur

d
r+y=(T1+y1,. .., Ta+ya) €R"
Les opérations sur R? suivent des réglés similaires aux opérations usuelles sur R.

Proposition 1.5. Soit d > 1. Pour tous xz,y,z € R? et A\, u € R:

(i) c+y=y+uz (commutativité de + );
(ii) (x+y)+z=a+ (y+ 2) (associativité de +);
(1i) N+ (p-x) = (M) -z (associativité de -);
() A+p)-x=A-x+pu-x (distributivité pour + );

(W) X (z4+y)=r-z+ Ay (distributivité pour + ).
On écrit 0 = (0,...,0) pour le vecteur nul.

Définition 1.6. Un ensemble F' C RY est appelé un sous-espace vectoriel de R? si F' # ()
et st,

pour tous x,y, € F et \,py € R, Ax+puy € F.

Un ensemble G C R est appelé un sous-espace affine de R? s’il existe F sous-espace
vectoriel de E et v € E tel que G ={z+y : y € F'}.

Observons que tout sous-espace vectoriel de R? contient le vecteur nul 0 = (0,...,0).
Deux sous-espaces vectoriels de R? sont {0} (le plus petit) et R? (le plus grand). Un autre
exemple (quand d > 2) est {(zy,...,x,) : z, = 0}.
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Interprétation géométrique Pour d = 2 et d = 3, I'espace R? admet une interprétation
géométrique intuitive. Commencons par le cas d = 2. Fixons dans un plan un systéme d’axes
perpendiculaires qui s’intersectent en un point qu’on notera 0. De plus, supposons que les
deux axes sont munis d’un systéme de graduation. Alors tout point A du plan est identifié
a P'unique point (z,y) € R? ou x et y sont ses coordonnées sur 'axe horizontal et vertical,
respectivement.

De méme 'espace R? s’identifie & I’espace ambient de dimension 3, muni d’un systéme de
coordonnées. Ainsi, tout point (z,y,2) € R3 correspond au point de coordonnées x,y et z
de I'espace.

Souvent dans ce contexte on identifie un point A de I'espace a la fléche qui pointe de 0 vers
A; on la note OA. L’addition des vecteurs correspond géométriquement a ’addition par la
régle du parallélogramme. La multiplication par un scalaire positif correspond a I’elongation
de la fleche et celle par —1 & un changement de sens.

Figure 1.1: L’addition des vecteurs peut se faire par la régle du parallélogramme. Dans
I'image de gauche, les cotés opposés du parallélogramme représentent le méme vecteur. La
multiplication par une constante se fait en gardant la méme direction, mais en multipliant la
longueur du vecteur. Si la constante est négative, la fleche change de sens.

Les sous-espaces vectoriels de R%, R? (et plus généralement R?) s’identifient aux droites,
plans etc. qui passent par 0. Le point 0 par lui méme forme le sous-espace vectoriel trivial {0}.
Les droites et plans qui ne passent pas forcement par 0 sont des espaces affines.

1.5 Indépendance linéaire; espace engendré; bases

Espace engendré Fixons d > 1. Pour une famille z1, . .., z, € R? on appelle combinaison
linéaire'™ de x4, ..., z, tout vecteur de la forme

My + - 4 Az, € RY,

(i) inearkombination
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ol A1,..., A\, € R sont des scalaires quelconques.

Définition 1.7. Soit x1, ..., x, € R? une famille finie de vecteurs. Le sous-espace vectoriel
engendré par x, . .., x, V) est

Vect(xy, ..., x,) = {1+ + XNyt A1, ..., Ay € R}

Par convention, on pose Vect(()) = {0}.
On dit que la famille (x4, ..., x,) est génératrice™) (pour R?) si Vect(x1,. .., x,) = R%.

En d’autres termes, Vect(zq,...,x,) est Pensemble formé de toutes les combinaisons
linéaires de x1,...,7,. La famille (z1,...,2,) est dite génératrice si tout vecteur de R?
peut s’écrire comme combinaison linéaire de x1, ..., x,.

L’ordre des vecteurs x4, ..., x, n’affecte pas ’espace qu’ils engendrent, donc ni le fait que
la famille soit génératrice ou pas.

Remarque 1.8. La définition de Vect(xy,...,x,) ci-dessus nécessite une preuve. FEn effet
Vect(ry,...,x,) est défini comme un sous-ensemble de RY, non-pas comme un sous-espace
vectoriel. Il faut donc montrer que Vect(xq,...,x,) est en effet un sous-espace vectoriel de

R?. On ne va pas s’occuper pour I'instant de cela; on reviendra a ces questions dans un cadre
plus général dans la partie 6.1

Exemple: Dans l'espace vectoriel R? la famille ((0,1);(1,0)) est génératrice. En effet, tout
vecteur (a,b) € R? s’écrit (a,b) =b-(0,1) +a- (1,0).
Dans l'espace vectoriel R?, la famille ((1,1,0);(0,0,1)) n’est pas génératrice. En
effet, le vecteur (0, 1,0) ne peut pas s’écrire comme « - (1,0,0) + - (0,1,1) avec
a, 3 € R. On peut voir que

Vect((1,1,0);(0,0,1)) = {(a,b,c) € R*: a = b}.

On peut aussi facilement se convaincre que Vect((1,1,0);(0,0,1)) est un s.e.v. de
R3. 11 s’agit du plan vertical qui passe par la diagonale z = y du plan horizontal.
Voir 'image.

(M)lineare Hiille von (1, ..., x,), aussi notée span(zy,...,x,)
(V) Erzeugendensystem
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Indépendance linéaire

Définition 1.9. Soit x1,...,2, € R? une famille de vecteurs. On dit que la famille
(z1,...,2,) est lite (ou linéairement dépendante)™)s’il existe des scalaires A1, ..., A\, € R
non tous nuls, tels que

ANz + o+ Az, = 0.

Une famille qui n'est pas lice est dite libre (ou linéairement indépendante )™

En d’autres termes, une famille est liée s’il existe une combinaison linéaire non-triviale
de ses vecteurs qui vaut 0. Bien évidemment, le fait qu'une famille de vecteurs est libre ou
liée ne dépend pas de 'ordre des vecteurs. Par contre, si un méme vecteur apparait deux fois
dans la famille, alors la famille est forcement liée.

Si on désire montrer qu'une famille (z1,...,x,) de vecteurs est libre, on peut considérer
des scalaires A1, ..., A\, € R tels que \jz1 + -+ -+ Az, = 0 et déduire que Ay = --- =\, = 0.
Inversement, si on veut montrer que la famille est liée, le plus simple est d’exhiber une
combinaison linéaire non-triviale de x1, ..., x, qui vaut 0. Cela se réduit a la resolution d’un
systéme linéaire (voir la partie suivante).

Exemple: Dans l'espace vectoriel R? la famille ((0,1);(1,0)) est libre. En effet, si A\, u € R
sont tels que A - (0,1) + - (1,0) = (A, u) = (0,0), alors A = u = 0.

Par contre, la famille ((0,1); (1,0);(1,1)

1) =

1-(0,1)+1-(1,0)+(=1)- (1,

) est lice. En effet, on a
(0,1) +(1,0) = (1,1) = (0,0).

Le lemme suivant offre un critére pratique pour montrer qu’'une famille est liée.

Lemme 1.10. Soit (x1, ..., x,) une famille de vecteurs de R%. Alors elle est liée si et seule-
ment s’il existe un vecteur x; qui s’écrit comme combinaison linéaire des autres. Plus pré-
cisément si et seulement s’il existe i € {1,...,n} et des scalaires A1,...; Ni—1, Nit1,- -+ A\
tels que
T =M1+ F NaZior F AT+ ATy = Z A
i

Pour la preuve il suffit d’observer que 1’équations du lemme 6.11 se traduit en une com-
binaison linéaire non triviale nulle.

Exemple: En général le fait qu'une famille est libre ou liée n’implique pas le fait qu’elle est
génératrice ou pas. Donnons des exemples pour les quatre situations possibles;
on va se placer dans l'espace vectoriel R*:
La famille (1,0); (0, 1) est génératrice et libre.
La famille (1,0);(1,1); (0,1) est génératrice et liée (car (1,1) = (1,0) + (0, 1)).
La famille formée uniquement du vecteur (1,0) est libre mais pas génératrice.
La famille (1,0);(0,0); (2,0) n’est pas génératrice et est lice.

(D]inear abhéngig
(Vi) linear unabhéngig
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Dimension; bases

Définition 1.11. Soit F' un sous-espace vectoriel de RY. La dimension de F' est le plus
petit nombre de vecteurs qui génére F':

dim(F) = min{n >0 : Izy,..., 7, € R? tels que Vect(zy,...,z,) = F} (1.10)

Par convention dim({0}) = 0.
Une famille libre x., ..., x, avec Vect(xy,...,x,) = F est appelée un base™) de F.

La dimension de R? est d. En effet, une base est la base canonique

1 0 0 0
0 1 0 0
e — 0 , € = 0 , €3 = 1 yeo, € = 0
0 0 0 1

La dimension d'un sous-espace vectoriel de R? est toujours comprise entre 0 et d. De
plus, les seuls sous-espaces vectoriels de R? de dimensions 0 et d sont {0} et RY, respective-
ment. Pour n strictement entre 0 et d, il existe une infinité de sous-espaces vectoriels de
dimensions n.

Une famille contenant dim(F") vecteurs qui génere F' est forcement libre, et donc une base
de F. Inversement, toute base de F' contient exactement dim(F') vecteurs. Sauf dans le cas
dégénéré ou dim(F) = 0, il existent une infinité de bases différentes de F.

Proposition 1.12. Si x1,...,x, est une base d’un sous-espace vectoriel F, alors tout
y € F s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire de xq,...,x,:

Pour touty € F, A\, ..., \, € R tels que y = Mz + -+ + Ay,

Preuve: L’existence d’'une combinaison linéaire est garantie par le fait que x1,...,x, génére F;
I’unicité par le fait que x1, ..., z, est libre. O
Définition 1.13. Le rang™d’une famille de vecteurs x1,...,x, € R? est défini par
rang(xy, ..., x,) = dim(Vect(xy, ..., x,)).

Le rang d’une famille z1, ..., x, est toujours compris entre 0 et n. D’autre part, comme il
s’agit de vecteurs dans R?, il est aussi plus petit que d. 11 s’avére que le rang de 1, . . ., z,, coin-
cide avec le nombre de vecteurs parmi x1, . .., z, nécessaires pour engendrer Vect(z1, ..., x,).
(viii) Bagis

() Rang
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Proposition 1.14. Une famille de vecteurs x1,...,x, € R? est libre si et seulement si
rang(xy,...,x,) = n. En particulier, si n > d, la famille est forcement liée. Sin = d, la
famille est libre si et seulement si elle est génératrice de RY.

Les résultats cités ci-dessus vont étre discutés plus en détail dans la partie 6.1.

1.6 Retour aux systémes linéaires
Considérons un systémes linéaires a m équations et n inconnues.

a2, + -+ apx, = by

(1.11)
Ump1T1 + -+ ATy = bm
ay; bl
Notons a; = : pour 1 <i<neb=1] :|. Alors ay,...,a, et b sont des vecteurs
Amg bm
de R™ et (1.12) s’écrit comme une équation vectorielle:
$131+"'+I’nan:b.
Ainsi, le systéme admet des solutions si et seulement si b € Vect(ay,...,a,). Sic’est le cas,

alors la solution est unique si et seulement si ay, ..., a, forment une famille libre.

Rappelons que, en général, les solutions de (1.12) sont la somme d’une solutions partic-
uliére de ce systéeme et des solutions Sy, du systéme homogéne x1a; + --- + x,a, = 0. 1l
est facile de vérifier que Sy, est un sous-espace vectoriel de R™. Ainsi, si (1.12) admet des
solutions, alors S est un sous-espace affine de R".

Si on raméne le systéme sous forme échelonnée et on utilise la notation de (1.7), alors
Shom €st un sous-espace vectoriel de dimension n — k. Une famille de vecteurs qui engendre
Shom est donnée par les vecteurs y\7) = (y%j), . ,yﬁlj)) avec j € {1,...,n}\ {j1,...,Jx}, ou
y) est la solution du systéme homogéne avec y](-j) =1let yéj) = 0 pour tout £ ¢ {j1,...,Jx}

et £ # 7.

Rappelons que le systéme admet des solutions si et seulement si by = -+ = b, = 0 (ici
et plus bas, b; sont les scalaires de la derniére colonne du systéme échelonné). Dans le cas
échéant, une solution particuliére x = (z1,...,x,) est donnée par z;, = b;,,...,z; = bj;, et

z; =0 pour tout j & {j1,...,7k}-
Dans l'exemple de la partie 1.3, la forme initiale et échelonnée du systéme étaient

4 -4 —4 -8 —-8|-8 1020 3] 2
3 -3 -3 -1 4| 9 0130 1|-2
10 2 1 5| 5 et 00012 3
2 0 4 0 6] 4 00 0O0O0] O
-2 1 -1 4 3| 6 000O0O0 O
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On a alors k =3, j;1 =1, jo = 2 et j3 = 4. Ainsi Sy, st un s.e.v. de dimension 5 — 3 = 2.
Une base pour S, est donnée par les deux vecteurs

-2 -3
-3 -1
ORI et y®=| 0
0 -2
0 1
2
-2
De plus, le systéme admet la solution particuliere z = | 0 |. On conclut donc que Spop =
3
0

Dy® + uy® 2 X\ € R} est un s.e.v. de dimension 2 et S = {x + A\y® + uy® : \ u € R}
est une espace affine.

Inversement, si on se donne une famille de vecteurs ay, ..., a, € R™, on peut tester si elle
est libre ou génératrice en utilisant la résolution des systémes linéaires par le pivot de Gauss.
En effet, on écrit les vecteurs ay, ..., a, dans les colonnes d'un tableau comme dans (1.6) (la
forme réduite d’un systéme linéaire); on n’a pas a se soucier de la colonne des by, ..., b, on
peut donc l'ignorer pour ce calcul. On applique ensuite le pivot de Gauss pour réduire le
tableau a sa forme échelonnée; ci-dessous on utilise les méme notations que dans (1.7):

e La famille ay, ..., a, est génératrice si et seulement si k = m, c’est a dire que la forme
échelonnée ne contient aucune ligne entiérement nulle. En effet, si c’est le cas, le systéme
ria; + - - + z,a, = b admet des solutions pour tout b € R™, ce qui veut dire que
Vect(ay,...,a,) = R™.

Plus généralement, on peut tester si un vecteur b € R™ est dans Vect(ay,...,a,) en
résolvant le systéme xza; +--- + z,a, = b.

e La famille aq,...,a, est libre si et seulement si k = n, ce qui veut dire que la forme éch-
elonnée ne contient aucune variable libre (les variable libres correspondent aux colonnes
contenant des x). En effet, si c’est le cas, le systéme z1a; + - - - + x,a, = 0 admet une

unique solution, a savoir (z1,...,x,) = (0,...,0).
Plus généralement, si on trouve une forme échelonnée avec k < n, alors Vect(a,,, ..., a;,)
Vect(ay,...,a,). En d’autres mots, chaque a; avec j ¢ {Jji,...,/jr} est redondant car

il peut s’écrire comme combinaison linéaire de a;,, ..., a;,.

Description d’un sous-espace vectoriel On a deux options pour décrire un sous-espace
vectoriel F' de R¢:

e exhiber une base de F' — cela est plus simple quand la dimension de F' est petite;

e écrire F' comme 'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homogéne, avec un nom-
bre minimal d’équations (c.a-d. d — dim(F') équations) — cela est plus simple quand la
dimension de F' est proche de d.
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Revenons a lexemple du s.e.v. de R® F = Vect((1,1,0),(0,0,1)). Cette description est du
premier type. Elle n’est pas unique; une autre est F' = Vect((1,1,1),(—2,—2,1)). Dans les
deux cas, les paires de vecteurs utilisées sont des bases de F'.

De maniére alternative, on peut écrire F' = {(z1,29,73) € R® : 2, = 25}. Le systéme
linéaire ici est formé d’une unique équation, a savoir x; — xs = 0.

1.7 Application: réseaux électriques

Le flux du courant dans un réseau électrique formé de sources et de résistances est décrit par
deux quantités: la tension (entre tous deux points du circuit) et 'intensité du courent (le
long de toute arréte du circuit). Trois lois relient ces quantités:

e Loi de Ohm: la tension entre deux bornes d’une résistance est proportionnelle au
courant qui le traverse U = I R; le facteur de proportionnalité est la résistance R.

e Loi des noeuds de Kirchhoff: la somme des intensités des courants qui entrent dans
un neeud est égale a la somme des intensités des courants qui sortent du méme noeud.

e Loi des mailles de Kirchhoff: la somme tensions le long de toute maille est nulle.

A Taide de ces lois et des systémes linéaires, on peut calculer les intensités et les tensions
dans tout circuit. On illustre cela par un exemple.
Considérons le circuit suivant

Les lois de Kirchhoff s’écrivent alors

L+, = I pour le nceud a ou b

Vi—©ILRi—IzRs— 1Ry = 0 pour la maille de gauche

Vo — IRy — I3R3 — bRy = 0 pour la maille de droite

Vo— LR +1I1R —Vi+11Ri— LRy = 0 pour la grande maille

Dans ce systéme Vi,V et Ry,..., Rs sont des coefficients (ils nous sont donnés), Iy, I, I3
sont des inconnues. Ainsi, il s’agit d’'une systéme de quatre équations a trois inconnues;
c’est une situations ou typiquement le systéme n’admet pas de solutions. Toutefois, on sait
physiquement que le systéme admet une unique solution. En effet, la quatriéme équation est
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la difference de la troisiéme et de la deuxiéme, et le systéme peut donc s’écrire
[1 + [2 - 13 == O
IlR1+13R3+]1R4 - Vvl
LRy + I3Rs + [R5 = Vs

Un calcul direct en utilisant le pivot de Gauss nous montre que ce systéme admet une unique
solution, notamment

I, = Vi(R1+ Rs + Ry) — VaRs ,— Vo(Ra + R3 + Rs) — Vi R3
(R1 + R+ R4)(Ra + R3 + Rs) — R3’ (Ri1 + Rs + R4)(Ro + R3 + Rs) — RY’
Vi(Ry + Ry) + Vo(Ry + Rs)

(Ry + R3 + Ry)(Ry + R3 + Rs) — R3’

Les differences de potentiels se calculent facilement en utilisant la loi de Ohm.

[3:

1.8 Application: optimisation linéaire

On commence par un exemple. Supposons qu’'un magasin de meubles vend des tables et
des chaises. Le magasin achéte les chaises aux prix de 200chf/piéce et les tables au prix de
600chf/piece; il fait un profit de 50chf par chaise vendue et 200chf par table vendue. On
va supposer que le magasin vend tous les meubles mis en vente. La question est de trouver
la stratégie du magasin pour maximiser son profit, sachant qu’il est sujet aux limitations
suivantes:

(C1) le magasin dispose d'un budget totale de 48000chf,
(C2) le magasin peut contenir au plus 180 pi¢ces de mobilier et

(C3) la livraison est faite par un camion qui peut transporter en tout au plus 2700kg. Une
chaise pése bkg alors qu'une table péese 40kg.

Pour formaliser cela, notons = le nombre de chaises et y le nombre de tables que le magasin
décide de mettre en vente. La question devient alors de maximiser 50z + 200y sous les
conditions suivantes

200z + 600y < 48000, (C1)
r+y <180, (C2)
Sr + 40y < 2700, (C3)

x >0,

y >0.

Appelons l'ensemble admissible les couples (z,7y) € R? qui satisfont les conditions ci-dessus.
Il s’agit de l'intérieur d’un polygone. Ses cotés sont des parties des droites

200z + 600y = 48000, (C1)
x4y = 180, (C2)

Ba + 40y = 2700, (C3)

z =0, (Ay)

y =0. (Ax)
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Profit = 15000~ -~

Profit = 12000~ -

60

Profit = 8000 ~ -
Profit = 4000~ 5,

Profit =0 =<

n n = »
= + + + + + + + + \ 4 + + S @

T T~ 40 80 120 160 (Ax)

Figure 1.2: Les lignes en gras représentent les solutions aux équations (L1)-(Ax). La zone
bleue est I’ensemble des couples admissibles. Les lignes pointillées représentent les couples
(x,y) dont le profit est constant.

Ses sommets sont donnés par certaines intersection de ces droites, donc par les systémes de
deux équations avec deux inconnues formés des paires d’équations parmi les cinque ci-dessus.
La zone admissible est représentée graphiquement dans la Figure 1.2.

On peut montrer généralement que le profit maximal est atteint a un des sommets du
polygone. Dans le cas présent il s’agit du sommet (60,60) qui est 'intersection de (L1)
et (L3). Le profit est alors 50 - 60 + 200 - 60 = 15000chf.

Plus généralement, dans un probléme d’optimisation linéaire, on dispose de n variables
T1,...,T,, ON vise & maximiser une certaine combinaison linéaire c;xy + - -+ + ¢z, (qu'on
appelle fonction revenu) sous m contraintes linéaires

anxy + -+ ape, < b
(1.12)
Am1T1 + -+ AmnTn S bm
Souvent, on rajoute les contraintes z; > 0,..., x, > 0. La zone admissible est un polyédre

dans R™ et le maximum de la fonction revenu est atteint toujours a un des sommets du
polyedre.
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A retenir

e La resolution des systémes linéaires par le pivot de Gauss. Si le systéme admet des
solutions, elles forment un espace affine.

e R? est un espace vectoriel. Les éléments de R? sont appelés des vecteurs; les nombres
sont appelés des scalaires.

e Un sous-espace vectoriel (s.e.v.) F de R? est un sous ensemble de R? stable par addition
et multiplication par scalaire.

Un sous-espace vectoriel contient nécessairement le vecteur nul 0 = (0, ...,0).

e Pour une famille (x,...,z,) de vecteurs de R? Vect(zy,...,r,) est le sous-espace
vectoriel de R? engendré par xq,...,2,. 1l est composé de toutes les combinaisons
linéaires de x4, ..., x,.

Si Vect(xy,...,7,) = R% on dit que x4, ...,x, est génératrice pour R?.
e Une famille (zy,...,z,) de vecteurs de R est dite lice (ou linéairement dépendante) si

un des vecteurs s’écrit comme combinaison linéaire des autres.
Si elle n’est pas liée, la famille est dite libre (ou linéairement indépendante).

e Une base d'un s.e.v. F' est une famille de vecteurs qui est libre et qui génére F. Le
nombre de vecteurs dans la base est la dimension de F'; on I'écrit dim(F').

e Dans R?, une famille libre a au plus d vecteurs; une famille génératrice en a au moins d.

e Pour une famille zy,...,z, € R? on définit le rang de la famille par
rang(xy, ..., x,) = dim(Vect(xy, ..., x,)).
On a rang(zy,...,x,) < n et rang(xy,...,z,) < d. La famille est libre si et seulement
si rang(z1, ..., x,) = n; elle est génératrice si et seulement si rang(zq,...,x,) = d.

~ 392 -



CHAPTER 1. SYSTEMES LINEAIRES, PIVOT DE GAUSS, ESPACE RP

Z1u wissen

e Die Auflésung eines linearen Systems mit dem Gauss-Pivot. Wenn das System Losun-
gen hat, dann bilden diese einen affinen Raum.

e R ist ein Vektorraum. Die Elementen von R? werden Vektoren genannt; die Werte
werden Skalare genannt.

e Ein Untervektorraum F von R? ist eine Teilmenge von RY, die unter Addition und
Multiplikation mit einem Skalar stabil ist.

Ein Untervektorraum enthélt den Nullvektor 0 = (0,...,0) sowieso.

e Fiir eine Familie (x1,...,z,) von Vektoren aus RY, wird Vect(zy,...,x,) der von
T1,...,7, aufgespannte Untervektorraum von R? genannt. Es besteht aus alle Lin-
earkombinationen von z, ..., z,.

Wenn Vect(z1,...,z,) = R sagt man, dass z1,...,7, R? aufspannt.
e Eine Familie (zy,...,2,) von Vektoren aus R? ist abhingig (oder linear abhiingig), falls

ein Vektor als Linearkombination der anderen Vektoren geschrieben werden kann.
Falls die Familie nicht abhéngig ist, wird sie frei (oder linear unabhéngig) genannt.

e Eine Basis eines Untervektorraums F' ist eine Familie von Vektoren, die frei ist und

die I ergzeugt. Der Anzahl von Basisvektoren ist die Dimension von F'; man schreibt
dim(F).

e In R? hat eine freie Familie hochstens d Vektoren; eine erzeugende Familie hat min-
destens d Vektoren.

e Fiir eine Familie x1,. .., 7, € R? definiert man der Rang einer Familie durch

rang(zy, ..., x,) = dim(Vect(xy, ..., z,)).

Es gilt rang(zq,...,z,) < n und rang(xy,...,z,) < d. Eine Familie ist frei, dann und
nur dann, wenn rang(xy,...,x,) = n; sie ist eine erzeugende Familie, dann und nur
dann, wenn rang(zy,...,z,) = d.
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Chapter 2

Matrices

2.1 Définitions, opérations

Les matrices sont des objets omniprésentes dans les différentes domaines des mathématiques.
De plus elles sont trés souvent utilisées dans les applications des mathématiques. Une de
leur utilisations essentielles est la description des applications linéaires, qui va étre abordé
dans le chapitre 4 et dans la partie 6.7. Dans ce chapitre on se contente d’une description
des matrices et des opérations s’y appliquant.

Définition 2.1. Soient m,n € N. Une matrice A de taille m X n a coefficients dans R est

une famille (a;j)1<i<m d’éléments de R. Elle est représenté par un tableau rectangulaire
1<5<n

@11 Q12 - Qin

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Lindice 1 est [indice des lignes et [indice 7 est celui des colonnes.
L’ensemble de matrices de taille m x n a coefficients dans R est noté M, (R) (ou R™*™).

2.1.1 Addition et multiplication des matrices

Les matrices peuvent étre additionnées, multipliées par des constantes et dans certains cas

multipliées entre elles.
Soient m,n € N et deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) de M,,,,(R). De plus, soit A € R.
On défini les matrices A + B € M, (R) et A - A € M,,,,(R) par

app +bn - a4+ by Aayp - Aa,
AvB=| . et AA=| -

Am1 + bml Tt Qmp T bmn )‘aml ce >\a/mn
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L’ensemble M,,,(R) avec les opérations définies au-dessus est un espace vectoriel: il
satisfait les propriétés de la proposition 1.5.

Mais en plus des opérations d’addition et multiplication par un scalaire, les matrices
peuvent également étre multipliées. Soient m,n,p € N. Pour A = (ay) € M (R) et
B = (by;) € M,,(R) on définit le produit des matrices A et B comme la matrice AB =
(¢ij) € Mup(R) (aussi notée A x B) dont les entrées sont données par

n
cij:Zaikbkj pour 1 <i<metl<jy<np.
k=1

Attention! Pour des matrices A, B dont les tailles ne sont pas compatibles (comme dans la
définition au-dessus) le produit de A et B n’est pas définit.

Les régles de la multiplication matricielle sont décrites dans la proposition suivante.

Proposition 2.2. Soient m,n,p,q € N.
(i) Pour tout A € M,(R) et B,C € M,,,(R) on a A(B+C)=AB+ AC.
(ii) Pour tout A, B € M,(R) et C € M,,(R) on a (A+ B)C = AC + BC.
(iii) Pour tout A € My, (R) et B € M,,(R) et C € My, (R) on a (AB)C = A(BC).
(iv) Pour tout A € My (R) et B € M,,(R) et A € R on a A(AB) = (A)B = A(AB).

On va surtout utiliser la multiplication des matrices pour les matrices carrées, a savoir les
matrices de M,,,,(R) pour un n € N. On écrira M,,(R) a la place de M,,,,(R) pour raccourcir
la notation.

Attention! Généralement la multiplication des matrices n’est pas commutative. En effet,
pour n > 2 ils existent A, B € M,,(R) telles que AB # BA.

Exercice 2.1.
Trouver pour tout n > 2 des matrices A, B € M,,(R) telles que AB # BA.

Proposition 2.3. Soit n € N. Alors la matrice

0 1 0
0 0 - 1

est l'unique matrice de M,,(R) telle que, pour tout A € M,(R),

AL, = I,A= A. (2.1)
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On appelle I,, la matrice identité de taille n.

Preuve: Commencons par montrer que 2.1 est satisfait pour tout A € M, (R). Par la régle de
multiplication des matrices, pour une matrice A = (a;;) € M, (R), on a

a1 a2 - Gl 10 - 0 ai1 a2 - Qln

a1 @ -+ Qop o1 .- 0 ag1 a2 -+ G2
A-I,=| . . N =1 . . . =A.

anl1 Qap2 -+ QApn 00 --- 1 apl Ap2 -+ QAapn

De méme I, - A = A.

Montrons maintenant ['unicité de la matrice I,,. Soit J € M, (R) telle que A - J =
J - A= A pour tout A € M,(R). En appliquant cela & A = I,,, et en utilisant (2.1) on
trouve

Exercice 2.2.
Montrer que pour tout n > 2 ils existent des matrices A, B € M, (R) telles que AB = 0,
mais A # 0 et B #0.

2.1.2 Matrices inversibles

Définition 2.4. Soit n € N et A € M,(R). On dit qu’une matrice B € M,(R) est un
inverse de A si AB = BA = I,. Si une telle matrice existe, on dit que A est inversible(.

L’étude des matrices inversibles est particulierement intéressante. On donne une premiére
proposition les concernant; on va y revenir dans les parties 6.7.3 et 6.7.4.

Proposition 2.5.
(i) Si A est inversible, alors il existe un unique inverse qu’on note A~

(ii) Soient A, B € M, (R) deuz matrices inversibles. Alors AB est une matrice inversible
et (AB)™' =B 1AL

Exercice 2.3.
Soient A, B,C € M, (R) des matrices telles que AB = AC. Sous quelle condition peut-on

déduire que B=C"
Exemple: Regarder
10
A= (0 0) |
36—
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2.1.3 La transposition

Une opération spécifique aux matrices est la transposition. Elle consiste a échanger les lignes
et les colonnes d’une matrice. On peut aussi la voir comme une réflexion de la matrice suivant

sa diagonale.

Définition 2.6. Soient m,n € N et A = (a;j)1<i<m € Myn(R). La transposée de A

1<j<n

est la matrice AT = (af;) 1<i<n € Mum(R) définie par af; = aj; pour tout 1 < i < n et
1Zj<m

1<j<m.

Donnons quelques exemples pour illustrer la notion.

123T_ ;L abT_ac
4 5 6) 6’cd_bd'

W N =

Proposition 2.7. Soit A, B € M,(R). Alors (AB)T = BT AT,

Preuve: Montrons ’égalité élément par élément. Notons A = (aij)i<ij<n €t B = (bij)i<ij<n. On

va aussi noter ag; = aj; et bg; = bj; les entrées de AT et BT,

Soient k,£ € {1,n}. L’entrée de la ligne k et la colonne ¢ de (AB)T est égale a I'entrée

de la ligne /¢ et la colonne k de AB. Il s’agit donc de
(AB)iy = agibigp + -+ + agnbu.
D’autre part, I'entrée de la ligne k et la colonne ¢ de BT AT est
(BTAT) o =bfial g+ +bl,al = bigags + -+ + bppagy.

Ainsi (AB)T = BT AT,

O]

Corollaire 2.8. Soit A € M, (R). Alors A est inversible si et seulement si AT ’est. Quand

les deuz sont inversibles, (AT)™1 = (A=HT.

Preuve: En utilisant la proposition 2.7 on vérifie que si A est inversible
(Afl)TAT — (AAfl)T — In — (AflA)T — AT(Afl)T'
Donc AT est inversible et (AT)~! = (4~1)T.

Exercice 2.4.
Trouver toutes les matrices A € M,,(R) telles que

(a) A= AT.
(b) A= —AT.

— 37 —



CHAPTER 2. MATRICES

2.1.4 Formes particuliéres

Il est souvent commode d’écrire une matrice comme une collection de lignes ou de colonnes.
Soit A = (a;;) € Mumn(R). On peut alors écrire

Ly
A= Cl C. Cn = ,
L,
ou C,...,C, sont les colonnes de A et Ly,..., L,, sont les lignes. Plus précisément, pour
1<i<metl<j<n,
Q15
L= (aila-"aain) E-A/lln et Cj = GMml.
Qmyj

Pour les matrices carrées, certaines formes de matrices sont particuliérement intéressantes.

Définition 2.9. Soit A = (a;;) € M,(R). On dit que A est une matrice triangulaire
supérieure st a;; = 0 pour tout ¢ > j, et triangulaire inférieure, si a;; = 0 pour tout ¢ < j.
On dit que A est une matrice diagonale si a;; = 0 pour tout ¢ # j.

Les formes générales des matrices triangulaires supérieures, triangulaires inférieures et diag-
onales, respectivement, sont:

ai;; aig ... QA1 a1 0 e 0 a1 0 N 0
0 ag2 ... QA9pn asy @929 ... 0 0 Aoy ... 0
; S ;
0 0 ... ap Apl Qpa - ..  Gpp 0 0 ... ap

Pour les matrices triangulaires il existe un critére simple pour déterminer I'inversibilité.

Lemme 2.10. Soit A = (a;;) € M,(R). une matrice triangulaire supérieure, triangulaire
inférieure ou diagonale. Alors A est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont
tous non-nuls. De plus, si A est diagonale, alors

1/(111 0 0
0 1/a 0
aio | O Mo , (2.2)
0 0 oo 1/ap,

La preuve va étre donnée dans la partie 6.7.4.
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2.1.5 Puissances des matrices

Soit A € M, (R). Comme pour les nombres, on peut multiplier A par elle méme plusieurs
fois pour obtenir les puissances de A. Ainsi on pose, pour k € N, k£ > 1:

AP =A. . A.
k foi

On pose aussi par convention A° = I,,. De plus, si A est inversible, on pose A% = (A~1)k

Si A n’est pas inversible, les puissances négatives de A ne sont pas définies.
Certaines propriétés des puissances des nombres sont conservées. Pour k,/ € N on a bien

AkAZ _ AkJrf et (Ak)e — Ak’é'

D’autres ne le sont pas. ..

Exercice 2.5.
Trouver trois solutions distinctes A € My(R) de I'équation A? = A.

Formule du binéme pour les matrices.

Lemme 2.11. Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA (on dit que A et B commutent).
Alors

(A+B)" = zn: (Z) Ak Bk, (2.3)

k=0

Attention! Si A et B ne commutent pas, ’équation (2.3) n’est plus valable.

Exercice 2.6.

Soient
000 010
A=10 0 O et B=|0 0 1
1 00 0 00

Calculer (A + B)? et A2 +2AB + B2
Proposer une forme générale pour le carré de la somme de deux matrices. Pouvez vous la
généraliser a la puissance n°™° de deux matrices?

Matrices nilpotentes

Définition 2.12. Une matrice A € M,,(R) est dite nilpotente sil existe k € N tel que
AF =0.

La notion de nilpotent n’existe pas pour les nombres. En effet, il n’existe pas de x € R
(ou x € C) non-nul tels que 2% = 0. Ca vient essentiellement du fait que tout nombre non-nul
admet un inverse; ce n’est pas le cas pour les matrices.
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Exemple: Soit

010
N={(0 01
0 00
On peut alors calculer les puissances successives de la matrice N:
0 01 000
N’=10 0 0 et N*=[00 0
000 000

Ainsi, N3 = N*=... =

Exercice 2.7.

Prenons toujours la matrice N de 'exemple précédent. A l'aide de la formule du binome,

calculer (I3 + N)™ pour n € N. (Motivez bien les étapes du calcul).

Exercice 2.8.

Soit A € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure avec 0 sur la diagonale. Plus précisément

A est de la forme

0 Az ... Qip
0 0 .. Qop
A=1. . :
0O 0 ... 0
Calculer A2, A3 .. .. Que pouvez vous déduire sur A*? Montrez que A" = 0.

Puissance des matrices diagonales Soit A € M,,(R) une matrice diagonale:

a1 0 e 0
0 0 ... ap
On peut alors facilement calculer les puissances de A:
aly, 0 ... 0
0 ay ... 0
Ak = ) ?2 ) , ,  pour tout k € N.
0 0 al

Exercice 2.9.
Montrer la formule (2.4) par récurrence sur n.

Exercice 2.10 (difficile).
Soit n € N et A € M, (R). Montrer que la famille ([n, A A% ,A”Q_l) est liée.

(2.4)

Le calcul des puissances d’une matrice est un probléme trés intéressant d’un point de vue
pratique. On a vu quelques exemples ot le calcul est possible, mais en général, il s’agit d’un
probléme compliqué, au quel on reviendra dans la parie 4. Quelques illustrations de 1'utilité

des puissances d’'une matrice sont données dans la partie 2.5.
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2.2 Image, noyau et rang d’une matrice

Commengons par définir I'image et le noyau d’une matrice M € M,,,,(R)

Définition 2.13. On pose

Im(M) ={Y € M1 (R): 3X € My t.q. MX =Y} CR™,
Ker(M) = {X € M,;(R) : MX =0} C R",
rang(M) = dim(Im(M)).

On peut facilement vérifier que Im(M) et Ker(M) sont des sous-espaces vectoriels de R™
et R", respectivement. Leurs dimensions sont reliées par la relation suivante.

Théoréme 2.14 (Théoréme du rang pour les matrices). Soit M € M,,,(R), alors

rang(M ) + dim(Ker(M)) = n.

Pour les matrices, le rang peut se calculer de plusieurs maniéres, comme l’illustre la
proposition suivante.

Proposition 2.15.

Soit M € Myn(R), M = | Cy...C, | = | ¢ |. Alors Im(M) = Vect(Ch,...,C,) et

L,

rang(M) = rang(Ch,...,Cy,) =rang(Li, ..., Ly).

Les preuves des deux résultats précédents sont données (partiellement) dans la partie 2.3.

Une conséquence immédiate de la proposition 2.15 est le critére suivant pour I'invisibilité des
matrices.

Corollaire 2.16. Soit M € M, (R). Alors on a équivalence de
(i) la matrice M est inversible,
(ii) rang(M) = n,

(iii) la famille des colonnes Cy,...,C, est libre,

(iv) la famille des lignes Ly, ..., L, est libre,

(v) Kex(M) = {0}.
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Preuve: (i)<(ii) : Si la matrice M est inversible, alors tout X € R" s’écrit X = M (M ~1X). Ainsi
Im(M) = R", donc rang(M) = n.

Inversement, si rang(M) = n, alors Im(M) = R"™. Ainsi, pour chaque vecteur de la

base canonique ey, ..., e, de M7, il existe X; € My, tel que M X; = e;. Alors, si on note
M~! la matrices dont les colonnes sont Xi,...,X,, on a
M-M7'=|MX;...MX, | =|er...en | = L.

L’égalité M~1M = I, s’en suit par une manipulation plus compliquée, qu’on ne va pas
expliciter ici.

(ii)<(iii) : Par la proposition précédente, rang(M) = n revient a rang(Ch,...,Cy) = n.
Mais cela est équivalent au fait que la famille (C1,...,C,) est libre.
(ii)<(iv) : Par la proposition précédente, rang(M) = n revient a rang(Lq,...,L,) = n.
Mais cela est équivalent au fait que la famille (L1, ..., Ly) est libre.
(ii)e(v) : Par le théoréme du rang rang(M) = n — dim(Ker(M)). Ainsi rang(M) = n si
et seulement si dim(Ker(M)) = 0, donc Ker(M) = {0}. O

Comme promis, donnons la preuve du Lemme 2.10.

Preuve du Lemme 2.10: Soit A = (a;;) € M, (R) triangulaire inferieure. Notons C1,...,C, €
M., 1 les colonnes de A.
Supposons que tous les a;; sont non-nuls et montrons que la famille des colonnes est
libre, donc que A est inversible. Soient Aq,..., A, € R tels que

. 0
STANCi=MO1+ M= | 1] =0
=1 0

Observons que la premiére coordonnée de > 1 ; \;C; vaut simplement Aja1;. Comme
a11 # 0, on conclut que A\; = 0.
Alors la deuxiéme coordonnée de Z?:l A Ci vaut A1asy +Aoass = Asage. Comme ago #

0, on conclut que Ao = 0. On continue ainsi et on montre que A\ = Ay = --- = A, = 0.
Ainsi la famille C1, ..., C), est libre, donc A est inversible par le corollaire 2.16.
Inversement, supposons qu’il existe au moins un 0 sur la diagonale de A: a; = 0 pour

un certain i. Alors les colonnes (', . .., C; sont toutes des vecteurs du sous-espace vectoriel

x1

F = X =%ig1 ==X =0

Tn
Cet espace a dimension i — 1, d’ou on déduit que la famille Cy,...,C; est liée. Ainsi
Ci,...,C, est également liée et le corollaire 2.16 implique que A n’est pas inversible.

Le résultat pour les matrices triangulaires supérieures s’obtient par transposition.
Celui pour les matrices diagonales est un cas particulier des résultats pour les matri-
ces triangulaires. En fin, si A est diagonale et a; # 0 pour tout ¢, on montre par calcul
direct que le produit entre A et la matrice donnée dans (2.2) est égal a I,,. O
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Lemme 2.17. Soit M € M,,,(R), P € M,,(R) et Q € M,(R). Alors
(i) st P est inversible, alors Ker(M) = Ker(PM) et rang(M) = rang(PM);
(i) st @Q est inversible, alors Im(M) = Im(MQ) et rang(M) = rang(MQ).
Ce qu’il faut retenir de ce lemme est que le rang d’une matrice n’est pas modifié si on la
multiplie, & gauche ou a droite, par des matrices inversibles. On laisse la preuve en exercice.
Exercice 2.11.

Démonter le lemme 2.17.

Exercice 2.12.

Soient A, B € M, (R) tels que AB = I,,. Montrer que A est inversible et que A~! = B.
Trouver un couple de matrices A € M,,,(R) et B € M,,,,,(R) pour m < n, tels que AB = I,,,.
Calculer BA. Que dire des images et noyaux de A et B?

2.3 Systémes linéaires et matrices

Considérons le systéme linéaire de m équations a n inconnues
anry + -+ apry, = b1
(2.5)
Amp1T1 + -+ ATy = bm
oum,n € N et (a;;)i1<i<m, (b;)1<i<m deux familles de d’éléments de R. On peut écrire ce
1<5< -

SIsSn
systéme sous forme matricielle de la fagon suivante. Soient

ai, ... A1p bl
A= : : eEM,(R) e B=1]:|¢eMuR).
A1 - Qump b
Alors, (2.5) devient
AX =B, (2.6)
ou X € M,;1(R) est le vecteur des inconnues 1, ..., x,. On peut ainsi écrire
T
S=(KX=]|:]eMauR): AX=B
Tn

Ainsi, S # 0 (c.a d. que le systéme admet au moins une solution) si et seulement si B €
Im(A). Supposons que B € Im(A), et soit Xy € M,1(R) une solution. Alors, pour toute
solution X € S,

AX — Xy) =AX —AXy=B—-B=0,

donc X — Xy € Ker(A). Inversement, si X € M,;(R) est tel que X — X, € Ker(A), alors le
calcul précédent montre que X € §. On arrive ainsi a la conclusion suivante.
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Théoréme 2.18. Soient A € M,,(R) et B € M,,1(R). On note S l'ensemble des
solutions X € M,1(R) de AX = B. Alors

(i) si B ¢ Im(A), alors S =1,
(ii) si B € Im(A), alors S # 0. De plus, si Xy est une solution, on a

S=Xo+Ker(A) ={Xo+Y :Y € Ker(4)}.

Dans le cas (ii) on dit que Xy est une solution particuliére du systéme et que Y est une
solution générale du systéme homogéne. En effet, que Y € Ker(A) s’écrit aussi AY = 0, ou
encore,

anyi +- -+ apy, =0

On reconnait ici le systéme homogéne associé a (2.5).

Rappelons nous que Ker(A) est un s.e.v. de R™. Ainsi, quand le systéme admet des
solutions, S est le translaté d’un espace vectoriel par un vecteur Xy. On appelle ce type
d’espace un espace affine et on pose

dim(S) = dim(Ker(A)).

Une conséquence du théoréme du rang qui peut étre utile est que dim(Ker(A)) = n—rang(A).
Preuve du Théoréme 2.14: Soit M € M, (R). Alors Ker(M) est 'ensemble des solutions

du systéme linéaire homogene MX = 0. Si on note M la forme échelonnée de M et k
le nombre de lignes non-nulles de M, on rappelle de la partie 1.6 que dim(Ker(M)) =
dim(Spom) =n — k.

D’autre par, si on écrit C4, . .., C,, pour les colonnes de M et on considére X € M,,;(R),
alors MX = 21C1 + ..., 2,C,. Ainsi Im(M) = Vect(C1,...,C,). Comme expliqué dans
la partie 1.6, en utilisant la notation de (1.7), les colonnes Cj,, ..., C}, forment une base
de Vect(Cy,...,Cy) = Im(M), donc rang(M) = k. L’égalité désirée s’en suit. O

Preuve de la Proposition 2.15: Soit M € M,,,(R) dont les lignes sont L1, ..., Ly, et les colonnes
C4,...,C,. Dans la preuve précédente on a montré que Im(M) = Vect(Ch,...,Cy), ce
qui implique directement que rang(M) = rang(C,...,Cy).

La derniére égalité (a savoir rang(Ch,...,Cy) = rang(L1, ..., Ly,)) est plus délicate et
nécessite une construction qu’on ne traite pas dans ce cours. On va ’admettre.
O

Exercice 2.13.

Soit m < n et A € M,,,(R). Supposons que la famille des lignes L1, ..., L,, de A est libre.
Montrer que, pour tout B € M,,;(R), 'équation AX = B admet des solutions X € M,,;(R),
et que I'ensemble des solutions est un espace affine de dimension n — m.
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Exercice 2.14.

Soit n € N, A € M, (R) et B € M,1(R) tels que I’équation AX = B admet une unique
solution X € M,;(R). Montrer que pour tout B’ € M,;(R), 'équation AX = B" admet
une unique solution X € M,;(R).

2.4 Inverse, image, noyau par le pivot de Gauss

Il est souvent intéressant de vérifier si A est inversible et de calculer son inverse A~!. Le
pivot de Gauss offre une procédure pratique pour faire cela.

Commencons par définir les matrices Add;.»; (pour A € K et i # j), Multy; (pour A # 0)
et Ech;,; (pour i # j) de M,,,(R) comme ayant les formes suivantes:

J i U
} ' Voo

11 O \ O - 1"'1 O 14.'1 O
O )\1 -~ 1 O 11...10 L
O 11 O A 0 0 1"'1

Proposition 2.19. Soient A € M,,,(R), 1 <i,j < m distincts et A € R*. Alors

o Add;;A est la matrice obtenue a partir de A en rajoutant a la ligne i la ligne j
multipliée par \;

o Multy,;A est la matrice obtenue a partir de A en multipliant la ligne © par \;

e Ech; ;A est la matrice obtenue a partir de A en échangeant les lignes i et j.

De plus, les matrices Add;,y ;, Multy ; et Ech;; sont inversibles.

Preuve: L'effet de la multiplication de M par Add;,y ;, Multy ; et Ech;;; peut étre vérifié par calcul
direct. Les inverses de Add;;» j, Multy; et Ech;; sont les matrices Add;;—» j, Multy/y ; et
Ech;;;, respectivement.

On dit qu’une matrice A € M,,,,(R) est échelonnée selon les lignes si A est de la forme

0...01%x...x0*...%x0 ... x0x%...%

0 . OL*x...%x0 ... x0*... %
0 . 01 ... x0%... %

A= 10 ok, (2.7)
0 . 0 ... 0

ou les * représentent des nombres quelconques.
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L’algorithme du pivot de Gauss peut s’appliquer aux matrices pour les réduire & une
matrice échelonnée. Chaque pas de l'algorithme correspond & une multiplication & gauche
par une matrice Add;, ;, Multy; ou Ech;;. Le résultat suivant est une consequence de
l’algorithme du pivot de Gauss.

Lemme 2.20. Soit A € M,,(R). Alors il existe une suite P, ..., P, de matrices de la
forme Add,. ;, Multy; ou Ech;,; avec i # j et X\ # 0 telle que Py, ... Py A est échelonnée.

Remarque 2.21. Si on reviens au systéme AX = B avec A €€ M,,,(R), X € M,,1(R) et
B € M,,1(R) et on note Py,..., P les matrices transformant A en une matrice échelonnée,
alors

AX =B sietseulementsi P....PLAX = P,.... PB.

L’equivalence entre ces deux égalités est garantie par le fait que Py, ..., P, sont inversibles.
L’avantage de 'expression Py ... PLAX = P, ... P, B est qu’il s’agit d’un systéme sous forme
échelonnée, donc facilement resoluble.

Cette remarque resume la resolution des systémes linéaires en utilisant le pivot de Gauss,
déja décrite dans la partie 1.3.

Le pivot de Gauss pour les matrices nous permet aussi de calculer I'inverse d’une matrice.
Soit A € M, (R) une matrice carrée. Appliquons le pivot de Gauss & A et a la matrice
identité I, simultanément. Plus précisément, chaque transformation appliquée & A dans
P’algorithme du pivot de Gauss, est aussi appliquée & I,,. Notons A la forme échelonnée de A
qui en résulte, et I le résultat pour I,.

Proposition 2.22.
Si A # I, alors A n'est pas inversible. .
Si A =1,, alors A est inversible et A~' = 1.

Preuve: Pendant le pivot de Gauss, on applique des transformations & A qui correspondent & des
multiplications & gauche par des matrices inversibles Add;. ;, Multy ; ou Ech;,;. Notons ces
matrices Py, ..., P, dans 'ordre d’application. Ainsi A=P,.. PAetI=P,... P, =
P...P.

Si A n'est pas égale & I, alors elle contient au moins une ligne nulle, donc n’est pas
inversible. Comme P = Py ... P; est inversible, cela implique que A n’est pas inversible
non-plus (car le produit de deux matrices inversibles est forcement inversible — voir la
proposition 2.5).

SiAd=PA= I,, alors A = P~ ! est inversible et Al =P =P,... P, = I. ]

Exercice 2.15.
Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles. Si c’est le cas, calculer leur inverse.
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Multiplier la matrice par le résultat pour vérifier.

€ M5(R);

S)
SN—
Ot
m
w
—
=
S
S~—
oo~ oo
—_—o o oo
oo o~ o
cooc o~
o~ o oo

€ M;s(R); df: + -~ [ eMu(R);

&
S OO O
S OO =N
O O = N O
O = NN OO
=N O OO

—_

o
o O
o O

e)| ot e ML (R); Ol v 0 ] e Mu(R).
n—1 n—2
n n—1

N = -
_ o -

Rang d’une familles de vecteurs par pivot de Gauss. Soit Cy,...,C, € M,,; une
famille de vecteurs de R™ écrits en format colonne. A l'aide du pivot de Gauss on peut
déterminer si la famille C1, ..., C, est libre; plus généralement on peut calculer son rang.

En effet, posons A = (C4,...,C, ) € M,,, la matrice formée des colonnes C1,...,C,.

Alors rang(Cy, . .., C,,) = rang(A) = rang(A), ou A est la matrice échelonnée obtenue a partir
de A par le pivot de Gauss. En particulier, la famille C', ..., C, est libre si et seulement si
rang(A) = n.

Mentionnons qu’on peut aussi déterminer les scalaires A\, ..., A, € R tels que

A1
Sion pose A= : |, alors (2.8) s’écrit
An

AN = M0+ + 0 Co =0,

ce qui revient a dire que A € Ker(A) = Ker(A).
En conclusion, une famille Aq, ..., A, satisfait (2.8) si et seulement si le vecteur colonne

qu’elle forme est dans Ker(A) = Ker(A). On peut donc, de fagon alternative, voir si la famille

C4,...,C, est libre en calculant Ker(A). La famille est libre si et seulement si I'unique famille

de scalaires satisfaisant (2.8) est nulle, donc si et seulement si Ker(A) = Ker(A) = {0}.
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Image et noyau par pivot de Gauss. Soit A = (a;;)ij € M, (R) une matrice dont on
veut trouver le noyau et l'image. Rappelons que Im(A) est un sous-espace vectoriel de R™
et Ker(A) un sous-espace vectoriel de R™.

Si dim(Im(A)) = rang(A) = m, alors I'image est simple a décrire: Im(A) = R™; de plus,
si dim(Ker(A)) = 0, alors Ker(A) = {0}. A part dans ces cas extremes, la meilleure fagon de
décrire Im(A) et Ker(A) est en donnant une base de chaque espace.

Pour faire cela, notons C4, ..., C), les colonnes de A et écrivons A= (@;5)i; pour la forme
échelonnée associée a A. Rappelons que les colonnes de A sont de deux types: les colonnes
J1s -+, Jr contenant un 1 entouré de zeros, et les autres (contenant des * dans (2.7)).

Alors dim(Ker(A)) = n — k donc toute base de Ker(A) contient n — k vecteurs; Une telle
base peut étre construite comme suit. A chaque j € {Ji,...,Jjr} on associe le vecteur

1 1 sl = J;
ou  x; = —a; sit=jg,pourl=1,... k;
Tn 0 sinon.
L’image de A a dimension k et une base de Im(A) est formée des colonnes C},,...,Cj,

de A (voir aussi la preuve du Théoréme 2.14).

2.5 Applications: les matrices comme outil de modélisa-
tion

Les matrices peuvent étre utilisées pour décrire une grande variété de problémes, comme par
exemple des évolutions déterministes ou stochastiques (voir plus bas). Pour plus d’exemples
d’utilisations des matrices, voir Chapitre 10 de [1].

2.5.1 Population de deux types de bactéries

Supposons qu’on a une population de bactéries de deux types A et B. A chaque instant,
une bactérie de type A donne naissance a une bactérie de type A et quatre de type B, puis
meure. Une bactérie de type B donne naissance a une bactérie de type A et une de type B.
Quelle est la population aprés n étapes, sachant qu’on commence par une seule bactérie de
type A?

On peut modéliser cela comme suit. Notons a,, et b, le nombre de bactéries de type A et
B, respectivement, a I’étape n. Alors on a la formule suivante:

(py1 = ap+b, et by =4a,+0b,. (2.9)

De plus la condition initiale est ag = 1 et by = 0.
La population totale de bactéries aprés n est alors p, = a, + b,. Remarquons que
Pn+1 = ba,+2b, (grace aux deux équations précédentes) ne s’écrit pas simplement en fonction

de p,. Par contre, si on note X,, = pour chaque n € N, on observe que

a’n

br,
anp+b, \ (1 1

KXns1 = (4% + bn> N (4 1) Xn.
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Ainsi . .
11 11 1
6=(i) o= () ()

n
Malheureusement il n’est pas evident de deviner la forme générale de la matrice ( 4 1) :

On verra dans la partie 4 comment le faire pour cette matrice, ainsi que pour (presque)
toute autre matrice. Pour I'instant, on va résoudre ce probléme par une astuce: si on pose
¢, = 2a, — b, et d, = 2a, + b, pour tout n, alors on observe que

Cny1 = —C, et dpiy =3d,, VYnelN.

() =000 8) ()= (Gmm) = (%))

Cela suffit pour retrouver a,, et b,, car

Ainsi

1 1 1
= — = — n —1 n = —
an 4(cn+dn) 2(3 +(=1)") et b, 5

(dp — ) =3" — (=)™
Interlude Dans 'exemple précédent on observe que les population de types a et b aug-
mentent comme 3" (les facteurs 1/2 et (—1)" sont peu importants). On appelle ce type de
croissance (& savoir comme o” avec « > 1) une croissance géométrique ou exponentielle; elle
est souvent rencontrée dans les évolutions des populations. Il s’agit d’une croissance tres
rapide, comme illustré par I’anecdote suivante.

Un voyageur arriva a la cour de I’empereur de Chine et lui apprit le jeu d’échecs. L’empereur
de chine aima tant le jeu qu’il offera & son inventeur de satisfaire ses désirs. Celui-ci ne de-
manda que du riz. "Je voudrais un grain de riz sur la premiére case de ’échiquier, deux sur
la deuxiéme, quatre sur la troisiéme, et ainsi de suite jusqu’a la derniére case." L’empereur
s’empressa d’accepter, pensant que tout cela ne représentait que deux ou trois sacs de riz.

Calculons la quantité de riz que 'empereur devait au voyageur. L’échiquier est de taille
8 sur 8, donc contient 82 = 64 cases, qu’'on peut numéroter de 1 a 64. Le nombre de grains
sur la case k est alors 2F: c’est en effet 2- 21 donc le double de la case précédente. Ainsi,
le nombre total de grains de riz dus au voyageur est

63
N:1+2+4+---+263:Z2’“.
k=0

On peut calculer ce nombre a 'aide de la formule qui donne la somme d’une série géométrique
n+1_ .
(>or_,a* = “—=1). Dans le cas présent, cela donne
= a—1

N =204 1.

Une premiére chose qu’on observe (et qui devrait inquiéter 'empereur) est que le nombre
total est le double de ce qui est placé sur la derniére case (& un grain prés).
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Ca peut étre utile de connaitre les premiéres puissances de 2 et d’avoir une technique
pour estimer rapidement les puissances supérieures:

klo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

Pour estimer des puissances plus grandes, comme 2%, on utilisera 1’approximation 2!° =
1024 ~ 1000 = 10®. Ainsi on trouve

265 = 2% . (2196 ~ 2% . (10%)° = 16 - 10'%.

Cela va plus nous parler si on I'exprime en grammes, kilos ou tonnes... On considérera qu’un
grain de riz pése 0.025g. Alors

16 - 10'® grains = 16 - 0.025 - 10®g = 0.4 - 10'%g
=4-10"g =4-10"kg = 4 - 10'*t = 400 000 000 000¢.

Pour comprendre cette somme, mentionnons que la production totale de riz est actuellement
de 700 000 000t. Ainsi, ca prendrait plus de 500 ans pour produire suffisamment de riz pour
payer le voyageur.

2.5.2 Matrices d’adjacence et matrices stochastiques

Un graphe est un couple d’ensembles G = (V, E) ou les éléments de V' sont les sommets de
G et E CV xV représente les arétes de G. Il symbolise un réseau avec des arétes orientées
(ou pas, suivant la définition exacte) entre certains de ses sommets. Pour un graphe fini G
(c.a-d. avec V fini), on définit sa matrice d’adjacence comme suit.

On commence par noter V = {vy,...,v,}. La matrice d’adjacence A = (a;;)1<ij<n €
M., (R) est définie par

a;; = 1 si et seulement si (v;,v;) € E,

donc si et seulement s’il y a une aréte de v; vers v;. Sinon, on pose a;; = 0. Ainsi la
matrice d’adjacence décrit parfaitement le graphe G. Un graphe non-orienté est décrit par
une matrice d’adjacence symétrique (4 = AT car a;; = aj;).

Si de plus le graphe G a un poids positif w, associé & chaque aréte e € E, on peut rajouter
cette information & la matrice A, en posant

. = ) W) si (vi,v;) € B,
Y00 si (vi,v;) ¢ E.

Un vecteur colonne X € M,,;(R) (avec des entrées positives) peut étre interprété comme
une attribution de “masse” & chaque sommet: chaque sommet v; a une masse x;.

Imaginons la dynamique suivante: & chaque étape, chaque sommet v; transfére une pro-
portion a;; de sa masse au sommet v;. Pour que cela ai un sens, il faut que

 a;=1 Vi<i<n (2.10)
j=1
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Alors, si on commence par une attribution de masse X, aprés une étape, on aura une distri-
bution de masse Y, ou

€ 1 n
X=1|:1], Y=]: avec yjzzaijxia Vi<j<n.

T, Yn =1

On peut écrire cela de facon plus compacte comme Y = AT X. Plus généralement, aprés k
étapes, on aura une distribution (AT)*X.

La condition (2.10) garantie qu’il y a conservation de la masse totale dans le graphe. Si
cette condition est satisfaite, on dit que A est une matrice stochastique & droite et AT une
matrice stochastique & gauche. Ainsi, dans une matrice stochastique a droite, la somme des
entrées sur chaque ligne vaut 1; dans une matrice stochastique a gauche, c¢’est la somme des
entrées sur chaque colonne qui vaut 1.

Cette dynamique décrit une marche aléatoire sur le graphe G (un cas particulier d’une
chaine de Markov). Imaginons qu’on dispose d'un kilo de sable. On se donne un vecteur
colonne X = (z;)1<i<n € M, avec

x; >0, pourtout 1 <7 <n et inzl.
i=1

Pour chaque 7, on place z; kilos de sable au sommet v; de G. On lance ensuite la dynamique
décrite avant: le sable de v; est distribué entre ses voisins, v; recevant de v; une proportion
a;j de sable.

Supposons qu'un grain de sable est coloré en rouge et qu’on le suit pendent cette évolution.
Alors, a chaque étape, si le grain se trouve a v;, il a une probabilité a;; d’étre envoyé au sommet
v;. On va supposer que cette dynamique est markovienne, c.a-d. que I’évolution future du
grain de sable dépend uniquement de sa position actuelle, pas de son évolution passée.

Ainsi, la position du grain rouge aprés k étapes est décrite par le vecteur

Y1
| = (AT)kX .

Yn
En effet, il y a une quantité y; de sable au sommet v;, donc une probabilité y; que le grain
rouge s’y trouve.

Exercice 2.16.
Soit A € M,,. Montrer que A est stochastique a droite si et seulement si

1 1
Al ] =
1 1
De plus, A est stochastique a gauche si et seulement si (1 e 1) A= (1 e 1).

~51 —



CHAPTER 2. MATRICES

Exemple: la parade nuptiale des bourdons. Comme discuté avant, les matrices peu-
vent étre utilisées pour décrire certaines évolutions aléatoires appelées des chaines de Markov.
On va illustrer cela par un exemple concret.

L’accouplement des bourdons suit une procédure a plusieurs étapes. Celles-ci peuvent
étre classées comme suit:

(App) Approche: un male se dirige vers la reine. Il s’approche a courte distance de la reine,
et peut continuer la parade, ou se retirer (c’est le plus souvent la cas).

(IF) Inspection de la femelle: le maéle suit la reine avec ses antennes tendues vers elle.
Il inspecte souvent la reine au niveau de la téte (région ou se trouvent les glandes
produisant les phéromones sexuelles), mais parfois au niveau de I’'abdomen.

(T) Tentative d’accouplement: le méale s’approche de la reine, il s’accroche a elle. 11 frotte
de ses pattes antérieures I'extrémité de I'abdomen de la femelle. Il sort ses génitalias
(appareil reproducteur) et tente de pénétrer la reine.

(Acc) Accouplement: lors de I’accouplement, le comportement du méle se caractérise par des
mouvements de battements des pattes sur 'extrémité de 'abdomen de la reine.

Pour observer la séquence, on place 80 bourdons dans un milieu favorable, et on les observe
pendant 15 minutes. Les bourdons passent par les différentes phases de la parade nuptiale.
On observe chaque bourdon chaque minute pour déterminer les phases par lesquelles il passe.
On rajoute quelques états dans notre tableau:

(D) depart: la situation de depart.
(AA) Accouplement accompli: le méle quitte la séance aprés accouplement.
(AM) Abandon du male: lors de la séquence, le bourdon méle peut adopter un comportement
indifférent vis-a-vis de la reine; il sort de la parade nuptiale et n’y revient jamais.

Les observations sont classées dans le tableau suivant:

Vers

De | |App |IF | T | Acc | AM | Total
D 80 | 0[0]| O 0 80
App | 102 |51 10| 0 | 41 | 204
IF 16 | 6 28| 0 7 57
T 6 |00 22|10 | 38

Si on suppose I’évolution des bourdons markovienne, on peut estimer & partir de ces obser-
vations les probabilités de passage d'une phase a une autre. Elles sont obtenues en divisant
chaque ligne du tableau précédent par le nombre total d’observations y correspondent. Ra-
joutons les transitions & partir des états Acc, AM et AA:

App IF T Acc AM AA
D 1 0 0 0 0 0
App ;l—g;j =0.5 % =0.25 ;@({48 =0.05 0 2—914 =02] 0
IF 5 = 03| £=01| £2=05 . 0 5= 0.1 0 (2.11)
T |&=015 0 0 Z-06|82=025| 0
Acc 0 0 0 0 0 1
AM 0 0 0 0 1 0
AA 0 0 0 0 0 1
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Cette évolution peut étre décrite par le graphe suivant
0.5 0.2

La matrice associé a ce graphe (en ignorant I’état D) est

05 025 005 0 02 O 05 03 015 0 0 O

03 01 05 0 01 O 025 01 0 0 0 O

1 015 O 0 06 025 0 r |1 005 05 0 00O
A= 0 0 0 0 0 1 et A= 0 0 06 00O
0 0 0 0 1 0 02 01 025 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 101

Exercice 2.17.

Verifier que les matrices A et AT sont stochastiques (a droite et a gauche, respectivement).
Si on suppose que les bourdons se comportent de facon markovienne, donner une distribution,
minute par minute, des bourdons entre les différents états de la parade nuptiale. Pour
cela, prenons Xy le vecteur colonne avec 80 en premiére coordonnée et 0 ailleurs, et posons
X1 = ATX,, pour k > 0. Alors X, contient le nombre moyen de bourdons dans chaque
état de la parade aprés k£ minutes.

Est-ce que les observations sont cohérentes avec les simulations? Pour cela il faut voir si le
nombre total (sur toutes les étapes de 'algorithme) de bourdons observés dans chaque état
est le méme dans notre simulation que dans le tableau (2.11).

Exemple: Page rank algorithm. Comment décider quelles pages internet sont plus
importantes que d’autres lors une recherche? Le contenu individuel de chaque page (par
exemple le nombre de fois que le mot recherché y apparait) n’est évidemment pas un bon
indicateur. On peut par contre considérer que plus il y a de liens vers une page, plus cette
page est importante. Cette observation est a l'origine des algorithmes utilisés par les moteurs
de recherche.

Imaginons 'internet comme un graphe G' = (V, E) dirigé, chaque sommet étant une page
internet, et chaque aréte symbolisant un lien. Posons n = |V/| et donnons pour commencer
une importance égale a chaque page:

1/n
XOI EMnl(R)
1/n
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1/5 3/10

1/5@%@?\ 16 @%ﬁé@f\

=
—

R ORI v 57 () e
1/5@1%/51 1/10@%/%(

1/5 4/15
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2

Figure 2.1: Un graphe avec les proportions transmise par chaque aréte. A gauche une
commence avec chaque sommet ayant une importance égale, a savoir 1/5. Aprés un pas de
redistribution, on obtient X, décrit a droite.

Cette attribution d’importance n’est pas réaliste. On va donc considérer en premiére ap-

proximation, que chaque page est aussi importante qu’il y a d’arétes pointant vers elle. On

considére ainsi que chaque page v; distribue son importance uniformément parmi ses voisins.
Notons d(v;) le nombre d’arétes sortantes de v; et posons

A = (ai;) € M,(R) avec a;; = {d(vi) si (vi,v5)

0 sinon.

La matrice A est stochastique a droite. L’importance de chaque sommet v; est alors donné
en cette premiére approximation par X; = AT Xj.

Cette facon de classer les pages n’est pas parfaite non-plus: une page devrait étre plus
importante si d’autres pages importantes y sont reliées. Ainsi on pose

Xg = ATXl, X3 = ATXQ, ete.

Prenons 'exemple du graphe de la figure 2.1. Dans ce cas la matrice A s’écrit

02100 0030
00 3 3 $ 0001
A=[0 0 0 1 0 et AT=13 00 0 0
5 000 3 0§ 100
01000 03030

Si on applique AT de facon répétée on trouve

X | ATX | (AT)2X | (ATYX | (ATYAX | (ATYX | (AT)SX | (AT)7X | (AT)SX
vy | 20% | 17% 23% 18% 20% 21% 19% 20% 20%
vs | 20% | 30% | 25% | 35% | 28% | 30% | 31% | 29% | 31%
v3 | 20% | 10% 8% 12% 9% 10% 10% 10% 10%
vy | 20% | 27% 20% 17% 23% 18% 20% 21% 19%
vs | 20% | 17% 23% 18% 20% 21% 19% 20% 20%
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A retenir

e Une matrice de taille m x n est un tableau rectangulaire de m - n scalaires notée
A = (a;j)1<i<m. On écrit M,,,,(R) pour 'ensemble des matrices de taille m x n.
155<n

e On peut additionner deux matrices de méme taille et multiplier une matrice par un
scalaire.

e On peut multiplier une matrice A € M,,,(R) avec B € M,,,(R) et on obtient AB &
M,,p(R). La multiplication des matrices n’est pas commutative!

e L’¢lément neutre pour la multiplication dans M,,(R) est la matrice I,, = | : .l
0 --- 1
Une matrice A est inversible s'il existe A~ € M,,(R) telle que AA™' = A1A=1,.

e Pour A € M,,,(R) on définit le noyau Ker(A) et I'image Im(A) par

Ker(A) ={X e M,u(R): AX =0} et
Im(A) ={Y € M,,,(R) : 3X € M,,; avec AX =Y}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de M,,; (R) et M,,1(R), respectivement.

e On définit le rang d'une matrice A € M,,,,(R) par rang(A) = dim(Im(A)). Clest
également le rang de la famille des lignes de A (comme vecteurs de R") et celui de la
famille des colonnes (comme vecteurs de R™).

e Pour A € M,,,(R) on a, rang(A) + dim(Ker(A)) = n.
e Une matrice A € M,,(R) est inversible si et seulement si rang(A) = n.

e Un systéme linéaire est une équation matricielle AX = B ou A € M,,,(R), B €
M1 (R) sont les coefficients et X € M1 (R) est 'inconnue.

e L’inverse d’une matrice peut étre calculé par I'algorithme du pivot de Gauss.
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Z1u wissen

Eine Matrixz der Grosse m x n ist eine rechteckige Tabelle von m - n Skalaren, die

A = (a;j)1<i<m geschrieben wird. Man bezeichnet die Menge der (m x n)-Matrizen
1<j<n

durch M,,,,(R).
Man kann zwei Matrizen addieren und eine Matrix mit einem Skalar multiplizieren.

Man kann eine Matrix A € M,,,,(R) mit B € M,,(R) multiplizieren und erhélt die
Matrix AB € M,,,(R). Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ!

Das neutrale Element der Multiplikation in M,,(R) ist durch die Matrix I,, = [ : -,
0 --- 1
gegeben. Eine Matrix A ist invertierbar, falls es eine Matix A™! € M,,(R) existiert, so
dass AA'=ATA=1,.

Fir A € M,,,(R) definiert man den Kern Ker(A) und das Bild Im(A) durch

Ker(A) = {X € M,;(R) : AX =0} und

Beide sind Untervektorrdume von M,,; (R) bezichungsweise M,,1(R).

Man definiert der Rang einer Matrix A € M,,,(R) durch rang(A4) = dim(Im(A)).
Ebenfalls ist es (gleich) der Rang der Familie der Zeilenvektoren von A (als Vektoren
von R") und der Rang der Familie der Spaltenvektoren (als Vektoren von R™).

Fir A € M,,,,(R) gilt, rang(A) + dim(Ker(A)) = n.
Eine Matrix A € M,,(R) ist invertierbar dann und nur dann rang(A) = n.

Ein Linearsystem ist eine Matrizengleichung AX = B, wobei A € M,,,(R), B €
M1 (R) die Koeffizienten sind und X € M,,;1(R) die Unbekannte ist.

Die Inverse einer Matrix kann dank dem Gauss-Pivot Algorithmus berechnet werden.
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Le déterminant

On a vu qu’une propriété importante des matrices est l'inversibilité. Le déterminant nous
offre un critére pratique pour vérifier si une matrice est inversible.

3.1 Définition et propriétés de base

Le déterminant associe & une matrice carrée A € M,,(R) un scalaire qu’on va noter det(A) €
R. Il y a plusieurs fagons de définir le déterminant, on choisit celle par récurrence. On aura
besoin de la notation suivante:

Définition 3.1. Soient A € M, (R) et 1 < 4,5 < n. La sous-matrice A;; de A est la

matrice de M, _1(R) obtenue en éliminant la i°"° ligne et j°™¢ colonne de A.

Définition 3.2. Soit A = (a;;) € M, (R).

o Sin=1, alors det(A) = ai;.

o Sin>2, alors det(A) = Z(—l)jHCLU det(Ay;).

j=1

Donnons quelques conséquences de cette définition.

e Pour les matrices de M3(R) le déterminant est donné par :

a b
det (c d)—ad—bc,
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e Pour les matrices de M3(R) le déterminant est donné par :

ailz a2 ais

det 21 929 A23 = (31)
ag1p asz g3
= a11(a22a33 - a32a23) + alz(a23a31 - a21a33) + a13(a21a32 - C131@22)

= 11Q22033 + A12023031 + G13021G32 — G31022G13 — A21G12G33 — A11032023-

Un moyen de se souvenir de cette formule est par 'image suivante.

e Plus généralement, le déterminant d’une matrice A € M, (R) est une somme de pro-
duits, chaque produit contenant n entrées, une par ligne et une par colonne. Ainsi il y
a n! produits dans I'expression du déterminant (certains ayant un signe +, certains un
signe —). Formellement

det(A) = " €(0)a100) - - - Gno(m), (3.2)

(e

ou la somme porte sur toutes les bijections o : {1,...,n} — {1,...,n} et ou € vaut +1
ou —1 en fonction de o (e(o) est déterminé de la maniére suivante: une inversion de o
est une paire 1 < i < j < n avec o(i) > o(j); €(o) = 1 si et seulement si le nombre
d’inversions de ¢ est pair).

Généralement le calcul du déterminant d’une matrice est compliqué. Pour les matrices
3 x 3 le nombre de termes dans la somme de (3.1) est 6. On peut écrire une formule similaire
pour les matrices 4 x 4; elle va contenir 24 termes ...

Néanmoins, dans certains cas particulier, le déterminant se calcule facilement.

Proposition 3.3. Soit A € M,(R) une matrice triangulaire supérieure ou inférieure.
Alors,
det(A) = A11422 ... Qpp.

Cette proposition se montre par récurrence sur la taille de A; on la laisse en exercice.

3.2 Déterminant et inversibilité

On va donner ici quelques propriétés essentielles du déterminant.
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<7

Ys AYs

Y,
? AY,

Figure 3.1: Une matrice A transforme les trois vecteurs de la base canonique de R3. L’image
du cube unité par A est marquée en bleu; son volume est (& signe prés) le déterminant de A.

Proposition 3.4. Soient A, B € M, (R). Alors,

det(AB) = det A - det B.

On va admettre cette proposition.

Théoréme 3.5. Soit A € M, (R). Alors, A est inversible si et seulement si det A # 0.

Une preuve rapide est basée sur le pivot de Gauss; on la donne dans la partie suivante.
Une fagon géométrique de voir le déterminant d’une matrice A est comme le volume du
polyédre déterminé par les vecteurs colonne de A. Notons C1, ..., C), les colonnes de A; alors

| det(A)| = v01{ imy A A €0, 1]}.
=1

On a déja vu que A n’est pas inversible si et seulement si Cf...,C, forment une famille
lice. Cela reviens a dire que rang(C1,...,C,) < n, donc a ce que le polyédre mentionné fasse
partie d’un hyperplan de R™. On voit bien alors que son volume est nul.

Preuve: Supposons pour commencer que A € M, (R) est inversible. Alors
det(A) det(A™) = det(AA™) =det I, =1

Ainsi det A # 0.

Pour le sens inverse, on peut faire une preuve basée sur le pivot de Gauss (voir partie
suivante). On peut également écrire explicitement l'inverse de A.

Supposons que det(A) # 0. Pour 1 < 4,5 < n rappelons la notation A;; pour les
sous-matrices de A (définition 3.1). Posons, m;; = (—1)""7 det(A;;), et soit M € M,,(R)

la matrice dont les entrées sont les m;;. Alors la matrice ﬁ(mM T est I'inverse de A. Ce

dernier fait se démontre en multipliant explicitement A par detl( ) MT.
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Posons B = (b;;) = AMT. Alors, pour 1 <4,5 <n, on a

n
bij =Y aipmjy, =
k=1

n

k=1

Par la définition récursive du déterminant, on a donc

Z(—l)jJrkaik det(A; ).

a1 a;2 Qin a1 a2 a1n
a1l a12 G1n
: aj-1,1 aj-1.2 Aj—1n
i—1
bij = (=1)"" |aj—11 aj—12 aj—1n aj1 a2 Qin (3.3)
aj+1,1 Aj4+1,2 Aj+1,n aj+1,1  Aj41,2 Aj+1,n
anl an2 Ann anl an2 Ann

La deuxiéme égalité est obtenue en appliquant Echyo, ..
ligne a la position j.
Ainsi, si i = j, b;; = det A. D’autre part, quand i # j le déterminant du terme de
droite de (3.3) contient deux fois la ligne (a;1, a;o, . .
On déduit que AMT = det(A)I,, donc que

., Ech;j_1 ; pour amener la premiére

., i), et est donc nul.

1

A MT =1,. 3.4

det(A) " (34)

Pour montrer que A~! = (Ml(AfMT il faut aussi montrer que #(A)MTA = I,.
Heureusement cela peut se déduire plus rapidement du premier calcul.

En effet, vu que AmMT = I,,, Ker(MT) = {0}, donc M7 est inversible. Multi-

plions I'égalité (3.4) par (M7)~! a droite et par M1 a gauche. On obtient alors

1 1
MTA=M"A MY MDY =M (MY = 1,.
det(A) (det(A) ) (M7) (M)
Ce qui prouve que, en effet, @MTA =I,. O

De cette preuve, on déduit une formule pour I'inverse d’une matrice de déterminant non-nul.
Lemme 3.6. Pour A € M,, definitions la matrice de cofacteurs M = (m;;)i1<ij<n € My, 0U
my; = (1) det (A, ;) pour 1 <i,j <n.

Si A est telle que det(A) # 0, alors A~ = detl(A) MT.

a b
d
De plus, dans ce cas

Exemple: Soit A = € My(R). Alors A est inversible si et seulement si ad —bc # 0.

1 d —b
Al= —— .
ad — bc (—C a )
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3.3 Opérations sur lignes; pivot de Gauss

Rappelons nous des opérations sur les lignes utilisées pour le pivot de Gauss. Ces opérations
changent le déterminant comme suit.

Proposition 3.7. Pouri# j et A # 0,

e Add;,; ne change pas le déterminant,
o Multy,; multiplie le déterminant par A,
e Ech;; change le signe du déterminant (c.a d. le multiplie par —1).

Rappelons nous que ces opérations correspondent & des multiplications a gauche par des
matrices spécifiques, qu’on a notées aussi Add;, j, Multy, et Ech;;. Un calcul direct méne
au lemme suivant.

Lemme 3.8. Pouri # j et A # 0,
det(Add;»;) =1 et det(Multy;) =X et det(Ech;;) = —1.

Comme le déterminant est multiplicatif, la proposition suit directement du lemme.

Pour une matrice carrée de taille n, le calcul du déterminant par la formule récursive
qui le définit est extrémement long. On peut voir par récurrence qu’il a une complexité
algorithmique d’ordre n!. Un moyen beaucoup plus rapide (de complexité n?) est offert par
le pivot de Gauss.

Soit A € M,,(R). Rappelons nous du théoréme 1.4 qui nous dit qu'on peut transformer
la matrice A en une matrice échelonnée A en utilisant les opérations sur les lignes Add, ;,
Multy; et Ech;;. Vu qu’on connait l'effet de ces opérations sur le déterminant, il suffit de
savoir calculer le déterminant d’une matrice carrée échelonnée.

Ce calcul est particulierement facile vu la proposition 3.3. Une matrice carrée échelonnée
Ae M, (R) est forcément triangulaire supérieure. Ses coefficients sur la diagonale valent
soit 0 soit 1. Ainsi le déterminant de A vaut soit 1 (si tous les coefficient diagonaux valent
1), soit 0. Rappelons également que I'unique matrice carrée échelonnée contenant que des 1
sur la diagonale est la matrice identité.

Ainsi, on arrive & la conclusion suivante.

Corollaire 3.9. Soit A € M, (R) et A = P, ... P.A la matrice échelonnée obtenue partir
de A en utilisant les opérations Py, ..., Py de type Add;.»;, Multy; et Ech;;. Alors,

0, si A1,
det(A) = {+ i A1

det(Py)...det(Py)?

Comme promis, on donne maintenant la preuve du théoréme 3.5.
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Preuve: [Théoréme 3.5] Soit A € M, (R) et A = P, ... P, A la matrice échelonnée obtenue a partir
de A en utilisant les opérations Pi,..., P, de type Addi;,\,J-, Multy ; et Ech;;. On a vu
dans la partie 2.4 que A est inversible, si et seulement si A = I,,. Mais le corollaire 3.9
nous dit que cela est équivalent a det(A4) # 0. O]

Remarque 3.10. En général on n’est pas obligé de ramener A sous forme échelonnée pour
calculer son déterminant. Il suffit d’utiliser Add;; j, Multy; et Ech;; pour la ramener sous
une forme triangulaire supérieure ou inférieure.

Dans certains cas on peut montrer par des moyens plus simple que le rang de A est strictement
plus petit que n. Cela implique que A n’est pas inversible, donc que det(A) = 0.

3.4 Compléments

Pour complétude, on mentionne le résultat suivant qui peut étre utile en pratique. 11
s’applique également a l’écriture par lignes. On va admettre ce résultat, méme s’il suit
directement de (3.2).

Proposition 3.11. Soient C4,...,C,,C] € M,1(R) une famille de colonnes et A € R.
Alors,

det (01...@_1 Ci+C! CM...C”)
:det(cl...cH C, CiH...Cn)eret(C’l...Ci,l o ciﬂ...cn),
det (cl...cifl A CHl...Cn):/\det (Cl...CH C CHl...Cn).

On dit que le déterminant est une forme multi-linéaire de la famille des colonnes.

On viens de voir effet sur le déterminant de certaines opérations sur les lignes (proposi-
tion 3.7) et sur les colonnes (proposition 3.11). Les deux sont reliées par le lemme suivant.
On va admettre ce résultat (il peut étre montré en utilisant (3.2)).

Lemme 3.12. Pour tout A € M, (R), det(AT) = det(A).
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A retenir

e Le déterminant est un nombre associé & une matrice carrée; uniquement les matrices
carrées ont des déterminants.

e Le déterminant d’'une matrice n X n représente un volume dans R™: celui du paral-
lélépipede engendré par les vecteurs colonnes de la matrice.

e Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non-nul.
e Formules de calcul des déterminants des matrices 2 x 2 et 3 x 3.

e Le déterminant d'une matrice triangulaire supérieure, triangulaire inférieure ou diago-
nale est le produit de ses coefficients diagonaux.

e Calcul du déterminant par le pivot de Gauss.

- 63 —



Chapter 4

Matrices et applications linéaires;
diagonalisation

4.1 Applications linéaires

Définition 4.1. Soit v : R™ — R™ wune fonction. On dit que u est une application
linéaire® de R™ dans R™ si les conditions suivantes sont satisfaites

(i) pour tout z,y € R", u(z +y) = u(x) + u(y).
(i) pour tout xz € R™ et A € R, u(Az) = Au(zx).

Une application linéaire de R™ dans lui-méme est appelée un endomorphisme de R™.

Le lemme suivant nous permet de vérifier la linéarité d’une application en utilisant une
seule équation.

Lemme 4.2. Une application u : R™ — R™ est linéaire si et seulement si

u(Ax 4+ py) = Au(x) + pu(y) pour tout x,y € R™ et \, u € R. (4.1)

Observons que (4.1) implique que si u est une application linéaire de R™ dans R™, alors
w(0)=0 et wu(—x)=—u(x) pour tout z € R".

La preuve du lemme 6.25 est simple mais omise ici.

Un premier exemple d’applications linéaires est la multiplication par les matrices. Fixons
m,n >1et A€ M,,,(R). Alors, la matrice A définie une fonction de M,, ;(R) = R" dans
M1 (R) = R™ par u(X) = AX. En effet, les régles de multiplication des matrices montre
que

AX+Y)=AX+AY et ANX) = AAX) pour tous X,Y € M, 1(R) et A € R.

() Lineare Abbildung oder Vektorraumhomomorphismus
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s

Figure 4.1: Deux transformation linéaires de la figure de gauche et une qui n’est pas linéaire.
Observez 'effet de ces transformations sur les différents vecteurs.

De plus, on verra dans la partie 4.2.2 que toutes les applications linéaires de R™ dans R™
sont essentiellement des multiplications par des matrices m x n.

Une application u de R™ dans R™ devrait étre percue comme une transformation de
I’espace. Le nom d’application linéaire viens du fait qu’une telle application transforme les
droites en droites (ou dans le point 0 quand elle est “dégénérée”).

Inversement, toute application de u de R™ dans R™ qui fixe 0 et qui transforme les droites
en droites est nécessairement linéaire™. Si on renonce & la condition que 0 soit envoyé sur
0, alors u est dite affine. Voir la figure 4.2 pour quelques exemples.

En pratique: Pour montrer qu’une application u : R™ — R™ est linéaire, on considére deux
vecteurs génériques x,y € R" et deux nombres A\, u € R et on montre que u(Ax + py) =

Au(z) + puly).
St on souhaite monter qu’une application u n’est pas linéaire, il suffit d’exhiber un contre-
exemple a (4.1). Alternativement, on peut montrer que u(0) # 0.

Exemple: Quelles des applications suivantes de R? — R? sont linéaires

()5 ) (2) < ()=

La réponse pour chaque application doit étre structurée comme suit:

; o 0y (0 0
e u n’est pas linéaire car u (0> = (1) # (0)
o o et oas lindad N (Y 2 (Y (D) = o (N 40 (©
v n'est pas linéaire car v { | | = 0 o) =g vy )
o x x’ 9
e w est linéaire car, pour A\, u € R et v \y € R7,
x x Az + ! 20z + 2ux’ + Ay + py’
) | =] |-
w[ (y> o (y’) v (Ay + m/) Ay + py' — Ar — pa’

— )\ (nyjxy> ey (2yff’_+x1{'> _ )\w[ (Z)} +pw[ (g;) ]

(i)si on impose en plus que w soit bijective et continue.
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Figure 4.2: Les tranformations u, v, w et 7.

Exemple: Considérons quelques transformations linéaires du plan R:

la dilatation u d’un facteur A (appelée homothétie);

la rotation v autour de 0 d’angle 6 (pour un certain 6 € [0, 27]);

I’élongation 7 dans la direction verticale par un facteur A;

la reflection 7 par rapport a ’axe horizontal.

Ces transformations s’écrivent
NEATN AN NEATR cosfxr —sinfy
v Y Ay ) v Y sinfx +cosfy)’
x x x x
w > , T > .
<y) (Ay> (y> (—y>

Observons que dans tous ces cas, les applications linéaires s’écrivent comme

des multiplication de (;) par des matrices, a savoir <>\ O), (COSQ

0 A sin 6
1 0 1 0 .
<O )\) et (0 _1), respectivement.

En général, une application u : R" — R™ est linéaire si et seulement si, pour x
(1,...,2,) € R™, chaque entrée du vecteur u(x) s'écrit comme combinaison linéaire de

T1yeonyTp.

4.2 Représentations dans des bases

4.2.1 Représentation d’un vecteur dans une base

Une base de R" sert essentiellement a décomposer les vecteurs de R™. Le théoréme suivant

donne un sens précis & la décomposition d’un vecteur dans une base.

Théoréme 4.3. Soit n > 1 et B= (by,...,b,) une base de R™. Alors, pour tout x € R",
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il existe une unique famille de scalaires A1, ..., \, € R telle que

Preuve: Soit x € R™. Comme B est une base de R”, z € Vect(B) = E. Ainsi, il existe A1,..., A\, € R
tels que x = A\by + -+ + A\pby.
Maintenant qu’on a prouvé l'existence de la famille de scalaires désirée, montrons aussi
son unicité. Soit A1, ..., Ap, t1,- .-, tn € R tels que

T = Ab1 + -+ Aby = p1by + - 4 pinby.

Alors, (A1 — p1)by + -+ - + (A — )by, = 0. La famille by, ..., b, étant libre, cela implique

M —p1 =+ = Ay — i, = 0. En d’autres termes, les familles (A1,...,\n) et (p1,-- -, fin)
sont égales, ce qui prouve l'unicité. ]
A chaque z € R™ on associe le vecteur Vg(z) := (A1,...,\n) € R™, ou Aq,..., A\, sont les

scalaires tels que (6.3) soit vérifie. Pour des raisons qu’on va voir plus tard, on va désormais
écrire Vg (z) verticalement, a savoir:

A

On appellera le vecteur Vz(x) lécriture de x dans la base B.

T1
Remarque 4.4. Si € = (eq,...,e,) est la base canonique de R" et X = | : | € R", alors
T
T 0 0
0 ) 0
X = + : + + =ZT1€1+ -+ Tpey,
0 0 T,
donc V(X)) = X.
Plus généralement, si B = (by,...,b,) est une base quelconque de R", alors Viz(b;) = e;

pour tout .

Proposition 4.5. Soit B = (by,...,b,) une base de R™. Alors, pour x,y € R" et A € R,
notons
T n
Ve(z)=| : et Vs(y) =

Tn Yn
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Alors:

1+ Ay
Ve(x +y) = Va(z) + Vi(y) == : et Vg(Ax) = AVg(x) = : ,
Tn + Yn ATy,

ce qui est équivalent a dire que Vg : R — R" est une application linéaire. De plus, la
fonction Vg : E — R" est une bijection.

Rappel: le fait que Vg est bijective revient a dire que, pour tout vecteur Y € R", il existe
un unique vecteur X € R™ tel que Vz(X) =Y.

Preuve: Soient R"™, B = (by,...,b,), et y comme dans ’énoncé. Alors

n n
=Y mb et y=Y ub;
i=1 i=1

donc
n

n
i=1 i=1
Par unicité de I’écriture dans la base B de x4y et de Az on obtient les expressions désirées
pour Vi(x + y) et Va(Ax), respectivement.
Montrons maintenant que Vg est bijective. Pour cela on va montrer qu’elle est surjec-
tive, puis qu’elle est aussi injective.
Soit
a1
A= | eR"™
Qp
Considérons le vecteur u = a1by + - - - + aby,. Par 'unicité de ’écriture de v dans la base
B, Va(u) = A. Ainsi Vj est surjective.
aq
Prenons u,v € R™ tels que Vg(u) = Vg(v) = | © |. Alors, u = > | a;b; = v, donc
Qp
Vg est injective.
O

Exemple: Evidemment, on peut décomposer un méme vecteur dans deux bases différentes.

Pour R?, on dispose de la base canonique £ = (e, e3) = ( ((1)) , (?) ) Mais on

peut également considérer la base F = (fi, f2) ou

() = ()
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

xr = Tey + 3es
=5f1+2fs

€2

Figure 4.3: Un méme vecteur x décomposé dans deux bases & et F.

(On veérifie facilement que F est en effet une base de R?.) Le vecteur z = i)

se décompose alors dans les bases € et F comme suit (voir aussi la figure 4.3)

<;> = 761 + 362 = 5f1 + 2f2

vg(x):(g) et vf(x):@.

Pour trouver la representation d'un vecteur dans une base on peut procéder graphique-
ment, comme dans la figure 4.3, ou en résolvant un systéme linéaire. En effet, si F =
(f1,--., fn) est une base de R et x € R"™ un vecteur, alors \; f; + -+ + A\, f, = x est un sys-
téme linéaire de n équation avec n inconnues Ay, ..., \,. Le fait que F est une base garantit
que ce systéme admet une unique solution.

Ainsi

4.2.2 Représentation des applications linéaires par des matrices

Si £ est une base de R", on a vu que tout vecteur x € R" admet une représentation dans la
base £ qu’on a noté Ve(x) € M, 1 (voir la partie 6.4). De maniére similaire, les applications
linéaire de R™ dans R™ sont représentées par des matrices m x n, quand on fixe des bases £
et F de R™ et R™, respectivement.

Définition 4.6. Soient u une application linéaire de R"™ dans R" et € = (e1,...,e,) et
F = (f1,..., [m) des bases de E et F respectivement. La matrice Matrg(u) = (a;j) €
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M (R) définie par

ayj
: = V;(u(ej)), pour tout j € {1,...,n}, (4.3)

a/m’]

est la matrice de u dans les bases &, F.

Le plus souvent on va traiter le cas des endomorphismes de E. Dans ce cadre il est naturel
d’utiliser la méme base pour I'espace d’arrivée et de départ. Ainsi, pour u € L(E) et £ une
base de E, on écrit Matg(u) = Matg ¢(u) € M, (R).

Théoréme 4.7. Soient u une application linéaire de R"™ dans R", £ et F des bases de E
et F' respectivement, et x € E. Alors

Vr(u(z)) = Matz e (u)Ve(z). (4.4)

De plus Matz¢(u) est l'unique matrice qui a cette propriété.

Preuve: On commence par montrer que Matr ¢(u) satisfait (6.16) pour les vecteurs de la base £.
Soit e; un vecteur de £. Alors

0
0
Ve(ej) = | 1
0
0
ou l'entrée 1 est sur la 7€ ligne. Ainsi,
ayj
Matr g(u)Ve(ej) = : = Vr(u(ej))). (4.5)
Qmyj

La premiére égalité vient de la régle de multiplication des matrices, la deuxiéme vient de
la definition de Matr ¢(u)

Montrons maintenant (6.16) pour un vecteur quelconque z. Soit z € E et notons
A1

Ve(z) = | @ |, de sorte que z = Ajeg + - -+ + Apep. Alors, par la linéarité de u, u(z) =
An
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Figure 4.4: L’effet des transformations u et v.

Au(er) + -+ + Ayu(en). Ainsi

Matr g (u) Ve (x)
= Matrg(u)(MVe(er) + -+ A Ve(en)) par linéarité de Vg
= MMatrg(u)Ve(er) + -+ ApMatr g(u) Ve (ep) par linéarité de multip. matricielle
= MVr(u(er)) + -+ MVr(ulen)) par (6.17)
= Vr(Mu(er) + -+ + Aulen)) par linéarité de Vr
= V]:(u(/\161 4+ 4+ )\nen)) par linéarité de u
= Vr(u(z)).

En fin, observons que Matr ¢(u) est 'unique matrice qui satisfait (6.16) pour tout
x € E. En effet si on applique (6.16) au vecteur e; de la base £, on obtient (6.15). Ainsi
(6.15) n’est qu’'un cas particulier de (6.16). O

Exemple: Considérons les transformations suivantes du plan R?: u est la rotation autour
de 0 d’angle 6 (pour un certain 6 € [0, 27]) et soit v la réflexion par rapport a la
diagonale principale de R? (voir fig. 6.1) Les deux sont des applications linéaires.
On peut calculer leur matrices dans la base canonique £ de R?, & savoir la base
formée de e; = (1,0) et eo = (0,1). On a

u(ey) = <COS 8) = cos e, + sin fey, u(ey) = <_ st 9) = —sin fe; + cos fe,,

sin 8 cos 6

ot v(ey) = (g’) —er v(es) = (é) — e

Matg(u) = (COSQ — e 0) et  Mate(v) = ((1) (1)) :

Ainsi

sinf@ cos@

On peut également essayer d’écrire les mémes transformations dans une autre
base. Posons f; = e; + ey et fo = —e; + e3. Alors il est facile de voir que
F = (f1, f2) est une base de R?. Un calcul rapide nous montre que

Matz(u) = (COSQ —81116) et Matr(v) = <(1) _01) :

sinf cos®
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Exemple: Fixons m,n > 1let A € M,,,(R). On viens de dire que 'application u : X — AX
est une application linéaire de R™ dans R™. Si £ et F représentent les bases
canoniques de R" et R™, respectivement, alors Matr¢(u) = A. Toutefois, si
F et € désignent d’autres bases que les bases canoniques, Matr ¢(u) peut étre
différente de A.

Inversement, si v est une application linéaire de R™ dans R™ et £ et F représentent
les bases canoniques de R"™ et R™, alors

v(X) = Vr(v(X)) = Matrg(u) Ve (X) = Matz g (u) X.
Ainsi toute application linéaire est la multiplication par une matrice.

Exemple: Parmi les endomorphismes de R”, on en identifie deux particuliers:

id:R* - R" 0:R*" - R"
T z—0

Pour toute base B de R™ on a Matg(id) = I,, et Matg(id) = I,,. Ces applications
sont les seules dont la représentation ne dépend pas de la base; pour toutes les
autres applications linéaires u, Matg(u) dépend de B.

Exemple: Considérons I’application linéaire u : R? — R? donnée par u (z) = ( fx—:yy)

Elle est bien linéaire et sa matrice dans la base canonique de R? est (31 1)

Observons toutefois que son effet sur les vecteurs

= (3) e ra=(y) eratrn = (L) == evutm = (3) =3t

Ainsi, dans la base F = (fi, f2), la matrice de u s’écrit
-1 0
Matz(u) = < 0 3) :

4.2.3 Image, noyau, composition, inverse

Les notions d’image, noyau et rang d’'une application linéaire de R" dans R™ sont similaires
a ceux des matrices:

Im(u) = {u(z) : € R"}, Ker(u) ={z €R" : u(z) =0} et rang(u)=dim(Im(u)).

L’image et le noyau de u sont des sous-espaces vectoriels de R™ et R", respectivement.
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Proposition 4.8. Soient £ une base de R", F une base de R™ et u une application linéaire
de R™ dans R™. Alors

Im(Matrg(u)) = Ve(Im(u)), Ker(Matre(u)) = Ve(Ker(u)), rang(u) = rang(Matz¢(u)).

Le preuve de cette proposition suit directement de la formule (6.16) et de la bijectivité
de Vg et VE.

Proposition 4.9. Soient u et v des applications linéaires de R™ dans R™ et de R™ dans
R*, respectivement, alors vowu : x + v(u(x)) est une application linéaire de R™ dans RE.
De plus, si £, F et G sont des bases de R™, R™ et R, respectivement, alors

Matg (v o u) = Matg r(v)Matz g(u)

Exemple: Pour § € R, notons uy : R? — R? la rotation d’angle 0 et v : R? — R? la reflection

par rapport a ’axe horizontal. De plus, notons £ = (ej, €2) la base canonique de
R2. Alors:

Matg(ug) = (COSG —sme) et  Mate(v) = (é _01) :

sinf cos6

Considerons les application linéaires uy o ug, v 0 uy et ug ov. On a

Matg(ug o ug ) = (COS f —sin Q) (COS ¢ —sinf )

sinf cos® sin®  cos®’

B (cos 0 cos —sinf sin@ —cosO sin® — sin § cos 0’)

sinf@ cos® + cosf sin@ —sinf sin@ + cosO cos &’

_ [cos(+0") —sin(0+6))
- (sin(& +6) cos(0+0) ) Matg (ug1g)

Cela n’est pas surprenant, en effet la composition d’une rotation d’angle 6 avec

une rotation d’angle #” donne bien une rotation d’angle 6+6’. De plus, on observe

que Matg(ug o ug) = Matg(ugyrg ) aussi. En d’autre mots, ug et ug commutent

(ou, de maniére équivalente, leur matrices Matg(ug) et Matg(ug ) commutent).
D’autre part

1 0 cosf) —sind cosf) —sinfb
Mate (v o up) = <O —1) (sin9 cos 6 ) N <— sin 6 —C089> et

Matg () = <COS€ —sm6’> <(1) _01) _ <COS€ sin 6 ) — Mate(vou_g).

sinf cos® sinff —cos6

Ainsi, upov =vou_ V0 U_g, ce qul entraine que ug et v ne commutent pas.
; Ug 0 05 0
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En fin, on dit qu’une application linéaire u : R® — R™ est inversible s’il existe une autre
application linéaire v qui a l'effet inverse de u, donc telle que

u(v(z)) =v(u(x)) == pour tout z € R".

1

Si une telle application existe, elle est unique, et on pose v~ = v. L’équation précédente

s’écrit plus simplement wou™! = u"!ou = id.

Proposition 4.10. Soit u : R" — R" linéaire et £ une base de R™. Alors u est inversible
si et seulement si Mate(u) est inversible. Dans le cas ou les deux sont inversibles, on a

Mate (u™") = Matg(u) ™"

De plus, grace au corollaire 2.16 et a la proposition 4.8, on a aussi équivalence de

Application linéaire Matrice
e u est inversible e Matg(u) est inversible
e rang(u) =n e rang(Matg(u)) =n
e Ker(u) = {0} e Ker(Matg(u)) = {0}
e u est surjective e la famille des colonnes de Matg(u) est libre
e u est injective e la famille des lignes de Matg(u) est libre
e 1 est bijective

Preuve: Supposons pour commencer que Matg(u) est inversible. Comme Matg : L(F) — M, (R)
est bijective, il existe v € L(E) telle que

Matg(v) = Matg (u) ™t
Alors
Matg (v o u) = Matg(v)Matg(u) = I, = Matg(u)Matg(v) = Matg(u o v).

En utilisant encore une fois le fait que Matg est bijective, on déduit vou = uowv =id. On

conclut donc que u est bien inversible et que v = u~".

Inversement, si on suppose que u est inversible, alors

Matg (ufl)Matg (u) = Matg¢ (ufl o u)
= Matg(id) = I, = Matg (u o uil)
= Matg¢ (u) Matg (u_l) .

Donc Matg(u) est inversible et

Matg (u_l) = Matg(u) ™t

Exercice 4.1.
Soient A, B € M,,,,(R). Montrer que si AX = BX pour tout X € M,;(R), alors A = B.
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4.3 Changements de base; matrices semblables

4.3.1 Changement de base pour la représentation d’un vecteur

En pratique, il est des fois nécessaire de travailler avec plusieurs bases d’'un méme espace

vectoriel (voir par exemple les suites définies par récurrence traités dans la partie 6.5, ou

encore la diagonalisation des matrices traitée dans la partie 4). Ainsi, il est important d’avoir

un outil qui permet d’obtenir I’écriture d’un vecteur dans une base a partir de son écriture

dans une autre base. La solution est donnée par les matrices de changement de base.
Fixons deux bases B = (by,...,b,) et £ = (eq,...,e,) de R™

Définition 4.11. La matrice de changement de base de £ a B est la matrice notée Pps =
(pij) € Mn(R) dont les entrées sont données colonne par colonne par

P1j
C;=1 : | =Vsle) pourtoutje{l,...,n}. (4.6)

pnj

Comme illustré par son nom, la matrice permet d’obtenir I’écriture d’un vecteur X dans
la base B a partir de son écriture dans la base £.

Proposition 4.12. Pour tout X € R", Vg(X) = PpeVe(X).

Preuve: Admis. O

On aimerai dire que le changement de base de B a £ est l'inverse de celui de £ & B. La
proposition suivante en donne le sens précis.

Proposition 4.13. La matrice Pp ¢ est inversible et Pg}g = P¢ 5.

Preuve: En appliquant la proposition 6.44 deux fois, on obtient que pour tout X € E,
VB(X) =PpeVe(X) =PpePe sVp(X).
Le méme calcul s’applique a Pg sPg¢. Comme Vi et Vg sont surjectives, on déduit que
PpePepX =PepPpeX =X, pour tout X € M,;(R).
I1 s’en suit (voir par exemple 'exercice 4.1) que PpgPep = PepPpe = I, donc que

P[ig = PE,IB' ]
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De plus, il est facile de voir que toute matrice inversible est une matrice de changement
de base. En effet, si P € M,,(R) est inversible et B est une base de F, il suffit de créer la
base £ par la formule (6.18), et on obtient P = Pg.

Remarque 4.14. Inversement, toute matrice inversible est un matrice de changement de base.
En effet, soit M = (m;;) € M, (R) et B= (by,...,b,) une base de R". Posons & = (ey,...,e,)
avec €j = my;by + -+ - +m,,;b,. Comme M est inversible, on déduit que £ est une base de R™.
Alors, un calcul direct nous montre que M = Pg¢. En effet, pour chaque 1 < j < n, la
may;
jéme colonne de M est : = Vi(e;), par définition de e;.

mn]’

Exemple: Revenons au bases £ = (e, e9) et F = (fi, f2) de R? données par

o) ) @ () 5

Il s’agit des bases utilisés dans ’exemple de la partie 4.2.2. Calculons les matrices
de changement de base Pg r et Pre¢.
Comme & est la base canonique de R?, ¢’est simple d’observer que

el = (). et =(y)-

. -1 1
Ainsi Pe 5 = (vg( £1) Ve( f2)> - ( ) 2). De plus
Pre—Psl — 1 < 2 —1) _ 1 ( 2 —1) _ <—1/2 1/4)
’ ’ det Pg’]: -2 —1 4\—-2 -1 1/2 1/4

En effet, Vr(er) = PrsVe(er) = <‘11/22) ot Vr(es) = Gﬁ)

Tty

De plus, pour 'application linéaire w : (;) — ( sz +y

) de 'exemple de la

partie 4.2.2, Matg(u) = (le D, donc

Matr(u) = PreMate(u)Ps 5 = (_11/22 %i) (411 D (_21 ;) = (_01 g)

4.3.2 Matrices semblables

Définition 4.15. Soit A, B € M, (R) deuzx matrices. On dit qu’elles sont semblables s’il
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existe P € M(R) inversible telle que

B =P AP (4.7)

La notion de matrices semblable est motivée par la représentation des endomorphismes
dans différentes bases. Pour illustrer cela, on commence par une proposition qui donne la
formule essentielle de changement de base pour des endomorphismes.

Proposition 4.16. Notons B et £ deux bases R™ et u un endomorphisme de R™.

Matg(u) = ngg Matg (u) Pg}g.

Grace a cette proposition et & la remarque 4.14, on conclut que deux matrices sont
semblables si et seulement si elles représentent la méme application linéaire dans deux bases
différentes.

En effet, si deux matrices A et B sont semblables, alors B = PAP~! avec P € M,(R)
qui est inversible, donc qui est la matrice de changement de base de la base canonique vers
une certaine base B de R™. Ainsi B = Pg,g APg¢p.

Preuve: Soient u, B et £ comme dans 'énoncé. Alors, pour z € R", Ve(x) = Pg gVia(x) et donc
Vg(u(l')) = PB’ng(u(x)) = PB,gMatg(u)Vg(x) = PB,gMatg(u)Pg,BVB(LE’).
Par 'unicité de la matrice dans le théoréme 6.37,

Matp(u) = P gMate(u)Pg 5 = Py s Mate (u) Pe i Vis(X).

4.4 Valeurs et vecteurs propres

Définition 4.17. On dit que A\ € R est une valeur proprede A s’il existe un vecteur
X € M,1(R), X #0, tel que
AX = \X.

Dans ce cas on dit que X est un vecteur propre™ de A pour la valeur propre \. L’ensemble
des valeurs propres de A s’appelle le spectre™de A et est noté Sp(A). Pour A € Sp(A),
on note

Ex(A) = {X € M,u(R) : AX = AX ).

(i) Bjgenwert
(iv) Eigenvektor
() Spektrum

- 77 —




CHAPTER 4. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES; DIAGONALISATION

Proposition 4.18.
(i) Pour chaque A € Sp(A), E\(A) est un sous-espace vectoriel de R™ qu’on appelle
I'espace propre™)de A associé a \.
(i) Si Ai,..., A\ € Sp(A) sont deux o deux distinctes et Xy € Ey,,..., Xy € E,, sont
des vecteurs non-nuls, alors la famille (X, ..., X) est libre.
(i) Le spectre de A a au plus n éléments.

Preuve: (i) Soit A € Sp(A). Alors X € E)\(A) si et seulement si AX — AX = (A — \[,)X =0.
Ainsi
E\(A) = Ker(A — \,).

En particulier on déduit que E)(A) est un s.e.v. de R™.

(ii)  Soient Ai,...,A\r des valeurs propres de A distinctes, et Xi,..., X} des vecteurs
propres non-nuls associés. Soient 1, ...ur € R tels que

pr X1+ -+ pp Xy = 0.
Alors, pour tout j > 1,

Yj = A{M1X1 +"'+)\£Mka = ,ulAjX1 +"'+/~LkAij
:Aj(u1X1+"'+Mka) — Ao =0.

Un calcul standard (qu’on va admettre) montre que, vu que Ay, ..., \, sont distincts, la
matrice
1 1 ... 1
A1 Ay o Ak
. . € Mi(R)
k'—l k.—l . k.—l
A Ay A
est inversible. Ainsi la famille des lignes L1, ..., Lj est génératrice pour R¥. 11 existe donc
at,...,ap € R tels que
oL+ +opLly=(1 0 ... 0).
Alors, comme Y| =--- =Y, =0,

O=a Y1+ -4+ apY, =1 X1

Comme X; # 0, on déduit que p; = 0.
On peut de la méme facon déduire que pus = -+ - = u, = 0, ce qui fini la preuve.

(797) Soient Ap,..., A\ € Sp(A) deux & deux distincts. On peut alors choisir des vecteurs
non-nuls X; € Ey,...,X; € E),. Par le point précédent (X1,...,X}) est une famille
libre de R"™, donc k£ < n. Ainsi |Sp(A)| < n. O

() Eigenraum

- 78 —



CHAPTER 4. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES; DIAGONALISATION

Remarque 4.19. On insiste sur 'importance du point (i) et de sa preuve. Vu que
E\(A) = Ker(A — \1,),

les valeurs propres de A sont exactement les A € R pour lesquels A — A\I,, n’est pas inversible.

Observons que X est le vecteur propre d’une application linéaire A si et seulement si X
est envoyé par A sur un multiple de X. Ainsi, il est naturel que les vecteurs et valeures
propres d'une matrice soient invariantes par changement de base.

Proposition 4.20. Soit P € M,,(R) une matrice inversible. Alors
(i) Sp(A) = Sp(P~'AP);
(ii) pour tout X\ € R, X € E\(P7'AP) si et seulement si PX € E,(A).

Preuve: On commence par le point (ii). Soit A € R et X € M,1(R). Supposons que X €
E\(P7'AP). Alors P"'APX = AX. Si on multiplie cette égalité par P a gauche, on
obtient APX = APX, donc PX € E)(A).
Inversement si PX € Ey(A), alors PT'APX = AP7'PX = A\X, donc X € E\(A).

Passons au point (i). Soit A € Sp(P~!AP) et X € E)\(P~'AP) non-nul. Alors, par
le point précédent, PX € E)(A). De plus, comme P est inversible, PX # 0, donc
E\(A) # {0}. On en déduit que A € Sp(A), donc que Sp(P~LAP) C Sp(A).
Inversement, si A € Sp(A) et X € E\(A) non-nul, alors P71X € Sp(P~1AP). A
nouveau P~1X # 0 car P~! est inversible, donc A € Sp(P~'AP). Il s’en suit que Sp(A) C
Sp(P~*AP). La double inclusion montre que Sp(A4) = Sp(P~1AP). O

4.5 Matrices diagonalisables

Définition 4.21. On dit que A est une matrice diagonalisable™ (dans M,,(R)) s’il existe
une matrice inversible P € M, (R) telle que P"'AP est une matrice diagonale.

L’intérét de cette notion peut s’expliquer par 1’observation suivante. Dans beaucoup de
situations pratiques il est intéressant de calculer les puissances d’une matrice carrée (voir les
exemples de la partie 2.5). Comment peut-on donc calculer A* pour une grande matrice A,
ou k est une trés grande valeur, sans faire trop de calculs?

Si A est diagonalisable, le calcul est simple. Soit P € M, (R) inversible, telle que la
matrice D = P~'AP soit diagonale. Alors A = PDP~!, et

AF = (PDP MY =pDP ' PDP ... PDP ! = PDFP!.

k fois

(V1) diagonalisierbar
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dll 0 c. 0
. . . 0 d22 c 0
Mais D est une matrice diagonale de la forme D = . L . On peut donc
0 0 ... dw
facilement calculer
d]{/,l 0 DY 0
Dh 0 d§2 ... 0
o 0 ... dfm

Ainsi, le calcul des puissances des matrices diagonalisables est facile, surtout si on connait
la matrice P.

4.5.1 Lien avec les vecteurs propres

Théoréme 4.22. La matrice A est diagonalisable si et seulement s’il existe une base
E=(X1,...,X,) de R" formée entierement de vecteurs propres de A.

Remarque 4.23. Dans les faits, la matrice P n’est rien d’autre que la matrice de changement
de base de la base de vecteurs propres de A a la base canonique de R™. On aimerait insister
sur le fait que la base de vecteurs propres (et donc la matrice P qui diagonalise A) ne sont
pas uniques!

Si A € M, (R) est diagonalisable et P est une matrice inversible telle que P~'AP = D
est diagonale, alors les valeurs propres de A sont exactement les éléments de la diagonale de
D. De plus, pour A € Sp(A), dim(F)(A)) est simplement le nombre d’apparitions de A sur
la diagonale de D.

Exemple: Rappelons nous de la dynamique de population donnée dans la partie 2.5:

Gpi1 = ap +b, et by =4a, + by, pour n > 0.

Si on pose, X,, = (a”) pour chaque n € N, on observe que

bn
11 1 1\" "
Xn - (4 1) XTL—]. - (4 1) XO - A XO?
. 11 . . . : . .
ou A= i 1) Si on arrive a diagonaliser A, ca devient facile de calculer A™ et

par la suite X,,.
Observons que

)= (0) 5 6) e (B)- () oo )
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1
_q s avec les valeurs
propres \; = 3 et Ay = —1. Les vecteurs Y7, Y5 sont évidemment libres, donc
forment une base de My;. On est donc dans le cadre du théoréme 4.22, et on

conclut que
1 (3 0 . (1 1
P AP = (0 1 oun P= 9 _o)-

On peut calculer P! par le pivot de Gauss et on trouve

i1 172 1
P-4 )
5 —3) 4\2 -1
La forme générale de X,, est donc donnée par
3 0
et (] )
Ll 3"
4\2 -2
:(%[S"Jr(—l)”] ( 1”)( )
3 (-1 A (-1

Cela explique le choix qu’on avait fait dans la partie 2.5 de poser ¢, = 2a,, — b,
et d,, = 2a, + b, car

() == 2) 7
= (0 )= ) () = ()

Le critere de diagonalisation suivant va nous servir par la suite; il découle du théoréme
précédent.

Ainsi, A admet les vecteurs propres Y| = (;) et Yo =

wh—»&l»—t

Proposition 4.24. La matrice A est diagonalisable si et seulement si

Preuve:  Supposons pour commencer que »_y. Sp(A) dim(E)(A)) > n. On va prouver alors que
> resp(a) dim(Ex(A)) = n et que A est diagonalisable.
Notons Aq,..., A les éléments de Sp(A) et di,...,dy les dimensions de Ey , ..., Ej,.

( (J) (]))

Pour chaque 1 < j < k, soit une base de E);. On va montrer alors que la

famille (Xi(j ))i,j est une famille libre de R".
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,u(j ))i,j de scalaires telle que

Soit une famille (1,

dj

k
Z :U'(] X(]
j=11i=1
(4)

Observons que pour chaque 7, Zf 1 ,uzj)X € E);. La proposition 4.18(4i) indique alors

que Zl_ X R pour chaque j. Mais, pour chaque j, les vecteurs X, U ) X l(ﬁi )
(9)

forment une famllle libre (car ils sont une base de E);). Ainsi 1’
tout j.
On conclut que (X i(] ))Z ,j est une famille libre de R". Cette famille contient dy + --- +

di = > xesp(a) Aim(Ex(A)) vecteurs. Comme on a supposé que ¢, )dlm(E)\(A)) >

n, on conclut que ¢ g, 4y dim(Ex(A4)) = n et que la famille (XZ(]))Z ;j est une base de R".

On a donc crée une base de R™ contenant que des vecteurs propres de A; le théoréme 4.22
nous dit alors que A est diagonalisable.

= 0 pour tout ¢ et

Supposons maintenant que A est diagonalisable et montrons que ) -, Sp(A) dim(Ey\(A)) =
n. Soit X = (X1,..., X,) une famille de vecteurs propres de A qui forment une base de R™
(Pexistence d’une telle famille est donnée par le théoréme 4.22). Alors, pour chaque A\ €
Sp(A), les vecteurs de X' qui appartiennent & E) forment une famille libre. De plus, tout
vecteur X; appartient & exactement un espace propre F). Ainsi Z)\ESp(A) dim(E)(A)) > n.
On vient de montrer que cela implique ¢ g, 4y dim(Ex(A4)) = n, ce qu’on voulait dé-
montrer. ]

Malheureusement pas toutes les matrices sont diagonalisables.

Lemme 4.25. La matrice N = (8 (1)) n’est pas diagonalisable.

Preuve: On va procéder par 'absurde. Supposons que N est diagonalisable. Soit P € Ms(R)
inversible, telle que PTINP = </>)1 )? ) soit une matrice diagonale. Alors
2
AF0 —1 2 —1 772 -1
0 A =(P'NP)*=P 'N°“P=P 0P =0,

donc A\; = Ay = 0. Cela implique que N = P710P = 0, ce qui est clairement faux. O

Comme les matrices diagonalisables sont souvent plus facile a traiter, il est intéressant
d’avoir des critéres pour les reconnaitre. On commence par un critére suffisant, mais pas
nécessaire; il suit facilement des résultats déja mentionnés.

Corollaire 4.26. Si A est telle que Sp(A) contient n valeurs propres distinctes, alors A
est diagonalisable.

On insiste sur le fait que le condition que le n valeurs propres sont distinctes est suffisante
pour la diagonalisation, mais pas nécessaire.

~ 82 —



CHAPTER 4. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES; DIAGONALISATION

Preuve: Si Sp(A) contient n valeurs propres distinctes Ay, ..., Ay, alors
dim(Ey,) + - -+ dim(Ey,) > n.
Mais on a vu que cette somme est toujours plus petite que n, donc
dim(Ey,) + - - + dim(E),) = n.

La proposition 4.24 implique que A est diagonalisable. ]

Matrices symétriques

Théoréme 4.27. Si A € M, (R) est symétrique (c.-a-d. AT = A) alors A est diagonal-
isable. De plus ses valeurs propres sont toutes réelles et il existe une matrice P € M,,(R)
inversible avec P~1 = PT | telle que

P'AP =D

est une matrice diagonale.

Une matrice P € M, (R) telle que P~ = P7 est dite orthogonale. Ce type de matrices a
une signification particuliére dans I'interprétation géométrique des espaces vectoriels; on va
y revenir dans le chapitre 5. On va admettre ce théoréme.

Matrices positives: Perron-Frobenius

Théoréme 4.28. Soit A = (a;j)1<ij<n € Mn(R) une matrice avec a;; > 0 pour tout
1 <i,7 <n. Alors il existe \y € (0,+00) une valeur propre de A telle que:

(i) pour toute autre valeur propre A € Sp(A) \ {\}, on a |\ < Ay;

(i) dimFEy,(A) =1 (on dit que la valeur propre Ay est simple);

(iil) il existe X € Ey, (A) avec toutes les entrées de X réelles et strictement positives;

)
)
)
(iv) si X € Mp1(R) est un vecteur propre de A avec toutes les entrées positives ou nulles,
alors X € E), (A).

On va admettre ce théoréme (il s’agit d'un théoreme difficile).

Mentionnons que ce résultat se généralise a certaines matrices aux entrées positives ou
nulles. Ainsi, si A € M,,(R) est telle que a;; > 0 pour tout 4, et sl existe k € N tel que
toutes les entrées de A* sont strictement positives, alors la conclusion du théoréme est encore
valable pour A.

En pratique on rencontre souvent des matrices dont les entrées sont positives. Les matrices
qui décrivent les évolutions de populations sont souvent de ce type (voir exemple dans la
partie 4.5.2), ainsi que celles décrivant des chaines de Markov.
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Supposons que le théoréme de Perron-Frobenius s’applique & une matrice A et notons
A1 > 0 la plus grande valeur propre de A et X; € M,,1((0,+00)) un vecteur propre associé.
Si on suppose que A est diagonalisable avec valeurs propres \q,...,\, et vecteurs propres
(X1,...,X,), alors pour tout vecteur X = >, ;X; avec oy # 0, on a

1 LA
—A"X = =) Xi —— Xy
)\? zl:al (/\1> i oo 1A
1=
Ainsi le “taux” de croissance de A" X est A7 et on observe une distribution (aprés normalisa-
tion par A\]") proportionnelle au vecteur positif Xj.

Le méme résultat asymptotique peut étre montré méme si A n’est pas diagonalisable. On
en parlera plus dans I'exemple donné dans la partie 4.5.2.

Perron-Frobenius pour les matrices stochastiques Supposons que A € M, (R) est

une matrice stochastique a gauche. Alors tous les coefficients de A sont positifs ou nuls.

Supposons de plus qu'il existe N > 1 tel que tous les coefficients de AV soit strictement

positifs (on dit alors que A est irréductible et apériodique). On peut alors appliquer le

théoréme de Perron-Frobenius & A (une version un peu plus générale du théoréme quand
L1

N > 1) et déduire I'existence d’un vecteur propre X = | : | d’entrées strictement positives
xn

et de la valeur propre A associée, qui est strictement positive et satisfait les points (i) et (ii)

du théoréme.

Du fait que AX = AX on peut déduire

n n n

/\iilxi = i(AX)Z- = iiaijxj = Z <xj2aij> = lzz;j.

i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=

Dans la derniére égalité on a utilisé que >, a;; = 1 car A est stochastique a gauche. En
fin, les x; sont tous strictement positifs, donc Y1 | x; = Z?Zl x; > 0. On peut simplifier par
cette quantité pour trouver A = 1.

On conclut que toutes les autres valeurs propres de A sont de module strictement plus
petit que 1 et que tout vecteur propre de valeur propre 1 est proportionnel & X. Si on choisit
X de sorte que 1 x; = 1 (ce qui le détermine uniquement) on peut voir X comme une
probabilité sur {1,...,n} (avec une probabilité x; associée a 7).

De la discussion qui précede, on conclut que cette probabilité est

e invariante: car AX = X;
e asymptotique: car pour tout vecteur Y d’entrées positives se sommant a 1, on a

ANY — 5 X
N—oo

De plus, chaque propriété détermine X de maniére unique.
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Exercice 4.2.
Soient A € M,,(R) une matrice diagonalisable, avec n valeurs propres distinctes. Soit B €
M., (R) une matrice qui commute avec A (c.-a-d. telle que AB = BA).

Montrer que B est aussi diagonalisable. De plus, montrer que B admet les mémes vecteurs
propres que A (mais pas forcement les mémes valeurs propres).
Est-ce que le résultat reste vrai si les valeurs propres de A ne sont pas supposées distinctes?

Exercice 4.3.

Trouver une matrice diagonalisable A, et plusieurs matrices inversibles P telles que P~'AP
est diagonale.

Que dire de A si P7'AP est diagonale pour toute matrice inversible P € M,,(R).

4.5.2 Application: matrices de Leslie

Les matrices de Leslie sont un modéle d’évolution d’une population classée selon ’age. On
considére une population qui évolue en temps discret (on peut par exemple supposer qu’on la
mesure tous les ans/mois) dont les individus peuvent avoir un age compris entre 1 et d € N.

ni(t)
Ainsi, la population & tout moment ¢ € N est représenté par un vecteur N(t) = :
nq(t)
Supposons que 1’évolution suit la dynamique suivante:
g1 (t+ 1) = spng(t), pour 1 <k <d, et
'fl1(t + 1) = a1n1(t) +---+ adnd(t).
ou sy, ..., 8q-1 € (0,1] et ay,...aq € (0,400) sont des parameétres fixés. Ainsi 1—s; représente

la proportion d’individus d’age k& qui meurent avant d’arriver a I’age k + 1; a; représente le
nombre moyen d’enfants d’un individu de la génération k.
On peut écrire I’évolution sous forme matricielle comme suit:

a; a2 ... QAg—1 Qq
S1 0 ... 0 0
0 0o ... Sd—1 0

ou A € My(R) est la matrice affichée. Méme si la matrice A n’est pas strictement positive,

A? Test, et on peut appliquer le théoréme de Perron Frobenius & A.
Cherchons A (différent de 0) et N € Mgi(R,) tels que AN = AN. Cela reviens &

1 1
M1 = KT = 0= S-Sk pour 1 <k <d, et
1 1
ny = X(aﬂll‘f"""‘adnd) = (szl...sk,laonl
k=1
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Ainsi, \ est valeur propre de A (avec ny # 0) si et seulement si

BN =

de plus pour cette valeur propre, un vecteur propre associé est donné par n;, = 81/'\',6_1 pour
k > 1 (en particulier n; = 1).
On voit bien que ¢(\) = 1 admet exactement une solution positive, qu’on va noter A;.
Supposons que A est diagonalisable, avec Sp(A) = {\1,...,A¢}. Soient X,..., X, des
vecteurs propres associés; ils forment une base de R qu’on note X. Alors, si on suppose que
A1 est la valeur propre positive,

| =

TS81 .. Sk—10k = 1;

>~

Soit N (0) une distribution de population initiale. On écrit alors N(0) = >, a;X; ot
231

= Vx(N(0)) € Mau(R).

0%

Un calcul immédiat montre que
d
N(t) = A'N(0) =) ;)\l X;.
i=1

Ainsi

d t
)\;tN(t) = Clel + ZO[Z‘ (ﬁ) Xz — Oéle. (48)
P )\1 t—o0
Cela doit étre compris comme suit. Si a; > 0, alors la population a un taux de croissance
A1 et si on la normalise, elle devient proportionnelle & une distribution suivant ’age donnée
par Xj.

Une analyse plus approfondie des espaces propres des matrices montre que la convergence
de (4.8) est vraie méme si A n’est pas diagonalisable.

4.6 Polynoéme caractéristique

Une fagon de déterminer les valeurs propres d’une matrice est donnée par le critére suivant.

Fixons A € M, (R).

Proposition 4.29. A € R est valeur propre de A si et seulement si det(Al,, — A) = 0.
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On peut vérifier (par exemple par récurrence sur la taille de A) que la fonction \ +—
det(Al,, — A) est un polynome de degré n en A (et de coefficient dominant 1). Il est appelé
le polynome caractéristique™™ de A. On le note x 4()).

La proposition 4.29 nous dit que les valeurs propres de A sont exactement les racines
de x4.

Preuve: On a déja vu (remarque 4.19) que A € R est une valeur propre de A si et seulement si
A — M, n’est pas inversible. Par ailleurs, le théoréme 3.5 nous dit que cela est équivalent
a det(A, — A) = 0. O

Exercice 4.4.
Soit A = (a;;) € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure. Calculer x4 et montrer que

Sp(A) ={ai1,...,anm}

4.6.1 Application: recherche de vecteurs propres

On est maintenant en mesure de décrire un algorithme pour chercher les valeurs et vecteurs
propres d'une matrice A € M,,(R).

On commence par calculer le polynéme caractéristique de A. Ensuite on trouve ses
racines, notons les Ay, ..., A\x et notons mq, ..., m; € N leur multiplicité.

Pour chaque 1 < ¢ < k, en utilisant le pivot de Gauss, on résout ’équation matricielle
(NI, — A)X = 0, pour X € M,(R). L’ensemble des solutions est F\, = Ker(\;I, — A).
Vu que \; I, — A n’est pas inversible, on va trouver un espace de solutions de dimension au
moins 1. On a ainsi trouver les valeurs propres \q, ..., A\; et les vecteurs propres associés.

Si on trouve des espaces propres avec dim(Ey,) + - - - + dim(E), ) = n, alors A est diago-
nalisable (voir la proposition 4.24). De plus, la preuve de la proposition 4.24, décrit comment
créer une base de R™ formée de vecteurs propres de A. Le théoréme 4.22 (plus précisément
sa preuve) nous dit alors comment créer une matrice P € M,,(R) qui diagonalise A. Si par
contre, dim(E}y,) + - -- + dim(E),) < n, alors A n’est pas diagonalisable (voir & nouveau la
proposition 4.24). On distingue trois situations:

(i) x4 admet n racines distinctes (c.a-d. si k =net my =--- =m, = 1). Alors la matrice
A est diagonalisable et chaque espace propre est de dimension 1. (Rappelons nous du
corollaire 4.26 qui nous dit que si [Sp(A)| = n, alors A est diagonalisable.)

Exemple: Posons

On trouve par un calcul direct x4(A) = A — 62 + 11X —6 = (A — 1)(\ —
2)(A — 3). Ainsi on déduit que A est bien diagonalisable et que ses valeurs

(vii) Charakteristisches Polynom
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propres sont 1,2 et 3. Un calcul rapide nous offre une base de vecteurs
propres associés, notamment

1 1 1
21, (1],]2
1 0 2

(i) xa est scindé, c.a-d. mq + - -+ + my = n, mais certaines racines ont des multiplicités
plus grandes que 1. Alors, pour chaque i = 1,...,k, on calcule F; = Ker(\;[,, — A) et
on trouve

1 <dim(E;) < m,.
(Le fait que dim(E;) < m; va étre admis). La matrice est diagonalisable si et seulement
si dim(FE;) = m; pour chaque i.

Exemple: Posons

2 0 -1 1 -3 4
B=|(1 1 -1 et C=1[4 -7 8
-1 0 2 6 —7 7

Par calcul direct yg(A) = (A —1)*(A —3) et xc(A\) = (A —3)(A+1)%. En

utilisant le pivot de Gauss, on peut calculer les espaces propres de B. On

trouve
0 1 —1
Ker(I3s—B)=Vect [ [1],(0 et Ker(3l3—B) = Vect | [ —1
0 1 1

On en déduit que B est diagonalisable; une base de vecteurs propres est
donnée par les bases de Ker(I3 — B) et Ker(3/3 — B). Plus précisément, si

on pose
01 —1 1 00
P=110 -1 alors P 'BP=10 1 0
01 1 00 3
Le méme type de calcul pour C' nous permet d’obtenir ses espaces propres,
a savoir
1/2 1
Ker(31; — C) = Vect 1 et Ker(—I3—C)=Vect | |2
1 1

Ainsi C n’est pas diagonalisable.

(iii) Si on travaille sur R il se peut que le polynéme x4 n’ai pas toutes ses racines réelles.
Si c’est le cas (c.a-d. si my + -+ +my < n) alors A n’est pas diagonalisable dans R,
c.a-d. il n’existe pas P € M, (R) inversible telle que P~ AP est diagonale. (Pour voir
si A est diagonalisable dans C, voir les points (i) et (ii).)
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Exemple: Posons

3 =1 0
D=16 -3 2
8§ —6 5

Un calcul direct montre que xp(A) = A>—=5A2+9A—5 = (A—1)(A\2—4\+5).
En utilisant la résolution des équations d’ordre 2, on voit que A\ — 4\ + 5
n’as pas de racines réelles. Ainsi D n’est pas diagonalisable par une matrice

de M, (R).

Si on prend en compte les racines complexes, alors presque tout polynéme admet n racines
distinctes. Il faut avoir quelques notions d’analyse mathématique pour donner un sens précis
a cette affirmation. Informellement, on peut dire que, si A € M,,(C) est prise “au hasard”,
alors elle est diagonalisable. Ou encore que toute matrice A € M,,(C) peut étre approchée
par des matrices diagonalisables.

En général, quand n > 5, les racines de y 4 n’admettent pas d’expression exacte. Ainsi,
on doit se contenter d’approximations numériques pour trouver Sp(A).
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A retenir

e Une application u : R — R™ est linéaire si u(Ax + py) = Au(x) + vu(y) pour tout
r,y e R" et \,v e R.

e Si & = (ey,...,e,) est une base de R" et # € R”, alors Vz(z) est la décomposition de
x dans la base &:

A
Ve(x)=| : o x = Aep+ -+ A\epn.
An

e Pour des bases £ et F de R™ et R™, respectivement, et v : R” — R™ linéaire, u est
représentée dans les bases £ et F par la matrice Matr ¢ € M,, ; c’est 'unique matrice
telle que

Vr(u(z)) = Matz ¢ Ve () Vo e R".
Quand u : R — R", on utilise la méme base pour £ et F.

e La multiplication des matrices correspond a la composition des applications. Une ap-
plication linéaire est inversible si et seulement si la matrice associée 'est (dans une base
quelconque).

e La représentation des vecteurs et des applications linéaires par des matrices dépend des
bases £ et F. Pour passer d’'une base a une autre on utilise la matrice de changement
de base. Pour deux bases £ et Bde E et v € E et u € L(E),

Vg(x) = P&ng(:C) et Matg(u) = Pg%Mat;;(u)Pg,B.

e Pour une matrice carrée A € M,,(R) on dit qu'un vecteur non-nul X € R" est vecteur
propre de A si AX = AX pour un A € R. Le scalaire \ s’appelle valeur propre de A.
L’ensemble des valeurs propres est le spectre de A, noté Sp(A).

e [’ensemble des vecteurs propres pour une valeur propre A est le s.e.v.

E\(A) = Ker(A — \1,).

o )\ € Sp(A) si et seulement si A — AI,, n’est pas inversible.

e La matrice A est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale, c.-a-
d. ¢'il existe P € M, (R) inversible, telle que P~ AP est diagonale.
Pas toutes les matrices sont diagonalisables!

e A est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de R™ formée entiérement de
vecteurs propres de A.
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e Si A est diagonalisable par une matrice inversible P:
AM ... O e o0
plap=|: - |, aloes A*=P|: .. :|PL
0 ... A\ 0 ... M

Les matrices symétriques sont diagonalisables.

Le polynéme caractéristique d'une matrice A € M,,(R) est ya(\) = det(Al,, — A). Ses
racines sont exactement les valeurs propres de A.

La procédure de la partie 4.6.1 pour vérifier si une matrice est diagonalisable.
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Zu wissen

e Fiir eine quadratische Matrix A € M,,(R) nennt man einen Vektor X € R" X # 0,
einen Eigenvektor von A, wenn AX = AX fiir ein A € R. Der Skalar \ heisst Figenwert
von A. Die Menge der Eigenvektoren ist das Spektrum von A, bezeichnet mit Sp(A).

e Die Menge der Eigenvektoren fiir einen Eigenwert A ist der Untervektorraum

E\(A) = Ker(A — \1,,).

e )\ € Sp(A) genau dann, wenn A — A\, nicht invertierbar ist.

e Die Matrix A heisst diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist, d.h.
wenn es eine invertierbare Matrix P € M,,(R) gibt, so dass P~ AP diagonal ist.
Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar!

e A ist diagonalisierbar genau dann, wenn es fiir R” eine Basis bestehend aus Eigenvek-
toren von A gibt.

e A ist diagonalisierbar genau dann, wenn >, g, 4 dim(E)) = n.

e Ist A diagonalisierbar mit einer invertierbaren Matrix P,

Moo 0 N0
plap=|: - |, dannglt A*=pP|: .. :|PL
0 ... A\, 0 ... M

e Jede symmetrische Matrix in M,,(R) ist diagonalisierbar.

e Um die Umkehrbarkeit einer Matrix zu iiberpriifen, benutzt man die Determinante:
A € M, (R) ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.

e Fir A, B € M, (R) gilt det(AB) = det(A) det(B).

e Die Wirkung der elementaren Zeilenumformungen:

— Multiplikation einer Zeile der Matrix mit A multipliziert die Determinante mit \;
— Vertauschen von zwei Zeilen multipliziert die Determinante mit —1;
— Addition einer Zeile zu einer anderen verdndert die Determinante nicht.

Die Determinante kann mit Hilfe des Gauf-Algorithmus berechnet werden.
e Die Determinante einer Diagonalmatrix ist gleich dem Produkt der Diagonaleintrége.

e Das charakteristische Polynom einer Matrix A € M, (R) ist xa(\) = det(Al, — A).
Seine Nullstellen sind genau die Eigenwerte von A.

e Das Vorgehen in Abschnitt 4.6.1, um zu {iberpriifen, ob eine Matrix diagonalisierbar
ist.
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Chapter 5

Géométrie des espaces vectoriels R

On a déja parlé de la représentation des vecteurs de R? dans I’espace de dimension d; pour
tous les exemples on prendra d = 2 ou d = 3. En plus de la structure d’espace vectoriel,
I'espace ambient a des notions de longueur, aire, volume, angles etc. Dans cette partie, on
explique la relation entre ces notions et la structure d’espace vectoriel de R¢.

En mathématiques, les longueurs ne sont pas mesurés en unités; elles sont toutes données
en utilisant comme unité les vecteurs de la base canonique ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), dont la
longueur est prise, par convention, comme égale a 1.

5.1 Produit scalaire, norme, angles

Définition 5.1. Pour x = (z1,...,74) et y = (y1,...,yq) des vecteurs de R?, le produit
scalaire de x et y est

d
(z,y) = Z%‘yi =Ty + -+ TaYa
i=1

La norme (euclidienne) de x est

Izl = v, 2) = \Jad + - + 2.

Observons que (x,x) > 0 pour tout € R% donc que la racine carrée dans la définition de
||| existe.

Proposition 5.2. (a) Pourz,y,z € R et A\ € R
(+y,2)=(z,2) +(y,2)  (Az,2) =Xz, 2),
(T2 4+y) =(x,y) +(z,2),  (x,X2) = Az, 2),
(z,y) = (y, 7).
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On dit que le produit scalaire est une forme bi-linéaire symmetrique.
(b) Pour z,y,z € RY et \€ R

[Az]| = [A] [z,
|z +yll < |zl + [y, (inégalité triangulaire)

|z|| > 0, avec égalité ssi x = 0.

On dit que ||.|| est une norme sur R,
(c) Pour x,y € RY,

(@, y) < [ lyl], (Cauchy-Schwarz)

de plus l’égalité se produit si et seulement si y = 0 ou sil existe X > 0 tel que v = \y
(c.a-d. les vecteurs x ety sont colinéaires et de méme sens).

Preuve: (a) Suit directement de la formule définissant le produit scalaire.

(c) Fixons z,y € R%. Considérons la fonction quadratique f : R — R donnée par

FO) =Ny, ) —2Mz,y) + (z,2)> = (x — Ay, z — Ay).

Par la définition du produit scalaire, on a f(\) > 0 pour tout A € R. Ainsi le discriminant
de cette fonction quadratique est positif, donc

A =4z, y)? — Ay, y) (e, z) > 0,

ce qui implique (Cauchy-Schwarz).

Analysons le cas d’égalité dans (Cauchy-Schwarz). Si y = 0, alors on obtient bien
0 = 0 dans (Cauchy-Schwarz). Supposons par la suite que y # 0. Alors A = 0 si et
seulement si f admet une racine double réelle, donc si et seulement si x = Ay pour un
certain A € R.

(b) Fixons A € R et x,y € R%. Alors

el = /X208 e N20F = V2 fad 42 = e
De plus, par le point (a),

|z +yl* = (z +y, 2 +y) = 2] + 2(z, ) + ||y ]|?
< lzl* + 2l Iyl + lyll* = (=l + llyl)?,

ou l'inégalité suit de (Cauchy-Schwarz). En prenant la racine carrée de cette équation, on
obtient ||z +y|| < |z + [yl

En fin, si ||z]| = 0, alors Zf-l:l z? = 0, donc x; = 0 pour chaque i = 1,...,d, ce qui
revient & = 0. Inversement ||0|| = 0 évidement. O
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T Y1
Remarque 5.3. Si on écrit x = | : | et y = | ¢ | sous forme colonne, alors le produit

Td Yd
scalaire s’écrit comme produit matriciel:

n
(r,y) =2"y=(21,...,2a) | * | =21+ + zaya.
Yd

Interpretation géométrique Lanorme d’un vecteur définie ci-dessus représente la longueur
du vecteur (d’ou le nom de norme euclidienne). Ainsi, pour z,y € RY, la distance entre les
points x et y est la longueur du vecteur x — y, donc est égale a ||z — y||.

Le produit scalaire de deux vecteurs x y peut s’écrire

(@, y) = [lz|[ lyll cos 6, (5.1)

ou 0 € (—m,m| représente 'angle entre les vecteurs = et y. Observons que l'inégalité de

Cauchy-Schwarz nous dit que w € [—1, 1], ce qui nous permet d’écrire ce nombre comme

.T,y
le cosinus d'un angle.

Observons également que (x,y) = ||z||||ly|| si et seulement si cos@ = 0, ce qui revient a
dire que les vecteurs sont colinéaires et de méme sens, ou encore que x = ay pour un « > 0.
Inversement (x,y) = —||z| ||yl si et seulement si cosf = 7, ce qui revient a dire que les

vecteurs sont colinéaires et de sens opposé, ou encore que r = ay pour un «a < 0.

5.2 Orthogonalité

On a vu apparaitre la notion de produit scalaire, qui induit la notion de longueur. Elle induit
également la notion d’angle entre deux vecteurs.

Définition 5.4. Soit (-,-) un produit scalaire sur RY. Deux vecteurs x,y € R® sont dit
orthogonaux si (z,y) = 0. On note ¢ca x L y.

Cette définition est cohérente avec (5.1), vu que cos@ = 0 si et seulement si § = +7/2. De
plus, elle correspond & la notion d’orthogonalité géométrique qu’on a en dimensions deux et
trois. En fin, observons que si x L y alors

lz+yl* = (z+y,z+y) = (2, 2) +2(x,y) + (y,y) = ||lz[|> + |y]* (Pythagore)

Définition 5.5. Soient (-,-) un produit scalaire sur R? et F = (f1,..., fn) une famille de
vecteurs de R.

(i) On dit que F est orthogonale si, pour tout 1 <i < j <n, f; L f;.
(ii) On dit que F est orthonormée si elle est orthogonale et || f;|| = 1 pour tout 1 < i <n.
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(iii) On dit que F est une base orthonormée d’un sous-espace F' de R? si F est orthonor-
mée et est une base de F'.

Proposition 5.6. Soit F = (f1,..., fu) une famille orthogonale de vecteurs non-nuls de
R?. Alors F est libre.

Preuve: Soit F = (f1,..., fn) une famille orthogonale de vecteurs non-nuls de R%. Soient Ay, ..., \, €
R une famille de scalaires tels que Y ;" | Aif; = 0. Alors, pour chaque 1 < j < n, on peut
écrire

0= (f;,0) fJ,ZA £i) —Z Nl i) = Nl (5.2)

Ainsi, A\; = --- = A\, =0, donc la famille est libre. O

Une consequence de cette proposition est que, si F = (f1,..., fq) est une famille or-
thonormée dans R? contenant d vecteur, alors F est une base. En effet, par la proposition
précédente, F est libre; comme le nombre de vecteurs dans F est égal a la dimension de
I'espace R?, F est également génératrice.

La proposition suivante est utile pour décomposer un vecteur dans une base orthonormée.

Proposition 5.7. Soit F = (fi,..., f4) une base orthonormée de Re. Alors, pour tout
xr € R,

=(z, fi) i+ +{z, fa) fa-

Observons donc que les coordonnées de x dans la base F sont particuliérement faciles a
calculer étant donné 'orthonormalité de F.

Preuve: Pour 1 < j < d calculons le produit scalaire

d

(x = (. fi) fis fi) = (@ f3) = D (@ fi) (fis f3) = (&, f3) = (&, f5) = O

=1 =1

IS

Par linéarité on trouve (z — Zf Az, ) fi) Ly pour tout y € Vect(fy,..., fa) = RL Ainsi
(z — Z?:1<$7fi> fi) L (z— Z?:1< s fi) fi), dou ||l — Zi:1<$, fi) fill = 0, ce qui implique
z =i (@, fi) fi O

5.3 Matrices et applications linéaires orthogonales

5.3.1 Définitions
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Définition 5.8. Une application linéaire u : R? — R? est dite orthogonale si et seulement
st

(u(x),u(y)) = (z,y) pour tous z,y € R%

On dit qu’une matrice M € My(R) est orthogonale si c’est la matrice d’une application
linéaire orthogonale dans la base canonique.

Notons £ la base canonique de R?. Si M = Matg(u) est la matrice d'une application
linéaire orthogonale u dans la base &, alors (Me;, Me;) = 0sii# jet 1sii=j. Mais Me;
est la i®™° colonne de M, notons la C;. On conclut donc que Cj, ..., C,; forment une famille
orthornormée.

En fin, observons aussi que (Me;, Me;) = CI'C; est 'entree de la ligne ¢ et la colonne j
de la matrice MTM. Ainsi, on arrive au résultat suivant.

Lemme 5.9. Pour M € M4(R) on a équivalence de
(i) M est orthogonale;
(ii) les colonnes de M forment une famille orthonormée;
(iil) MTM = I,;
(iv) M est inversible et M~ = MT.

Notons O(n) I'ensemble des matrices orthogonales de dimension n. Alors, si M € O(n),
1 =det M*M = det M det M = (det M)?,

donc det M € {£1}. Notons SO(d) les matrices de O(n) de déterminant +1.

Il est évident que 'application successive de deux transformations orthogonales est une
transformation orthogonale. La méme chose s’applique alors aux matrices orthogonales. On
obtient donc le résultat suivant.

Lemme 5.10. Soient u,v : R — R deuz applications linéaire orthogonales. Alors uov est
une application linéaire orthogonale.
Soient A, B € M, deur matrices orthogonales. Alors AB est une matrice orthogonale.

En fin, supposons que € = (ey,...,eq) et F = (f1,..., fa) sont deux bases orthonormées
de R%.  Alors la matrice de changement de base Pr¢ de £ & F est orthogonale et donc
Per= P}}g = PJZQ’ ¢- En particulier, si u est une application linéaire,

Mat;c(u) = Pg’]:Matg (u)Pg,]:.

Cette formule explique 'intérét du théoréme 4.27.
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5.3.2 Dimensions 2 et 3

Dimension 2. Les transformations linéaires orthogonales de R? dont le déterminant vaut
+1 (c.a-d. les ¢léments de SO(2)) sont les rotations. La matrice d’une rotation d’angle 6
cosf) —sinf
sinfl  cos@ )
Un exemple de transformation linéaire orthogonale de R? dont le déterminant vaut —1
est la symétrie par rapport a ’axe horizontale. Sa matrice dans la base canonique s’écrit

1 0
0 -1/
Toute transformation orthogonale de R? de déterminant —1 est la composition de cette

réflexion et d’'une transformation orthogonale de déterminant +1. Ainsi, les transformations
linéaires orthogonales dans R? de déterminant —1 correspondent aux matrices de la forme

(COSQ sin 0 ) avec 0 € [0, 2m).

dans la base canonique s’écrit (

sinff —cos@

Dimension 3. Les transformations linéaires orthogonales dans R® dont le déterminant
vaut +1 (c.a-d. les éléments de SO(3)) sont les rotations dans R3. Chaque telle rotation
est déterminé une axe et un angle de rotation. Si I’axe de rotation est colinéaire au vecteur
(0,0,1) et angle est 6, alors la matrice de la rotation dans la base canonique s’écrit

cosf@ sinf 0
sinf —cosf 0
0 0 1

Si M est la matrice d'une rotation dans R?® d’axe arbitraire, alors il existe une base
orthonormée dont le troisiéme vecteur est ’axe de la rotation. Ainsi, si on change de base,
M s’écrit comme avant:

cosf sinf 0
M = PT [ sinf —cosf 0| P,
0 0 1

pour une certaine matrice orthogonale P et § € [0, 27).

Passons aux matrices orthogonales de dimension 3 et de déterminant —1. Vu que pour
les matrices A de dimension 3, det(—A) = —det A, une matrice M est orthogonale de
déterminant —1 si et seulement si —M € SO(3).

5.4 Projection orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel de R?. On pose
Ft={zcR*: 2 Lypourtout y € F}.

Proposition 5.11. F* est un sous-espace vectoriel de R de dimension dimF+ = d —dimF'.

Preuve: Admis. O
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Proposition 5.12. (a) Pour tout x € RY, il existe une unique décomposition

x = projp(x) + projp. (),

avec projp(z) € F et projp.(x) € F*.
(b) L’application x — projp(z) est linéaire.
(c) On a

|z — projp(z)| = min [l — y|| =: dist(z, F),
yeF

et projp(z) est le seul y € F qui réalise le minimum dans [’équation précédente.

Preuve: Admis. O
Calcul de la projection orthogonale quand dim(F) = 1. Si dim(F) = 1, alors F =
Vect(y) pour y € R? avec y # 0. Dans ce cas,

. (z,y)
prOJVect(y)<x) = Hy”2 Y.

Calcul de la projection orthogonale en général. Soit £ = (ey,...,eq) est une base
orthonormée et supposons pour commencer que F' = Vect(ey,...,e;) pour un certain 1 <
k <d. Alors
k
prOjVect(el,..,,ek)(x) = Z(l’, €i> €i.
i=1

Dans le cas ou F' est un sous-espace vectoriel de dimension générale k, on peut construire une
base orthonormée (ey,...,eq) de RY de telle sorte que ey,...,e, € F. On utilise pour cela
I'algorithme de Gram-Schmidt. Pour calculer proj,(z) on utilise alors la formule précédente.

aq bl
Produit vectoriel. On se place ici dans le cas de R3. Soient a = [ as | et b= [ by | deux
as bs
vecteurs de R3. Alors le produit vectoriel de a et b est défini par
(&1
axb=1c avec ¢; = det a2 by , co = —det a by , c3 = det @ by )
c az b3 az b3 az by
3

Le vecteur a x b obtenu ainsi est

e orthogonal & Vect(a, b);
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e |laxb|| =|lal|b]| sin@ ou @ € [0, 7] est 'angle entre les deux vecteurs a et b;

e le sens est donnée par la régle de la main droite: si I'indexe de la main droite pointe
dans la direction de a et le majeur dans celle de b, alors le pouce pointe dans la direction
de a x .

Observons que a X b est de norme 0 si a et b sont colinéaires. Plus généralement, ||a x b||
représente 'aire du parallélogramme de cotés a et b. De plus, si a, b engendrent un espace de
dimension 2, alors

(x,a x b)

Vect(a,b)*t = Vect(a x b) et PIO]vect(a,p)L (T) = Tax o2 a x b.

Le produit vectoriel a les mémes propriétés que le produit sur R (associativité, distributivité)
avec une exception importante: il est anti-commutatif. En effet, a x b = —b x a.

Régression linéaire. Supposons qu’on dispose d’un grand nombre d’observations, chacune
formée de d + 1 nombres: (a;1,...,a;4,b;) € R4! pour i = 1,...,n. Les données ont
une structure particuliére: les variables a;1, . .., a;4 (appelées variables explicatives, variables
indépendantes, variables exogénes ou encore prédicteurs) sont essentiellement aléatoires, mais
elles donnent une information sur les variables b; (qu'on appelle des variables expliquées,
variables dépendantes, variables endogénes ou encore réponses). La dépendance des variables
expliquées en termes des variables explicatives est supposée (approximativement) linéaire:

by = a1 + -+ a;qxq + € pour chaque 1 < i < n, (5.3)

ou x1,...,rq € R sont des paramétres et €1, ...,¢, € R sont des erreurs. Observons que (5.3)
s’écrit sous forme matricielle comme

B=AX +¢
b Ty €1
avec B = € Mn,la A= (aij)lgign € Mn,d; X = c Md,l et € = S Mn,l-
1<j<d
b, Tq €n
On dit que les parameétres xq,. .., x4 explique bien la dépendance linéaire si les erreurs
dans (5.3) sont petites. Evidement, le mieux est d’avoir ¢ = .-+ = ¢, = 0, ce qui revient a

AX = B. Si cela n’est pas possible, on va choisir X de maniére & minimiser ’erreur totale:

2 2

lel* = €+ + e

En pratique, le nombre d de variables explicatives est petit (par exemple d = 1,2 ou 3)
alors que le nombre d’observations est grand. Il est alors peu probable que le systéme linéaire
AX = B de n équations a d inconnues admettent une solution.

On va dire que X est solution du probléme des moindres carrées si

|AX — B|| = min{||[AY — B|| : ¥ € M.}
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Rappelons que {AY : Y € My} =Im(A) et donc que
min{||[AY — B|| : Y € My} =min{||B — Z|| : Z € Im(A)} = dist(B, Im(A)).

La projection orthogonale nous dit alors qu'il existe exactement un Z € Im(A) qui réalise ce
minimum, notamment B = proj,4)(B). Ainsi, X est solution du probleme des moindres

carrées si et seulement si AX = B.

Supposons par la suite que les colonnes de A forment une famille libre de R" (cela est
généralement le cas, car il s’agit d’un petit nombre de vecteurs dans un espace de trés grande
dimension). Alors le systéme linéaire de n équations a d inconnues AX = B admet une
unique solution. De plus, la matrice AT A € M4 est inversible. En fin, dans cette situation,
on a équivalence de:

(a) X est solution du probléme des moindres carrées;

(b) AX = B;

(c) ATAX = ATB;

(d) X = (ATA)1ATB.
Observons que la résolution de (c) est relativement simple, il s’agit de résoudre un systéme
de d équations a d inconnues.

Preuve: On viens de voir que (a) et (b) sont équivalents. D’autre part, (c) et (d) sont trivialement
équivalents car AT A est inversible.
Pour voir que (b) implique (c), notons C1,...,Cy les colonnes de A et rappelons que
Im(A) = Vect(C1,...,Cyq). Alors, par la définition de B, (Cy,B — B) = C'JT(B -B)=0
pour tout 1 < j < d. Ainsi AT(B — B) = 0, ce qui s’écrit encore ATB = ATB. 1l s’en suit
que si AX = B, alors ATAX = ATB = AT B.
En fin, montrons que (c) implique (b). Les deux systémes linéaires AX = B et
AT AX = AT B ont une seule solution chacun. D’autre part, on vient de montrer qu’une
solution du premier est aussi solution du deuxiéme. Cela implique qu’ils ont exactement
la méme solution. O
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A retenir

e La définition du produit scalaire (z,y) = Zle z;y; sur R%; les propriétés de bi-linéarité
et symétrie.

e Que ||z]| := /(z,x) est la norme euclidienne sur R?; ses propriétés; l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. La norme représente la longueur des vecteurs; ||z — y/|| est la distance
entre les points x,y € R%.

e On dit que z est orthogonal & y (noté x L ) si (x,y) = 0. Si z L y, alors ||z +y||* =
(1 + 11y 1.

e Une base (e;)1<i<q est dite orthonormée si e; L e; pour ¢ # j et ||e;|| = 1 pour chaque 1.
La décomposition d'un vecteur = dans une base orthonormée est simple a calculer:

e Une matrice M € M, est orthogonale si M~! = M7, Une telle matrice correspond &
une transformation de l'espace qui préserve le produit scalaire (et par conséquent les
distances et les angles). Elle correspond également & un changement de base, d’une
base orthonormée vers une autre.

e Pour F sous-espace vectoriel de R?, la projection orthogonale projx(z) sur F' d’un point
r € R? est le point de F' le plus proche de z.
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Chapter 6

Espaces vectoriels généraux

Dans ce chapitre on reprend les notions des chapitres 1, 2 et 4 dans le cadre plus général
des espaces vectoriels quelconques. La plus part des notions s’adaptent directement, on
retrouvera donc beaucoup de définitions et résultats déja énoncés.

6.1 Définitions et exemples

On va étudier ici seulement les espaces vectoriels sur le corps des nombres réels R. On va
souvent appeler les nombres réels des scalaires.

Définition 6.1. Soient E un ensemble non-vide et + : E?> — E et - : R x E — E des
opérations (c.-a-d. des fonctions). On dit que E est un espace vectoriel® (e.v.) si les
propriétés suivantes sont satisfaites pour tous éléments x,y,z € E et A\, u € R:
(i) c+y=y+x (commutativité de +);
(ii) (x+y)+z=a+ (y+ 2) (associativité de +);
(111) il existe un élément O € E tel que u+ 0 = u pour tout u € E;

(iv) pour chaque u € E, il existe un élément —u € E tel que u+ (—u) = Og;

(v) X+ (p-z)=(A\p) - x (associativité de -);
(vi) A+ p)-z=X-s+p-o (distributivité pour +);
(vit) N (x+y) =X+ Xy (distributivité pour +);

(viti) 1-x = x.

Les éléments de E sont appelés vecteurs'.

() Vektorraum
(i) Vektoren
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Proposition 6.2.
(a) L’élément Og est unique et on Uappelle I'élément neutre®™) pour I’addition.
(b) Pour chaque x € E, lélément —x qui satisfait la propriété (iv) est unique. On
Uappelle Vinverse®™ de x.

Preuve: (a) Notons u,v € E deux éléments avec la propriété (iii). Alors
U=U+vV=v+u=0,
ou la premiére égalité est donné par le fait que v satisfait (iii), et la derniére par le fait
que u satisfait (iii). Ainsi u = v.

(b) Soient 2 € E et deux éléments u,v € F tels que x + u = x + v = 0p. Alors

v=v+0g=v+or+u=0g+u=u.

Proposition 6.3. (Quelques propriétés de base) Soient E un espace vectoriel, x € E et
A€ R. Alors

( ) 0 x_OE;

(b) (=1) -z = —a;

(C) A OE—OE,

(d) si A\-x=0g, alors A\ =0 ou x = 0.

Preuve: Soit z € Eet A€ R. (a) On a
0-24+0-2=(0+0)-2=0-z.
En additionnant le vecteur —(0 - x) a cette ’égalité on obtient
0-2=0-2+0-24+(-0-2)=0-2+4+(-0-2) =0g.

(b) Par le point (viii) de la définition d’espace vectoriel, et par le point (a) déja démontré,
on a

(-)-z+z=(-1)-2+1-2=(-1+1)-2=0-2=0g.
(¢c) Si A =0, on a bien N\0g = 0g par le point (a). On peut donc se limiter au cas A # 0.
Alors, pour y € E, on a

1 1
A —\- A=y =)\ =N =y =
Op+y 0p + A Y (0E+>\y) N Y=Y

(i) neutrales Element
(V)inverses Element
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ce qui prouve que A0g a la propriété définitoire de Og. Par unicité de Og on a bien
A0g = 0g.
(d) Supposons que Az = 0g et que A # 0. Montrons alors que z = 0g. En effet, on a

1

=—Az=—-0g=0g
X x b\ E E

1
)
0

Remarque 6.4. Alors que les conditions de la définition 6.1, ainsi que leur conséquences
(propositions 6.2 et 6.3) peuvent sembler trop nombreuses et compliqués a retenir, ce dont
on doit se souvenir est:

Dans un espace vectoriel E on peut faire des sommes de vecteurs et on peut multiplier les
vecteurs par des nombres (qu’on appelle des scalaires). Les régles usuelles d’addition et
multiplication s’y appliquent.

Attention: Ce qu’on ne peut pas faire (pour A € R et z,y € F) est

e faire la somme entre un scalaire et un vecteur (ne jamais écrire A + z);
e ¢écrire un produit avec le scalaire a droite (ne pas écrire x);
e faire un produit de deux vecteurs. Pour l'instant z - y n’as aucun sens.

Désormais, quand aucune ambiguité est possible, on supprime l’indice E de 0.

6.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 6.5. Soit (E,+,+) un espace vectoriel. Un ensemble F' C E est appelé sous-
espace vectorielVde E si (F,+,-) est un espace vectoriel.

Attention! L’addition et la multiplication par une constante utilisées pour F' sont celles de
Uespace vectoriel (E,+,-).

Proposition 6.6. Soit (E,+,-) un espace vectoriel et F C E un sous-ensemble non-vide
de E. Alors F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si les deux conditions
sutvantes sont vérifiées:

(a) pour tout x,y € F, x+y € F,

(b) pour tout x € F et A\ € R, Az € F.

) Untervektorraum
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De plus, les deux conditions peuvent s’écrire de fagon plus compacte comme:

pour tout z,y € F et A € R, M +y€eF. (6.1)

Preuve: Soit (E,+,-) un espace vectoriel et F' C E un sous-ensemble non-vide de F.

Si F est un espace vectoriel, alors les conditions (a) et (b) sont évidemment satisfaites.

Supposons maintenant que (a) et (b) sont satisfaites et montrons que F' est un espace
vectoriel. Les hypothéses (a) et (b) montrent que les opérations + et - sont bien définies
sur F. Il suffit donc de vérifier les conditions de la définition 6.1.

Les conditions (i) (ii) (v) (vi) (vii) et (viii) sont des propriétés des opérations + et -,
elles restent donc valables sur F'. Il reste a montrer (iii) et (iv)

Soit # € F (un tel élément existe car F' # () par hypothése). Par (b) et la proposi-
tion 6.3, 0Og = 0-x € F, ce qui prouve (iii). De méme —x = (—1) -z € F, donc (iv) est
aussi satisfait.

En fin, montrons que la condition (6.1) est équivalente a (a) et (b). En effet, supposons
que (a) et (b) s’appliquent & F. Soient x,y € F et A € R. Alors, en appliquant (b) on
obtient Az € F. En appliquant (a) & Az et y, on obtient \x +y € F.

Inversement, supposons que (6.1) s’applique a F. Alors, en écrivant cette relation
pour A = 1, on obtient (a). De plus, comme F est non-vide, il existe z € F et donc
0=—-x+4+2x=(-1)-z+x € F. Alors, la relation (6.1) pour y = 0 donne (b). O

Remarque: si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, alors O € F' (voir la
preuve de la proposition pour 'explication de ce fait).

Exemples On donne ici quelques exemples d’espaces et sous-espaces vectoriels qu’on va
reprendre a plusieurs reprises plus tard dans le cours.

1. L’exemple le plus simple d’espace vectoriel qui vient & I'esprit est R? pour d > 1. On
a déja étudié ses propriétés.

2. L’ensemble R[X] des polyndmes a coefficients réels, munit de 'addition standard et de
la multiplication par une constante standard est un R-espace vectoriel.

3. Soit X un ensemble quelconque et F(X,R) I'ensemble des fonctions de X dans R.
L’addition dans F(X,R) est définie composante par composante. La multiplication
par un scalaire aussi. Ainsi, pour f,g € F(X,R) et A € R, les fonctions f+g: X — R
et A f: X — R sont définies par

(f+9)(z)=f(x)+g(x) et (A f)(x)=Af(z), pourtoutze X.

Muni de ces deux opérations, F(X,R) est un espace vectoriel.

4. Un cas particulier du point précédent est 'ensemble des suites £(R) = RN := F(N, R).
Une suite réelle, notée (a,)nen est une famille de nombres réels indexée par les nom-
bres naturels. L’addition et la multiplication par un scalaire se font composante par
composante, comme pour les fonctions.

5. Les suites définies par une relation de récurrence forment un sous-espace vectoriel de
((R) (voir section 6.5).
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6. L’ensemble des solutions d’'un systéme linéaire homogéne forment un espace vectoriel
(voir la partie 1.1).

Exercice 6.1.
Prenons £ = R[X].

(a) Soit FF={P € R[X (
(b) Soit G = {P € R[X (0) = 1} C E. Montrer que G n’est pas un s.e.v. de E.
(c) Soit H={P € R[X]: degP <4} C E. Montrer que H est un s.e.v. de E.

(d) Soit I ={P € R[X]|: deg P =4} C E. Montrer que I n’est pas un s.e.v. de E.

|: P(0) =0} C E. Montrer que F est un s.e.v. de E.
| PO

6.3 Base, dimension finie, dimension

6.3.1 Familles libres, génératrices

Fixons pour le reste du chapitre un espace vectoriel £. Dans cette partie on va considérer
a plusieurs reprises des familles finies de vecteurs x4, ...,z, € E. Pour une telle famille, on
appelle combinaison linéaire™" de z, ..., x, tout vecteur de la forme

/\lxl +--+ )\nl‘na

ol A1,..., A\, € R sont des scalaires quelconques.
Définition 6.7. Soit x1,...,x, € E une famille finie de vecteurs. Le sous-espace vectoriel
de E engendré par (x1, ..., 1,)"est

Vect(z1,...,2,) := {1+ -+ Xyt A1, ., Ay € R}

On dit que la famille (xq,...,x,) est génératrice (pour E) si Vect(zy,...,x,) = E.

En d’autres termes, Vect(xy,...,x,) est 'ensemble formé de toutes les combinaisons
linéaires de xy,...,x,. La famille (z1,...,2,) est dite génératrice si tout vecteur de E
peut s’écrire comme combinaison linéaire de x1,. .., x,.

L’ordre des vecteurs x4, . . ., z,, n’affecte pas l'espace qu’ils engendrent, donc ni le fait que

) ) Y
la famille soit génératrice ou pas.

Remarque 6.8. La définition de Vect(zy,...,x,) ci-dessus nécessite une preuve. En effet
Vect(xy, ..., x,) est défini comme un sous-ensemble de E, non-pas comme un sous-espace vec-
toriel. Il faut ainsi montrer (en utilisant la proposition 6.6 par exemple) que Vect(z1, ..., x,)
est en effet un sous-espace vectoriel de F.

("D Linearkombination
(vilineare Hiille von (1, ...,z,), aussi notée span(zy, ..., x,)
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Preuve du fait que Vect(x1,...,z,) est un s.e.v.: Prenons x1,...,2, € E une famille finie de
vecteurs. Alors, Op = 0-21+---+0-2,, € Vect(x1,...,z,). En particulier Vect(zy,...,x,)
n’est pas vide.

Soit u,v € Vect(z1,...,x,). Alors on peut écrire

u=Mx1+ -+ ATn € v=p1T1+ -+ UpTn,
pour des scalaires A1,..., A\, € Ret pi1,..., uy, € R. Ainsi, pour tout v € R:

utv=N+p) 1+ + M+ ppn) xn € Vect(zq,...,x,) et
vu =vA - x1+ -+ VA, - @y € Vect(z, ..., 2p).

Par la proposition 6.6, on conclut que Vect(zq,...,z,) est un sous-espace vectoriel de E.

O]

Exemple: Dans l'espace vectoriel R? la famille ((0,1);(1,0)) est génératrice. En effet, tout
vecteur (a,b) € R? s’écrit (a,b) =b-(0,1) 4+ a- (1,0).
Dans l'espace vectoriel R3, la famille ((1,1,0); (0,0, 1)) n’est pas génératrice. En
effet, le vecteur (0, 1,0) ne peut pas s’écrire comme « - (1,0,0) + - (0,1,1) avec
a, B eR.
On peut voir que

Vect((1,1,0);(0,0,1)) = {(a,b,c) € R*: a = b}.

On peut aussi facilement se convaincre que Vect((1,1,0);(0,0,1)) est un s.e.v. de

R3. 11 s’agit du plan vertical qui passe par la diagonale z = y du plan horizontal.
Voir I'image.

Définition 6.9. Soit x1,...,x, € E une famille finie de vecteurs. On dit que la famille
(z1,...,2,) est lite (ou lincairement dépendante)V)s’il existe des scalaires A1, ..., A, € R
non tous nuls, tels que

ANxy+ o+ Az, = 0.

Une famille qui n'est pas lice est dite libre (ou linéairement indépendante)™).

(Vi) linear abhéngig
()]inear unabhingig
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En d’autres termes, une famille est liée s’il existe une combinaison linéaire non-triviale de
ses vecteurs qui vaut 0. Bien évidemment, le fait qu’une famille de vecteurs est libre ou liée
ne dépend pas de 'ordre des vecteurs.

Si on désire montrer qu'une famille (z1,...,x,) de vecteurs est libre, on peut considérer
des scalaires A1, ..., A\, € R tels que \jz1 + -+ -+ Az, = 0 et déduire que Ay =--- =\, = 0.
Inversement, si on veut montrer que la famille est liée, le plus simple est d’exhiber une
combinaison linéaire non-triviale de x4, ..., x, qui vaut 0.

Exemple: Dans I'espace vectoriel R? la famille ((0,1);(1,0)) est libre. En effet, si A, u € R
sont tels que A+ (0,1) + p - (1,0) = (A, ) = (0,0), alors A = = 0.
Par contre, la famille ((0,1); (1,0);(1,1)) est lice. En effet, on a

1-(0,1) +1-(1,0) + (=1) - (1,1) = (0, 1) + (1,0) — (1, 1) = (0,0).

Remarque 6.10. Le fait qu'une famille (z1,...,z,) de vecteurs d’un espace vectoriel E est
libre est quelque chose qui dépend uniquement de x4, ..., z, pas de 'espace ambiant F. Plus
précisément, si F' est un s.e.v. de E et x1,...,x, € F, alors le fait que la famille (x4, ..., z,)

est libre ne dépend pas de si on la considére comme famille de F ou de F'. A 'opposé, le fait
qu’'une famille est génératrice dépend essentiellement de I'espace global E. En effet, méme si
(x1,...,2,) nest pas génératrice pour E, elle est toujours génératrice pour Vect(zy,...,x,).

Ainsi, dit tout simplement qu'une famille est libre ou liée, mais insiste souvent qu’une
famille est génératrice pour un espace E.

Le lemme suivant offre un critére pratique pour montrer qu'une famille de vecteurs est
liée.

Lemme 6.11. Soit (x4, ...,x,) une famille de vecteurs de E. Alors elle est liée si et seule-
ment s’il existe un vecteur x; qui s’écrit comme combinaison linéaire des autres. Plus pré-
cisément si et seulement s’il existe i € {1,...,n} et des scalaires A1, .., Ni—1, Nit1,--+, \n
tels que
=Mz + - F Ao Ao+ ATy = Z AjTj.
J#i

Exemple: En général le fait qu'une famille est libre ou liée n’implique pas le fait qu’elle est
génératrice ou pas. Donnons des exemples pour les quatre situations possibles;
on va se placer dans l’espace vectoriel R?:
La famille (1,0); (0, 1) est génératrice et libre.
La famille (1,0);(1,1);(0,1) est génératrice et lice (car (1,1) = (1,0) + (0,1)).
La famille formée uniquement du vecteur (1,0) est libre mais pas génératrice.
La famille (1,0);(0,0); (2,0) n’est pas génératrice et est lice.

Exercice 6.2.
Démontrer le lemme 6.11
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Exercice 6.3.
Montrer que dans un espace vectoriel £

(a) Toute famille de vecteurs contenant le vecteur O est lie.
(b) Toute famille de vecteurs contenant deux fois le méme vecteur est liée.

(c) Soit (x1,...,z,) une famille de vecteurs de E, i € {1,...,n} et A € R, A # 0. Alors
les affirmations suivantes sont équivalentes
(i) (x1,...,x,) est libre,
(ii) (z1,...,2, + ;) est libre,
(iii) (z1,...,Az,) est libre.

Exercice 6.4.

Montrer que pour une famille finie de vecteurs zy,...,x, € E, Vect(xy,...,x,) est le plus
petit sous-espace vectoriel de E contenant x4, ..., xz,.
En d’autres termes, si F' est un sous-espace vectoriel de E contenant xq, ..., x,, montrer que

Vect(xy,...,x,) C F.

Exercice 6.5.

Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E. Montrer que
(i) Si(xy,...,x,) est libre, alors (xq,...,x,_1) est aussi libre;
(i) Si (z1,...,2,-1) est génératrice, alors (xq,...,x,) est aussi génératrice.
Plus généralement, montrer que Vect(zy,...,x,—1) C Vect(zy,...,z,).

Exercice 6.6.
Soit (x1,...,2,) une famille génératrice de E. Montrer que, si x,, € Vect(xy,...,2,_1), alors
(1,...,2,_1) est aussi génératrice.

6.3.2 Dimension finie; théorémes essentiels

Définition 6.12. Un espace vectoriel E est dit de dimension finie™, sl existe une famille
finie de vecteurs de E qui est génératrice pour E.

Définition 6.13. Soit E' un espace vectoriel. On dit qu’une famille zq,...,x, € E est
une base®™de E si et seulement si (11, ...,,) est libre et génératrice.

() endlich-dimensional
(xi) Basis
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Exemple: Considérons 'espace vectoriel R? avec d > 1 et la famille de vecteurs £ =

e1,...,€eq) ol les composantes de e; sont toutes 0 & part la ¢ qui vaut 1:
(1, ¢€a) p p q

0

< ®m° Jigne

™
Sh
I
—_

0
Alors, € est une base de R?. En effet

& est génératrice car © = (xq,...,14) € RY s’écrit © = x1eq + - - - + Tq€4.
£ est libre car, si A\je; + -+ A\geq = 0 avec Ay, ..., \g € R, alors

0 Al

: =Nep+ -+ Ajeg = : )

0 Ad
donc A\ =---=X; = 0.

Cette base est souvent appelée la base canonique de R?. Toutefois, cette base

n’est pas I'unique base de R?¢; pour tout d > 1, il existe une infinité de bases de
R4,

Théoréme 6.14 (Théoréme de la base extraite). Soit E un espace vectoriel de dimension
finie et x1,...,x;m € E, avec m > 0, une famille génératrice. Alors il existe n < m et des
indices i1, ... i, € {1,...,m} tels que (x;,,...,x;, ) soit une base de E.

En d’autres termes, toute famille génératrice finie de E contient une base.

Preuve: Dans le cas dégénéré ou E = {0}, la famille vide est une base de E, elle est donc contenue
dans toute famille génératrice. Supposons désormais que E # {0}.

On va procéder par 'absurde. Supposons qu’il existe au moins une famille génératrice
de E ne contenant pas de base de E. On peut alors fixer une telle famille z1, ..., z,, avec
un nombre m de vecteurs minimal. Comme E # {0}, on a m > 1.

Par hypotheése la famille (z1,...,2,) n’est pas une base. Comme elle est génératrice,
elle est nécessairement liée. Ainsi, par le lemme 6.11 il existe un vecteur x; avec 1 < i <m
et des scalaires Aq,..., A\, tels que

T; = Z )\jfl)j.

J#i
On peut supposer sans perte de généralité que i = m.
Il s’en suit que x,, € Vect(z1,...,xm,m—1). Par I'exercice 6.6, la famille (z1,...,2m—1)
est donc génératrice. De plus, comme il s’agit d’une sous famille de (x1,...,zy,), elle ne

contient pas de base de /. Ceci contredit la minimalité de m, et la preuve est compléte. [
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Une autre facon de voir la preuve du théoréme 6.14 est d’éliminer des vecteurs de la famille
génératrice (z1,...,x,) jusqu’a ce qu’elle devienne libre. On va faire cela sur un exemple.

Exemple: L’espace vectoriel qu’on considére est Ro[X], 'espace des polynomes de degré au
plus 2. Soient P la famille formée des polynomes suivants de Ro[X]:

P(X)=X?*+2X +1, Q(X) = X*+2X +2,
R(X)=X*+X +3, S(X) =2X +2, T(X)=0.

On va admettre pour l'instant que P est génératrice (on va le prouver plus tard).
Est-ce que P est libre? Ce n’est pas le cas, car P contient le vecteur nul (a

savoir T'). Eliminons ce vecteur de P. Ainsi, on pose P’ = (P,Q, R, S).

On se pose a nouveau la question: est-ce que P’ est libre? Ce n’est toujours pas

le cas. En effet

_9P(X) +3Q(X) — R(X) — %S(X)
=(243-DX*+(-4+6-1-1)X+(-2+6-3—-1)=0.

Ainsi, R € Vect(P, @, S), on peut donc éliminer R de P’. On pose P” = (P, @, S).
Montrons maintenant que (P,Q,S) est libre. Soient A\, u,v € R tels que
AP(X) + pQ(X) +vS(X) = 0. Cela revient a

A+ 1) X%+ (2N + 20+ 20) X + (A +2u + 2v) = 0.
Ca s’écrit de fagon équivalente

A+ =0
2 +2pn+2v =0
A2u+2v =0.

Ce systéme se résout facilement (on va le résoudre un peu plus bas en toute
généralité) et on obtient A = p=v = 0. Ainsi (P, Q, S) est une famille libre.

En fin, montrons que (P,(Q,S) est génératrice. Prenons donc un élément
U € Ry[X]; U(X) = aX? + bX + ¢ et montrons qu’il existe o, 3,7 € R tels que
aP(X) + pQ(X) +vS(X) = U(X). Cela revient a

a+p =a
204+ 28 +2y =b
a+26+2y =c

On résout le systéme comme suit. En soustrayant la troisiéme ligne a la deuxiéme
on se rameéne au systéme équivalent:

a+p =a
o} =b—c
a+28+4+2y =c.
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On soustrait la deuxiéme équation a la premiére pour trouver

Ié] =a—b+c
o =b—c
a+20+2y =c

En fin, cela est équivalent a

B =a—-b+c
a =b-c
v :—a+%b.

Ainsi on trouve que le systéme admet une unique solution. L’existence des so-
lutions nous indique que (P, Q,S) est génératrice pour Ry[X]; 'unicité indique
qu’elle est une base.

Corollaire 6.15. Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base finie.

Preuve: Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (x1,...,z,) une famille génératrice de
E (une telle famille existe par la définition de la dimension finie). Par le théoréme 6.14,
(z1,...,zy) contient une base de E. O

Théoréme 6.16 (Théoréme de la base incompléte). Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion finie et xq,...,x, € E, avec m > 0, une famille libre. Alors il existe n > m et des
vecteurs Toyy1, - - ., Ty tels que la famille (1, ..., x,) soit une base de E.

Preuve: Soit by, ..., by une famille génératrice de E (I’existence d’une telle famille est garantie par
le fait que E est de dimension finie). On va décrire ici un algorithme pour trouver une
base a partir de (z1,...,Zm).

Soit ig le plus petit indice i tel que b; ¢ Vect(zy,..., 2 ), si un tel indice existe, et
posons Tm+1 = b;,. S’il n’existe pas de tel indice, ’algorithme est fini et on a by,...,bq €
Vect(z1, ..., 2Zm).

On reprend le processus. Ainsi, pour k > 1, soit i le plus petit indice ¢ tel que
bi ¢ Vect(z1,...,Tm+k), sl un tel indice existe, et posons Ty4x+1 = b;,. S’il n’existe pas
de tel indice, 'algorithme finit et on a by, ...,by € Vect(z1, ..., Tmik)-

Remarquons que cet algorithme finit bien en un nombre fini d’étapes. En effet, par
construction, la suite ig, 71, ... est strictement croissante, elle a donc au plus d éléments.

Soit k € {0,...,m} Pétape a laquelle 'algorithme finie (c.-a-d. c’est le plus pe-
tit k pour lequel i n’est pas défini). Alors by,...,by € Vect(x1,...,Zmek), dou E =
Vect(by, ..., bq) C Vect(z1,...,Tm+k). En conclusion la famille xy, ..., x4k est généra-
trice.
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Pour montrer qu’elle est une base de E il nous reste a montrer que x1,..., ZTm+k €st
libre. Supposons que ce n’est pas le cas et prenons Ar,..., A\pix € R une famille de
scalaires non-tous nuls, tels que A\jz1 + - - - + Atk Tm+r = 0.

Soit j le plus grand indice tel que A; # 0. Il y a deux possibilités. Soit j < m. Dans
ce cas la, \yx1 + - + Az = 0, ce qui contredit le fait que z1,...,z,, est libre. Soit
j > m. Ecrivons alors j =m+ £+ 1, avec £ > 0. On a

_Al _)\erZ

l‘j:bQ:T.fl‘f‘"'"f' N
J J

e € Vect (X1, ..., Typr).

Cela contredit le choix de iy dans l'algorithme décrit ci-dessus. O

Théoréme 6.17. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le méme
nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de E et est noté dim(FE).

Le théoréme précédent est trés important. En effet, quand on pense & R¢ on dit na-
turellement qu’il s’agit d'un espace de dimension d. Cela vient du fait qu'on pense a la base
canonique (eq, ..., eq) qui contient d vecteurs. Il est en effet naturel de définir la dimension
comme le nombre de vecteurs d'une base. Pourtant, si on regarde R? comme espace vectoriel,
il n’y a pas de raison de distinguer la base (ey,...,e4) des autres bases. Ainsi, on a besoin
de savoir que le nombre de vecteurs des différentes bases d’un espace vectoriel ne dépend pas
de la base.

La preuve du théoréme qu’on donne ici est conceptuellement compliquée. Une preuve
basée sur le Pivot de Gauss (voir la partie 1.3) est plus facile & comprendre.

Preuve: On va procéder par l'absurde. Supposons qu’il existe un espace vectoriel E avec deux
bases ne contenant pas le méme nombre de vecteurs. Soit (z1,...,,,) une base avec un
nombre minimal de vecteurs. Prenons une autre base (y1,...,y,) de E, avec strictement
plus de vecteurs, mais avec un nombre maximal de vecteurs en commun avec (1, ..., Zny).

Sans perte de généralité, on peut supposer que les vecteurs communs de ces deux bases
sont x1 = y1,...,Tk = Yg, pour un certain 0 < k < m.

Si k = m, alors, comme (z1,...,2,) est génératrice, y,+1 € Vect(z1,...,Tm) =
Vect(yi1,...,ym). Cela contredit le fait que la famille (y1,...,yy,) est libre.

Si k < m, on va construire deux bases de tailles différentes contentant k + 1 vecteurs

en commun. Comme zj41 € Vect(yi,...,yp) il existe A1,..., A, € R tels que
Thr1 = My1 + -+ Al (6.2)
Soit Ay le dernier des Aj,..., A, qui est non-nul (il existe au moins un A; non-nul car

Tp1 # 0). Sil <k, alors

Tht1 = Myt + -+ Agye = Az + -+ Ay,

ce qui contredit le fait que x1,...,x,, est libre.

On peut donc se limiter au cas £ > k. Alors on peut écrire y, = )\%(ask“ — Zf;% Aili).
Ainsi yp € Vect(Y1, .-, Yo—1, Thot1, Yot1s - - - Yn). Mais comme la famille (y1,...,ym) est
génératrice, on déduit que (y1,...,Yr—1, Tkt1,Yet+1,---,Yn) L'est aussi.
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Montrons que la famille (y1,...,%—1, Tk+1, Yo+1,---,Yn) est aussi libre, pour déduire
que c’est une base de E. Soit u1, ..., un € R tels que

piyr + - pe—1Ye—1 + peTrg1 + e Yer1 + o+ pnYn = 0.
Alors, vu (6.2), on a
(1 + peA)yn + -+ (o1 + pede—1)ye—1 + peXeye + preg1yest + -+ pnyn = 0.
Vu que la famille (y1,...,y,) est libre, on a
M1+ pgAL = - = peo1 + peAe—1 = pgAe = plopr = - = i = 0.

Comme Ay # 0, on déduit que py = 0, puis que

On viens donc de montrer que (Y1, ..., Yr—1, Tkt1, Ye+1, - - - » Yn) €st une base. De plus, elle
a k + 1 vecteurs en commun avec (z1,...,%n), ce qui contredit la minimalité de k. O
Proposition 6.18. Soient E un espace vectoriel de dimension d < oo et € = (eq,...,ey)

une famille de vecteurs de E.
(i) Si & est libre, alors n < d. De plus, si n = d, alors € est une base de E.

(il) Si € est génératrice, alors n > d. De plus, si n = d, alors £ est une base de E.

Preuve: Commengons par le point (i). Supposons que €& = (e, ..., ey,) est libre. Par le théoréme 6.16,
on peut compléter (eq,...,e,) en une base (e1,...,€ntm) pour un certain m > 0. Mais
le théoréme 6.17 indique alors que m + n est la dimension de E, & savoir d. Ainsi
n=d—m <d.

De plus, si n = d, alors m = 0, donc la famille (e, ..., e;,) est une base.
Passons au point (ii). Supposons que £ = (eq,...,e,) est génératrice de E. Par le
théoréme 6.14, (eq,...,e,) contient une base de E. De plus, par le théoréme 6.17, cette

base contient exactement d vecteurs. Ainsi d < n.
De plus, si d = n, la base contenue dans & contient n vecteurs, donc est égale a £. [

Exercice 6.7.

Montrer qu’un espace vectoriel E/ n’est pas de dimension finie si et seulement s’il existe une
suite infinie de vecteurs x1, xq, ... telle que pour tout n, (z1,...,z,) est libre. (Dans ce cas
la on va dire que la famille infinie x, z, ... est libre.)

Cet exercice donne un moyen de démontrer qu’un espace vectoriel n’est pas de dimension
finie.

Exercice 6.8.

Quels des espaces suivants sont de dimension finie et quels ne le sont pas? (Pour ceux de
dimension finie, exhiber une famille génératrice finie; pour ceux de dimension infinie, exhiber
une famille libre infinie.)
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(a) L’espace ¢(R) des suites a valeurs réelles

(b) L’espace £5(R) des suites a valeurs réelles stationnaires a 0

(c¢) L’espace R[X] des polyndmes a coefficients réels.

(d) L’espace Ry[X] des polynémes de degré au plus d.

(e) Le sous-espace vectoriel E de R[X] des polynémes qui s’annule en 0.
(f)

Exercice 6.9.

On se place dans l'espace vectoriel R?. Quelles des familles suivantes de vecteurs sont des
bases7 Motivez vos réponses

f) Le sous-espace vectoriel F' de R? des vecteurs z = (z1,...,zq) tels que Y, z; = 0.

a) ((1,0,0);(0,1,0);(0,0,3))
(b) ((1,1,1);(0,2,0);(1,0,1))
(¢) ((1,0,0);(1,1,0);(0,1,0); (0,0,1))
(d) ((1,1,0);(0,0,1))
(e) ((1,1,1);(z,y,2); (22,92 2%)) pour z,y, z € R (la réponse peut dépendre de z,y et 2).

6.3.3 Sous-espaces vectoriels de dimension finie; rang

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, ce dernier n’étant pas forcément
de dimension finie. Par définition, F' est aussi un espace vectoriel, et les définitions de
dimension finie et dimension données au-dessus s’y applique également. Il est généralement
possible que F' soit de dimension finie, alors que E ne 'est pas. L’inverse n’est pas possible,
comme ['affirme la proposition suivante.

Proposition 6.19. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous espace
vectoriel de E. Alors F est aussi de dimension finie et dim(F) < dim(FE).
De plus, si dim(F) = dim(FE), alors F = E.

Preuve: Soit F' un s.e.v. d’un espace vectoriel E de dimension finie d. Soit (e,...,e,) une
famille libre dans F. Alors (eq,...,ey,) est aussi une famille libre dans F, donc, par la
proposition 6.18, n < d.

Ainsi, F' ne contient pas de famille libre arbitrairement grande. Par la contraposée
de lexercice 6.7, F est de dimension finie. De plus, si (f1,..., fx) est une base de F,
alors c’est en particulier une famille libre, donc, comme expliqué avant k < d. Ainsi

dim(F) = k < d = dim(E).

Supposons maintenant que k = d. Alors (fi,..., fr) est une famille libre de E con-
tenant £ = dim(FE) vecteurs. Par la proposition 6. 18 (a), (f1,.., fr) est une base de E.
Ainsi F' = Vect(f1,..., fr) = E. O

Ainsi, 'espace vectoriel R? admet des sous-espaces de dimension 0, 1,2 et 3. Les uniques
espaces de dimension 0 et 3 sont {(0,0,0)} et R3 respectivement. Les sous-espaces de
dimension 1 sont les droites passant par 0; ceux de dimension 2 sont les plans passant par 0.
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La terminologie s’étend aux espaces de dimension plus grande: si F est un espace vectoriel
de dimension finie d, ses sous-espaces vectoriels de dimension 1 sont appelés des droites et
ceux de dimension d — 1 sont appelés des hyperplans.

Exercice 6.10.
Utiliser les exemples de 1'exercice 6.8 pour illustrer les affirmations suivantes.

e Un espace qui n’est pas de dimension finie admet des sous-espaces vectoriels qui ne sont
pas de dimension finie.

e Un espace qui n’est pas de dimension finie admet des sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie.

e Un espace de dimension finie admet des sous-espaces de dimension finie.

Définition 6.20. Soit zy,...,r, € E une famille de vecteurs. Le rang™Vde (21, ..., x,)
est noté rang(xy, ..., x,) et est défini par rang(z1, ..., x,) = dim(Vect(xy, ..., z,)).
Corollaire 6.21. Soit z1,...,x, € E une famille de vecteurs. Alors
(i) rang(zy,...,x,) < n. De plus, rang(xy,...,x,) = n si et seulement si la famille est
libre.
(i) rang(zy,...,2,) < dim(E). De plus, rang(xy,...,x,) = dim(E) si et seulement si
la famille est génératrice pour E.

Preuve: Soit x1,...,x, € FE une famille de vecteurs. Alors, x1,...,2z, est génératrice pour
Vect(x1,...,x,), donc par proposition 6.18, n > dimVect(z1,...,z,) = rang(z,...,Ty).
En outre, si n = rang(z1,...,x,), alors le proposition 6.18 indique que (x1,...,xy,)

est une base de Vect(zy,...,x,), donc qu’elle est libre.
Inversement, si (z1,...,x,) est libre, alors elle est une base de Vect(zy,...,z,) (on
a déja mentionné qu’elle est génératrice pour Vect(z1,...,xy,)). Ainsi rang(xq,...,z,) =
dimVect(z1,...,z,) = n. O

6.4 Représentation d’un vecteur dans une base

Une base d'un espace vectoriel E sert essentiellement a décomposer les vecteurs de FE dans
cette base. Le théoréme suivant donne un sens précis a la décomposition d’un vecteur dans
une base.

(xii)Rang
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Théoréme 6.22. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B = (ey,...,e,) une
base de E. Alors, pour tout x € E, il existe une unique famille de scalaires \1,..., A\, € R
telle que

T =\ep+ -+ \en. (6.3)

Preuve: Soit x € E. Comme B est une base de E, x € Vect(B) = E. Ainsi, il existe A1,..., A\, €R
tels que x = Aje; + -+ + Apen.
Maintenant qu’on a prouvé l'existence de la famille de scalaires désirée, montrons aussi
son unicité. Soit A1, ..., Ap, t1,- .-, tn € R tels que

r=Ae1+ -+ Apep = paer + - + pnen.

Alors, (A1 —p1)er+- -+ (A — pn)en, = Op. La famille ey, .. ., e, étant libre, cela implique

M —p1 == Ay — i, = 0. En d’autres termes, les familles (A1, ..., \n) et (p1,. .., fin)
sont égales, ce qui prouve l'unicité. ]
A chaque x € E on associe le vecteur Vg(z) := (A,...,A\,) € R", ou Ay,..., \, sont les

scalaires tels que (6.3) soit vérifie. Pour des raisons qu’on va voir plus tard, on va désormais
écrire Vi(x) verticalement, & savoir:

On appellera le vecteur Vi(x) l'écriture de x dans la base B.

Proposition 6.23. Soit E un espace vectoriel de dimensionn et B une base. Pourx,y € F
et A € R, notons

T Y1
Vs(r) = | : et Va(y) =
Tn Yn
Alors:
T1+ W% Az
Ve(x +y) = Va(x) + Valy) = : et Ve(Az) = AVp(z) = |
Tn + Yn ALy,

De plus, la fonction Vg : E — R™ est une bijection.

Rappel: le fait que Vg est bijective revient a dire que, pour tout vecteur X € R", il existe
un unique vecteur = € E tel que Vz(z) = X.
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Ainsi, les vecteurs de F et ceux de R™ sont en correspondance exacte par la fonction
Vi. De plus cette fonction est cohérente avec les opérations d’espace vectoriel: somme
et multiplication par scalaires. On s’apercoit donc que E et R™ ont exactement la méme
structure.

Toutefois, la correspondance entre E et R? dépend de la base B de £ qu’on a choisi.

Preuve: Soient E, B = (by,...,b,), et y comme dans I’énoncé. Alors

n n
=Y b et y=> yibi,
i=1 i=1

donc
n

n
x+y= Z:(a:Z +y)b; et Ax= Z Ax;b;.
i=1 =1
Par unicité de ’écriture dans la base B de x4y et de Az on obtient les expressions désirées
pour Va(z +y) et Vg(Ax), respectivement.
Montrons maintenant que Vp est bijective. Pour cela on va montrer qu’elle est surjec-
tive, puis qu’elle est aussi injective.
Soit
a1
A= | eR"™
Qn
Considérons le vecteur u = a1by + - - - + aby,. Par 'unicité de ’écriture de u dans la base
B, Va(u) = A. Ainsi Vj est surjective.
a1
Prenons u,v € E tels que Vg(u) = Va(v) = | : |. Alors, u =) ", ayb; = v, donc
7%
Vg est injective.
O

Exemple: Evidemment, on peut décomposer un méme vecteur dans deux bases différentes.

Pour R?, on dispose de la base canonique £ = (e, e3) = ( ((1)) , (g) ) Mais on

peut également considérer la base F = (f1, f2) ou

() = ()

(On vérifie facilement que F est en effet une base de R?.) Le vecteur z = (i)

se décompose alors dans les bases £ et F comme suit

(i) = 361 + 762 = 5f1 — 2f2

Ainsi
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6.5 Application: suites définies par récurrence

Le modéle de Fibonacci (1202) Fibonacci a proposé un modéle pour décrire le développe-
ment d'une population de lapins. Il admet les hypothéses suivantes:

e Les lapins sont immortels et vivent fidélement en couples qui sont formés a la naissance.
Les partenaires d’un couple ont donc le méme age et nous parlerons de I’age du couple.

e Deés I'age de 2 mois chaque couple donne naissance, chaque mois, a un nouveau couple.

e le temps ¢ est discret, ¢ = n 'unité étant le mois. A n = 0, la population consiste d'un
seul couple de nouveau-nés.

Le probléeme est de trouver une formule simple pour le nombre de couples aprés n mois.
Notons u,, le nombre de couples a temps n. Alors on a

Upio = Ups1 + Uy, pour tout n >0 et (6.4)
Uy = 1, Uy = 1. (65)

En effet, (6.4) s’explique comme suit. Juste avant le moment n + 2, le nombre de couples
de lapins en vie est u,;. Pour obtenir u, o, on doit y rajouter les couples nées au moment
n + 2. Chaque couple de lapins 4gé d’au moins deux mois au moment n + 2 en crée un. Les
couples agés d’au moins deux mois sont exactement les couples en vie au moment n; il y en
a donc u,, tels couples. Ainsi, le nombre total de couples de lapins au moment n + 2 est égal
& Upt1 + Up, ce qui donne (6.4).

Au moment initial il y a un seul couple, qui pendant le premier mois est trop jeune pour
procréer. Ainsi ug = u; = 1, d’ou (6.5).

Comment faire pour déduire de (6.4) et (6.5) une forme générale pour w,,?
On rappelle que RY, 'ensemble des suites & valeurs réelles, a une structure de R-espace
vectoriel (voir la section 6.1). Posons:

S = {(vn)nen € R" ¢ (v,) satisfait (6.4)}.

Une premiére observation est que S est un sous-espace vectoriel de RY de dimension 2.
Montrons ce fait.

Par la proposition 6.6, pour montrer que S est un sous-espace vectoriel, il suffit de montrer
que pour (Up)peny € S, (Wp)neny € S et A € R, (v, + Wy )nen € S et (Avy)neny € S. 11 s’agit
d’une simple vérification qu’on laisse en exercice. Il faut en outre montrer que § est non-vide.
Pour cela on observe que la suite nulle (0,0,...) est bien un élément de S.

Montrons maintenant que dim(S) = 2. Posons (a,)nen €t (b, )nen les suites définies par

Gpio = Api1 + A, €t bpi2 = b1 +0b, pour tout n >0 et (6.6)
apg = 1, ay = 0, b() = O, bl = 1. (67)

On prétend que la famille formée des suites (a,,) et (b,) est une base de S (donc qu’elle est
libre et génératrice).
Montrons que ((an), (b)) est libre. Soient A, € R tels que A - (ay) + - (b,) = 0. Ce
dernier fait signifie que
Aa, + b, = 0, pour tout n € N.
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En particulier
Aag + pbg = A =0 et da; + puby = pu=0.

Ainsi A = g = 0 donc la famille est bien libre.
Montrons maintenant que ((an), (b)) est génératrice pour S. Soit (¢,) € S. On va
montrer que la suite (¢,) est égale a la suite ¢ - (a,,) + ¢1 - (by,), & savoir que

Cn = Colp + C1by, pour tout n € N. (6.8)

Montrons (6.8) par récurrence sur n.
Pour n = 0,1 on a bien

Coag + Clbo = C et coai + Clbl = Cy.

Soit n > 1 et supposons que ¢, = coay + ¢1b pour tout k£ < n. Alors

Cnil = Cp + Cp car (c,) vérifie (6.4)
= coQy, + C1b,, + CoGp_1 + C1bp—1 par ’hypothése de récurrence
= Colpi1 + C1bnyi1 car (ay) et (b,) vérifient (6.4).

Ainsi, par récurrence (6.8) est vrai, donc (¢,) € Vect((an), (b,)). On a donc montré que
((an), (bn)) est une base de S. En particulier dim(S) = 2.

Malheureusement ((a,), (b)) n'est pas une base de S qui s’écrit de fagon confortable. Il
est plus intéressant de chercher des suites géométriques qui forment une base de S.

Soit « et (8 les deux solutions de I’équation

P =x+1. (6.9)

Plus précisément, o = %5 et B = %5 On va montrer que les suites (@")pen et (8" )nen

appartiennent a S et qu’elles en forment une base.
Montrons que (a™),en €t (8" )nen vérifient (6.4). Soit n € N. On a

" g " =(a*—a—1)a" =0 et

Bn+2_ﬂn+l_ﬁn:(52_5_1>ﬁn20’

ce qui montre bien (6.4) pour (a"),en et (5")nen-
Vu que S est de dimension 2, pour montrer que la famille ((a")neN, (ﬁ”)neN) est une base,
il suffit de montrer qu’elle est libre. Soient A\, 1 € R tels que

A" + puf" =0  pour tout n € N.

En particulier on a

A+ p+ V5 — p)
2

M+ =A+p=0 et o' +pup= = 0.

On en déduit
A+pu=0 e A—p=0,
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dou A =0et u=0. Donc ((a”)neN, (ﬁ”)neN) est libre, donc une base.
En fin, vu que la suite (u,) qui nous intéresse depuis le début fait partie de S, on peut
écrire

(tn)nen = A(@" )nen + B(B" Jnen, (6.10)

pour une certaine (unique) paire de scalaires A, B € R.
Trouvons A et B en utilisant (6.5). Si on écrit (6.10) pour n = 0,1 on trouve

A+ B 5A—B
w=1=A+B e wu=1= i +\/_( )

2
Ce systéme se résout facilement et on trouve A = 1;\/\%5 = \/ig et B = \f\/—gl = —\%. Ainsi,
an+1 BnJrl
Up = - —, for all n € N.
VIV
Suites récurrentes générales
Exercice 6.11.
Soit a,b € R et considérons la suite définie par
Upy1 = al, + bu,_1, pour tout n > 1 (6.11)

et avec conditions initiales ug,u; données (par exemple ug = 0,u; = 1). Le but c’est de
déterminer un algorithme général pour évaluer w,,.
(i) Considérons ’équation quadratique

2 —axr —b=0. (6.12)

Donner la condition pour que cette équation ai deux solutions réelles oy # as.

(ii) Supposons que I’équation (6.12) admet deux solutions réelles a; # ap. En s’inspirant
de l'exemple précédent, donner une forme générale des suites qui satisfont (6.11). Ex-
pliquer comment exprimer (u,),>o en termes des puissances de a; et as.

(iii) Supposons que ’équation (6.12) admet une solution double réelle o. En s’inspirant
de l'exemple précédent, donner une suite qui satisfait (6.11). Vérifier que la suite
(na™),so = (0, a, 202,303, . .. ) satisfait également (6.11). Conclure.

(iv) Que faire si (6.12) n’admet pas de solutions réelles? Remarquer que 1’équation admet
quand méme deux solutions complexes. Pouvez vous conclure?

(v) Donner une stratégie générale pour trouver la forme des suites définies par récurrence
de tout ordre, c.-a-d. les suites de la forme

Up = A Up_1 + A2Vp_9 + -+ + + axVU,_, pour tout n > k,

ou aq,...,a; sont des nombres fixés.

6.6 Applications linéaires: généralités
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Définition 6.24. Soient E et F deux espaces vectoriels et v : E — F une fonction.
On dit que u est une application linéaire®de E dans F si les conditions suivantes sont
satisfaites

(1) pour tout x,y € E, u(x +y) = u(x) + u(y).

(ii) pour tout v € E et A € R, u(Az) = Au(x).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté L(E, F).

Tout comme pour vérifier qu'un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel, on dispose
d’une formule abrégée pour vérifier qu'une application est linéaire.

Lemme 6.25. Soient E et F' deux espaces vectoriels et u : E — F une fonction. Alors u
est une application linéaire st et seulement si

uAx 4+ py) = Au(x) + pu(y) pour tout x,y € E et A\, u € R.

Exercice 6.12.
Soient F et F' deux espaces vectoriels. Montrer que pour u € L(E, F)

(a) u(0p) = Op,
(b) pour tout x € E, u(—z) = —u(z).

Exercice 6.13.
Prouver le lemme 6.25.

Dans la suite les applications linéaires d'un espace vectoriel £ dans lui-méme vont jouer
un role plus important. On les appelle des endomorphismes de E et on note I’ensemble des
endomorphismes de E par L(F) := L(E, E).

Exemple: Pour d > 1, les applications suivantes de R? dans R sont linéaires, c.-a-d.
appartiennent a £(R?). Pour z = (x1,...,7,) € R™

flz) = (—z1,29. .., 2,),
g(x) = (x1,229 ... ,n1,),

h(z) = (1 + o, X2 + T3, .. ., Tp_1 + Ty, Ty + X1).

Par contre, 'application i : R" — R™ définie par i(x) = (x; + 1, x9,...,2,) n’est
pas linéaire.

Les applications suivantes sont linéaires, de R™ dans R:

j@)y=z14+- +x,
k(x) = x1 — .

(T ineare Abbildung oder Vektorraumhomomorphismus
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Par contre ¢,m : RY — R définies par £(x) = max{xy, Ty, ..., 7, } et m(x) = |z,
ne sont pas linéaires.

Prenons maintenant un espace vectoriel de dimension infinie. Pour a = (a,,)nen €
RY = /(R) posons

(a)
v(a) = (a1 — ag,az — ay,...) € {(R),
og(a) = (a1,as,...) € ((R),
gi(a) = (0,a0,a1,...) € ((R). (6.13)

Alors u € L({(R),R) et v,0,4,04 € L({(R)).

Exercice 6.14.
Soit E un espace vectoriel, x € E un vecteur et A € R un scalaire. Quelles des deux
applications suivantes sont linéaires?

u:F— F v:E—F
y—y+zx Y= \y.

Exercice 6.15.
Soient F, F' deux espaces vectoriels et w € L(FE, F). Montrer que, si G est un sous-espace
vectoriel de F, alors u(G) = {u(x) : x € G} est un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 6.16.
Quelles parmi les fonctions suivantes sont linéaires? Motivez vos réponses.

f R?* » R? g R? - R? h:R?* - R?

a b a a+b a a+1

b) 7 \a b) 7 \a—b b) 7 \b—1
u:RX] =R v:R[X] =R w:R[X] =R

P P(1) P~ P(0)+ P(1) P|—>t€m[g>1<]P(t)

L’ensemble £ comme espace vectoriel et algébre Fixons pour la suite de cette par-
tie deux espaces vectoriels F, F. L’ensemble L(E, F') est lui-méme munit d’une structure
d’espace vectoriel, héritée de F'. La multitude d’espaces vectoriels peut créer des confusions
dans une premiére phase; ainsi on va re-introduire briévement l'indice pour le 0 qui marque
I’espace vectoriel au quel il appartient.

Les opérations d’addition et multiplication par une constante sont naturellement définies
sur L(E, F') comme suit. Soient u,v € L(E,F) et A € R. On définit les fonctions u + v et
Au de E dans F' par

(u+v)(z) =ulx) +v(x) et (Iu)(x)=AIu(z), pourtoutx € E.
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11 est facile de vérifier que les applications ainsi définies sont en effet des applications linéaires,
donc des membres de L(E, F).

Avec ces opérations, L(E, F') est un espace vectoriel. La preuve est simple et on la laisse
en exercice. On mentionne uniquement que ’élément neutre est la fonction nulle 0, définie
par

Oz(z) =0F pour tout x € E.

Exercice 6.17.
Montrer que, pour u,v € L(E,F)et \€é R,onau+wv € L(E,F) et A\u € L(FE, F). Montrer
que (L(E,F),+,-) est bien un espace vectoriel.

Si on se restreint de plus aux endomorphismes d’espaces vectoriels (& savoir a L(E)), on
voit apparaitre une structure encore plus riche.

Pour u,v € L(FE) on peut définir la composition des deux fonctions, qu’on note uov. On
rappelle qu’il s’agit de la fonction de £ dans E définie par

(uowv)(z) =wu(v(x)) pourtout z € F.

On peut facilement vérifier que u o v est une application linéaire de E dans F.

Ainsi L(E) est muni de trois opérations: I’addition +, la multiplication par un scalaire -
et la composition o. En plus des propriétés d’espace vectoriel, L(E) a les propriétés suivantes.
On dit que (L(E),+,-,0) est une algébre.

Proposition 6.26.
(i) Pour tout u,v,w € L(E) on auo(v+w) =uov+uow et (u+v)ow = uow+vow;
) pour tout u,v € L(E) et A€ R on a M(uov) = (Au) ov =wuo (\v);
(iii) pour tout u € L(E) on auwo0r =0s0u = 0g;
) il existe un unique élément de L(E) qu’on note id tel que pour tout u € L uoid =
idou = u.

Mentionnons que 1’élément neutre pour la composition est I'application id € L(F) définie
par

id(z) = z, pour tout = € E. (6.14)

Preuve: On commence par le point (i). Soient u,v,w € L(E). Alors, pour z € E, par linéarité de
u, on a:

[wo (v+w)l(r) =ulv(z) +w(x) = uv(z)) + u(w(z)) = (wov)(x) + (uow)(x),

ce qui prouve ().

(73) Soient u,v € L(FE) et A € R. Alors, pour z € E, par linéarité de u, on a:

[uo (A)](x) = u(Av(z)) = du(v(z)) = A(u o v)(x) = [(Au) o v](z),
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6.6.1

Définition 6.27. Soit u € L(E, F).
(i) On appelle I'image®™) de u le sous-ensemble de F

(ii) On appelle le noyau™)de u le sous-ensemble de E

ce qui prouve (i7).
(7i1) Soit uw € L(F) et z € E. On a

(uoOg)(x) =u(0z(x)) =u(0g) =0 et (0gowu)(z)=0g(u(z)) =0g,

ce qui prouve (#i7).
(tv) On prend id € L(E) défini par (6.14). Alors, pour tout u € L(E) et x € E,

(uoid)(z) =u(id(z)) =u(z) et (ddou)(x)=idu((x)) = u(x),

ce qui prouve (iv). O

Image et noyau

Im(u) := {u(z) : x € E}.

Ker(u) :={x € E:u(z) =0p}.

Proposition 6.28. Soit w € L(E,F). L’image et le noyau de u sont des sous-espaces
vectoriels de F et de E, respectivement.

Preuve:

Commengons par l'image. Comme u(0g) = Op (voir lexercice 6.12), 'image de u n’est
pas vide. Soit y1,y2 € Im(u) et A € R. Par la définition de I'image, il existe 1,29 € E
tels que u(z1) = y1 et u(we) = yo. Alors, par linéarité de u,

u(zy +x2) =u(zr) +ulze) =y1 +y2 et u(Azy) = Au(xr) = Ayp.

On en déduit que y1 + y2 € Im(u) et A\y; € Im(u). Par la proposition 6.6, Im(u) est un
sous-espace vectoriel de F'.

Passons a Ker(u). On a u(0g) = O, donc Og € Ker(u), et en particulier Ker(u) n’est
pas vide. Soit x1, 22 € Ker(u) et A € R. On a

u(zy + x2) = u(z1) +u(ze) =0 et u(Az1) = Au(z1) = OF,

donc x; + z2 € Ker(u) et Az; € Ker(u). Par la proposition 6.6 encore, Ker(u) est un
sous-espace vectoriel de E. O

iv)Bjld
V)Kern
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Bien évidemment, u € L(E, F') est surjective si et seulement si Im(u) = F. Un critére
similaire pour l'injectivité est donné par la proposition suivante.

Proposition 6.29. Soit w € L(E,F). Alors u est injective si et seulement si Ker(u) =

{0g}.

Preuve: Supposons pour commencer que u est injective. Il est toujours vrai que u(0g) = Op,
et comme u est injective, il n'y a pas d’autre élément z € E tel que u(z) = Op. Ainsi
Ker(u) = {0g}.
Inversement, supposons que Ker(u) = {Og}. Soient z,y € E tels que u(z) = u(y).
Afin de montrer que u est injective, il faut montrer que x = y. Par linéarité de u,

u(r —y) = u(r) —u(y) =OF,

donc x — y € Ker(u). Ainsi z —y = 0g, d’ou z = y. O

6.6.2 Inverses des applications linéaires

Soit w € L(F,F). Rappelons-nous que u est avant tout une fonction, il existe donc une
notion d’inverse de u en tant que fonction. On va utiliser cette méme notion d’inverse dans
le cadre des applications linéaires.

Comme toute fonction, u admet un inverse si et seulement si elle est bijective. On dira
souvent que u est inversible pour dire simplement que u est bijective. Si u est inversible,
I’application inverse de u, notée u=! : F' — E. est définie par:

pour tout y € F, u~'(y) est le seul vecteur z de E tel que u(x) = y.

Proposition 6.30. Siu € L(E, F) est inversible, alors u™' € L(F, E).

Preuve: Soit u € L(F, F) inversible. Prenons z,y € F' et A € R. On veut montrer que
-1 _ -1 ~1 -1 — 1
u o (z4y)=u () +u (y) et u(Ax)=u ().
Pour cela il suffit d’observer que, par linéarité de u,

u(u_l(x) + u_l(y)) = u(u_l(x)) + u(u_l(y)) =xz+y et

u(Mu(2)) = Au(u(z)) = Az
Mais u est inversible, donc u=!(x + y) est I'unique élément e de E tel que u(e) = = + y.
De méme, il existe un unique élément f € E tel que u(f) = Az, & savoir u~!(\z).

Comme on vient de voir que u=(x) + u~1(y) et Au~!(z) remplissent ces conditions,
on conclut que =z +y) = u=H(z) + ul(y) et u(Ax) = M~ (x). O
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Il peut étre utile de se souvenir de ce lemme qui montre comment les fonctions inversibles
agissent sur les familles génératrices / libres de vecteurs.

Lemme 6.31. Soit u € L(E, F) une application linéaire inversible et soit ey, ... e, € E.
Alors,
(i) (e1,...,en) est génératrice pour E si et seulement si (u(ey),...,u(e,)) est génératrice
pour F';
(i) (e1,...,en) est libre si et seulement si (u(ey),...,u(e,)) est libre.

Exercice 6.18.
Prouver le lemme 6.31.

Exercice 6.19.

Soient u,v € L(FE) et supposons que u est bijective. Montrer que
(a) Ker(uowv) = Ker(v),
(b) Im(v ou) = Im(v),

Exercice 6.20.

On se place sur 'espace des polynomes a coefficients réels R[X]. Soit D : R[X] — R[X] qui
associe a chaque polynoéme P € R[X] sa dérivée par rapport & X. (Par exemple D(X3+2X) =
3X? +2).

(a) Montrer que D € L(R[X]).

(b) Trouver Ker(D) et Im(D). Est-ce que D est injective/surjective/bijective?

(c) Et si on se restreint aux polynomes de degré au plus n, R,[X]? Plus exactement, soit
D, : R,[X] — R,[X] défini comme D (noter que c’est une fonction différente de D,
car les domaines de départ et d’arrivée ne sont pas les mémes). Trouver Ker(D,,) et
Im(D,,).

(d) Est-ce que D est inversible?

(e) Trouver une application linéaire I € L(R[X]) telle que Dol =1id (c.-a-d. D(I(P)) =P
pour tout P € R[X]).

Pourquoi cela n’implique pas que D est inversible? (Indication: Calculer I(D(P)) pour
P eR[X].)

6.6.3 Applications linéaires en dimension finie

Fixons deux espaces vectoriels F, F'. On va supposer que F est de dimension finie. Le
théoréme suivant est un outil trés puissant pour I’étude des applications linéaires.

Théoréme 6.32 (Théoréme du rang). Soit u € L(E, F). Alors

dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(FE).
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Preuve: Soit eq,..., e, une base de Ker(u). Par le théoréme 6.16, on peut compléter e, ..., ex
en une base ey, ...,e, de E (ou n > k est la dimension de E).
Alors on prétend que la famille (u(eg41),...,u(ey)) est une base de Im(u), donc que

dim(Im(u)) = n — k = dim(F) — dim(Ker(u)), ce qui est la conclusion désirée.

Montrons que Vect(u(eg+1), .., u(e,)) = Im(u). Le fait que Vect(u(egt1), ..., u(en)) C
Im(u) est évident, on va donc se concentrer sur 'inclusion inverse.
Soit y € Im(u). Alors on peut écrire y = u(x) pour un certain x € E. De plus, on peut
écrire £ = Aep + -+ + A\pe, avec A,..., A, € R, Ainsi, par linéarité de u,

y=u(x) = Z Aiu(e;) = Z Aiu(e;),

=1 i=k+1

car les premiers k termes de la premiére somme sont nuls. On a donc prouvé que y €
Vect(u(€eg41), - - -, u(en)), donc que Vect(u(ext1), ..., ule,)) = Im(u).
Montrons maintenant que (u(eg41),...,u(ey)) est libre. Soient Agi1,..., A, € R tels
que
Mep1u(ers1) + -+ Aqulen) = u(Appreper + - + Apen) = 0p.

Ainsi Agp1€p41 + -+ -+ Anen € Ker(u). Comme e, . .., e est une base de Ker(u), il existe
AL, .-, A € R tels que

Agr1€k+1 + -+ Anen = A1er + - - - + Ageg.

Mais cela revient a

Arer+ o+ Agep — Agt1€k41 — 0 — Anen = 0,
et comme eq,...,e, est libre, & Ay = --- = A, = 0. On vient donc de prouver que
(u(eg+1),--.,u(ey)) est libre, ce qui finit la preuve du théoréme. O

Un corollaire immédiat du théoréme du rang est le suivant.

Corollaire 6.33. L’image de u est de dimension finie et dim(Im(u)) < dim(E).

La dimension de Im(u) est souvent appelée le rang de u et est notée
rang(u) := dim(Im(u)).

Deux conséquences qui témoignent de la puissance du théoréme 6.32 sont les suivantes.

Corollaire 6.34. S’il existe une application linéaire inversibleu € L(E, F), alors dim(F) =
dim(F).

Preuve: Soit u € L(E, F) inversible. Alors dim(E) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F), car
Ker(u) = {0}, donc dim(Ker(u)) =0 et Im(u) = F, donc dim(Im(u)) = dim(F). O
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Corollaire 6.35. Soit u € L(E). Alors on a équivalence de:
(i) w est injective;

(ii) u est surjective;

(i) u est inversible.

Preuve: Evidemment (iii) = (i) et (i4) = (i7). On va montrer les deux implications inverses.
Soit u € L(FE) injective. Alors dim(Ker(u)) = 0, donc par le théoréme 6.32, dim(FE) =
dim(Im(u)). Mais Im(u) est un s.e.v. de E; la proposition 6.19 implique alors que Im(u) =
E, donc que u est surjective. Ainsi u est surjective et injective, donc bijective.
Supposons maintenant que u € L(E) est surjective. Alors le théoréme 6.32 dit que
dim(£) = dim(Ker(u))+dim(Im(u)) = dim(Ker(u))+dim(E), donc que dim(Ker(u)) = 0.
En d’autres termes Ker(u) = {0g}, ce qui veut dire que u est injective, donc bijective. [

Exercice 6.21.
Soit E = R? et soient u,v : R® — R3 définies par

a 3a + 2¢ a 3a + 2¢
ulb]l=1a+b+c et v|lb|l=la+b+c],
c c—a c b+ 2c

pour a,b,c € R.

(a) Montrer que u,v € L(R?)
(b) Est-ce que u ou v est inversible?
Indication: Chercher & voir si le noyau est réduit a {0}.

6.7 Applications linéaires et matrices

Fixons pour l'intégralité de cette partie deux espaces vectoriels E, F' de dimension finie n et
m respectivement. De plus, soient £ = (eq,...,e,) une base de E et F = (f1,..., fi,) une
base de F'.

6.7.1 Représentation des applications linéaires par des matrices

On rappelle que tout vecteur x € E admet une écriture dans la base £ qu’on a noté Ve (z).
(Voir la partie 6.4.) De plus, on a fait la convention d’écrire Vg (z) verticalement, ainsi
Vg(l’) S Mnl(R)

Dans la partie précédente on a vu que M,,;(R) admet une structure d’espace vectoriel.
Dans le langage des applications linéaires, la proposition 6.23 nous dit que la fonction Vg :
E — M, (R) est une application linéaire bijective.

Dans cette partie, on va voir que les applications linéaires admettent une représentation
similaire par des matrices.
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Définition 6.36. Soit u € L(E, F). La matrice Matz ¢(u) = (a;;) € Mpn(R) définie par

Qay;
= Vr(ulej)),  pour tout j € {1,...,n}, (6.15)

Am,j

est la matrice de u dans les bases £, F.

Le plus souvent on va traiter le cas des endomorphismes de E. Dans ce cadre il est naturel
d’utiliser la méme base pour l'espace d’arrivée et de départ. Ainsi, pour u € L(F) et £ une
base de E, on écrit Matg(u) = Matg ¢(u) € M, (R).

Théoréme 6.37. Soit u € L(E,F) et x € E. Alors
Vr(u(z)) = Matze(u)Ve (). (6.16)

De plus Matz ¢(u) est l'unique matrice qui a cette propriété.

Preuve: On va commencer par montrer (6.16) pour les vecteurs de la base £. Soit e; un vecteur

de €. Alors

0
0
Ve(ej) = |1
0
0

ou 'entrée 1 est sur la j9¢ ligne. Ainsi,
alj

Matr g(u)Ve(ej) = : = V;(u(ej)). (6.17)

amj

La premiére égalité vient de la régle de multiplication des matrices, la deuxiéme vient de
la definition de Matr ¢(u)

Montrons maintenant (6.16) pour un vecteur quelconque z. Soit € E. Comme & est
une base de E, il existe des scalaires Aq,..., A, € R tels que £ = Aje; + - - - + \pe,. Alors,
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Figure 6.1: L’effet des transformations u et v.

par la linéarité de u, u(x) = Aju(er) + - - - + Ayu(en). Ainsi

Matr ¢ (u)Ve(z)
= Matzg(u)(MVe(er) + -+ A Ve(en)) par linéarité de Vg
= MMatrg(u)Ve(er) +---+ AMatrg(u)Ve(en,)  par linéarité de multip. matricielle
= )qV;(u(el)) +t )\nV;(u(en)) par (6.17)
= V;()\lu(el) + 4 )\nu(en)) par linéarité de Vr
=Vr (u()\161 + ot )\nen)) par linéarité de u
= Vr(u(z)).

En fin, observons que Matr ¢(u) est 'unique matrice qui satisfait (6.16) pour tout
x € E. En effet si on applique (6.16) au vecteur e; de la base £, on obtient (6.15). Ainsi
(6.15) n’est qu’un cas particulier de (6.16). O

Exemple: Considérons les transformations suivantes du plan R?: u est la rotation autour
de 0 d’angle 6 (pour un certain 6 € [0, 27]) et soit v la réflexion par rapport a la
diagonale principale de R? (voir fig. 6.1) Les deux sont des applications linéaires.
On peut calculer leur matrices dans la base canonique £ de R?, & savoir la base
formée de e; = (1,0) et eo = (0,1). On a

6 . —siné
u(er) = <(s;101?6) = cos fe; + sin fey, u(ez) = ( C(i;ne
0

et v(er) = (1) —er, w(es) = (é) .

Matg(u) = <COS€ — o 9) et Matg(v) = ((1) (1)) :

> = —sinfe; + cosfe,,

Ainsi

sinfl  cos@

On peut également essayer d’écrire les mémes transformations dans une autre
base. Posons fi = e; + ey et fo = —e; + e5. Alors il est facile de voir que
F = (f1, f2) est une base de R?. Un calcul rapide nous montre que

Matz(u) = (COSQ —sm@) et Matr(v) = <(1) _01) :

sinf cos®
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6.7.2 Addition et multiplication par un scalaire

On voit ici une paralléle se créer entre les application linéaires et les matrices. De plus,
on a vu que les applications linéaires de L(E, F') et les matrices de M,,,,,(R) ont toutes les
deux une structure d’espace vectoriel. Il n’est pas surprenant que ces deux structures sont
équivalentes.

Proposition 6.38. L’application Matrg : L(E, F) — M, (R) est linéaire et bijective.
Plus précisément, pour u,v € L(E,F) et A € R,

(a) Matrg(u+v) = Matze(u) + Matzg(v),

(b) Matrgc(Au) = AMatr ¢ (u),

(c) Matze(u) =0 si et seulement siu =0,

(d) pour toute matrice M € Myn(R), il existe w € L(E, F) telle que Matzg(w) = M.

Preuve:
Montrons (a). Soient u,v € L(E, F'). Alors, pour tout z € E,

Vr((u+v)(2)) = Vr(u(z) + v(z))
= Vi (u(2)) + Vi (u(2))
= Matr ¢(u)Ve(x) + Matr g (v) Ve (z)
= (Matzg(u) + Matr g(v)) Ve(z).
Ainsi Matr ¢(u) + Matr ¢(v) satisfait (6.16) pour u + v, donc
Matr ¢ (u +v) = Matr g(u) + Matr g(v).

Le méme raisonnement fonctionne pour montrer le point (b).

Passons au point (c). Supposons que u est telle que Matr ¢(u) = 0. Alors, pour tout
r el

Vr(u(z)) = Matr e (u)Ve(z) = 0.

Mais Vr est une fonction injective, donc u(x) = 0. Comme x était choisi arbitrairement
dans E, u est 'application nulle. L’implication inverse (c.a-d. le fait que Matr £(0) = 0)
est evident par la linéarité de Matr ¢.

Comme Matr g : L(E, F) — My, (R) est linéaire (on vient de le montrer au points
(a) et (b)), le fait que Ker(Matr¢) = {0} (ce qu'on a montré au point (c)) nous indique
que Matr ¢ est injective.

Montrons la surjectivité, notamment (d). Soit M € My,,(R). On a vu déja que
la fonction Vr : F — Mp,1(R) est bijective (proposition 6.23). Ainsi on peut définir
w: E — F par

w(z) =Vz' (MVg(z)), VzeE.

La linéarité de V- ! Ve et de la multiplication matricielle nous montre que w € L(E, F).
Il est évident que w satisfait

Vr(w(z)) = MVe(z), Vz€E,
donc que Matr g(w) = M. O
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Exercice 6.22.
De la proposition 6.38 et du corollaire 6.34 on déduit que L(E, F') et M,,,(R) ont la méme
dimension. Trouver leur dimension et exhiber une base de M,,,(R).

6.7.3 Composition vs. multiplication; inverse

Introduisons un troisiéme espace vectoriel G de dimension p et une base G = (g1,...,9p)
de G.

Dans certaines situations, on peut composer des applications linéaires. De méme, si elles
ont la bonne taille, on peut multiplier deux matrices. Les deux opérations sont intimement
liées.

Proposition 6.39. Soit u € L(E,F) et v € L(F,G). Alors,

Matg (v o u) = Matg #(v)Matz ¢ (u).

Preuve: Soit z € E. Alors, par (6.16) appliqué trois fois,

Matg 7 (v)Matr g (u)Ve(x) = Matg 7 (v)Vr (u(z))
= Vg (v(u(x)))
= Matgf(v o u)Vg(:c).

On a déja mentionné que la matrice satisfaisant (6.16) est unique. Ainsi Matg r(v)Matr ¢ (u)

Matg g(vou). O

Dans le cadre de L(F) on a vu que certaines applications linéaires acceptent des inverses.
Cette notion est bien str reliée a celle d’inverse de matrice.

Proposition 6.40. Soit u € L(E). Alors u est inversible si et seulement si Matg(u) est
wnwversible. Dans le cas ou les deux sont inversibles, on a

Matg (u_l) = Matg(u)~".

Preuve: Supposons pour commencer que Matg(u) est inversible. Comme Matg : L(F) — M, (R)
est bijective, il existe v € L(E) telle que

Matg(v) = Matg(u)_l.
Alors
Matg (v o u) = Matg(v)Matg(u) = I, = Mate(u)Matg(v) = Matg(u o v).

En utilisant encore une fois le fait que Matg est bijective, on déduit vou = uov =id. On
conclut donc que w est bien inversible et que v = u~!.
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Inversement, si on suppose que u est inversible, alors
Matg (u_l)Matg (u) = Matg (u_l o u)
= Mate(id) = I, = Mate (u o u_l)
= Matg (u) Matg (ufl) .

Donc Matg(u) est inversible et

Matg (u_l) = Matg(u) L.

6.7.4 Image, noyau et rang des matrices

En pratique on travaille souvent avec la forme matricielle des applications linéaires. Dans
le cas dégénéré ou les applications linéaires ne sont pas inversibles, il est utile d’identifier le
noyau, I'image et le rang de 'application linéaire a partir de sa forme matricielle.

Les définitions d’image, noyau et rang pour les matrices sont trés similaires & ceux pour
les applications linéaire. Ce n’est pas par hasard, ce sont deux fagons de voir le méme objet.

Proposition 6.41. Soit u € L(E, F). Alors,

Im(Matrge(u)) = Ve(Im(u)) et Ker(Matzg(u)) = Ve(Ker(u)).

On laisse la preuve en exercice.

Exercice 6.23.
Démontrer la proposition 6.41. (La relation (6.16) peux étre utile.)

6.7.5 Changement de base

En pratique il est des fois nécessaire de travailler avec plusieurs bases d’'un méme espace
vectoriel (voir par exemple les suites définies par récurrence traités dans la partie 6.5, ou
encore la diagonalisation des matrices traitée dans la partie 4). Ainsi, il est important d’avoir
un outil qui permet d’obtenir 1’écriture d’un vecteur dans une base a partir de son écriture
dans une autre base. La solution est donnée par les matrices de changement de base.

Fixons E un espace vectoriel de dimension finie n et B = (by,...,b,) et € = (e1,...,¢e,)
deux bases de F.

Définition 6.42. La matrice de changement de base de £ a B est la matrice notée Pps =
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(pij) € My (R) dont les entrées sont données colonne par colonne par

D
Ci=1 : | =Vsle;) pourtoutiec{l,...,n}. (6.18)
Pni

Remarque 6.43. On peut voir la matrice de changement de base comme la matrice de
'application linéaire identité id € L(E):

PB’g = Mat[g’g(id). (619)

Proposition 6.44. Pour tout x € E, Vg(z) = PpeVe(x).

Preuve: La démonstration découle directement de (6.19) et du théoréme 6.37. O

On aimerai dire que le changement de base de B & &£ est l'inverse de celui de £ & B. La
proposition suivante en donne le sens précis.

Proposition 6.45. La matrice Pg¢ est inversible et Pg}g = P¢ .

Preuve: En appliquant la proposition 6.44 deux fois, on obtient que pour tout x € E,
Vie(z) = PpeVe(z) = PpePe sVa(z).
Le méme calcul s’applique a Pg sPp¢. Comme Vg et Vg sont surjectives, on déduit que
PpePe X =PepPpeX =X, pour tout X € Myi(R).

Il s’en suit (voir par exemple l'exercice 4.1) que PggPgp = PepPpe = I, donc que
Ppe = Pgllg O

De plus, il est facile de voir que toute matrice inversible est une matrice de changement
de base. En effet, si P € M, (R) est inversible et B est une base de E, il suffit de créer la
base £ par la formule (6.18), et on obtient P = Pp.

Exercice 6.24.
Soient E un espace vectoriel de dimension n et £ une base de E. Montrer que pour toute
matrice inversible M € M,,(R) il existe une base B de E telle que M = Pgg.

6.7.6 Matrices semblables
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Définition 6.46. Soit A, B € M,,(R) deuz matrices. On dit qu’elles sont semblables sl
existe P € M(R) inversible telle que

B =P AP (6.20)

La notion de matrices semblable est motivée par la représentation des endomorphismes
par les matrices carrées. Pour illustrer cela, on commence par une proposition qui donne la
formule essentielle de changement de base pour des endomorphismes.

Proposition 6.47. Soient £ et B deux bases d’un espace vectoriel E de dimension finie
et soit u € L(E). Alors,

Matg(u) = PngMatg(u)P&B. (621)

Preuve: Notons n la dimension de F et soit X € My1(R). Alors, par la surjectivité de V3, il existe
x € E, tel que X = Vi(z). Ainsi
Matg(u)X = Matg(u)Va(x)
= Vi(u(z))
= PpeVe(u())
= PpeMatg(u)Ve(x)
= PpeMatg(u)Pe gVa(z)
= P gMate (u)Pe 5 X.

On a donc prouvé que Matg(u)X = Py zMate(u)Pe X pour tout X € Myi(R). Par

I’exercice 4.1, ceci implique I'égalité des deux matrices. O

Soit A € M,,(R), E un espace vectoriel de dimension n et £ une base de E. 1l existe alors

une unique application linéaire v € L(F) telle que Matg(u) = A (par bijectivité de Matg).
Une conséquence immédiate du lemme précédent est la suivante.

Proposition 6.48. Une matrice B € M,,(R) est semblable & A si et seulement si B est la
représentation de u dans une base B de E. De plus, la matrice P de (6.20) est alors Pg .

Preuve: Si B = Matg(u) pour une certaine base B de E, alors, par la proposition 6.47, B =
PE}BAP&B.
Inversement, supposons que B = P~'AP pour une certaine matrice inversible P. Alors
il existe une base B de E telle que P~! = P (voir I'exercice 6.24) et donc P = P¢ .
Ainsi, par la proposition 6.47,

B = P; 3 APg 5 = Mat(u).
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