Théorie de la mesure et intégration

[oan Manolescu

November 29, 2023






Table des matiéres

I Théorie de la mesure

0

Introduction et prérequis
Mesure de Jordan et intégrale de Riemann . .
Glossaire topologique . . . . . . ... ... ..

0.1
0.2

0.2.1
0.2.2

Espaces topologiques généraux . . . . .
Espaces métriques . . . . . ... ...

Tribus et mesures

1.1 Définitions de tribus et mesures . . . . . . . .
1.2 Tribu engendrée . . . . . . .. .. ...
1.3 Classes monotones: unicité des mesures . . . .

Intégrale contre une mesure

2.1
2.2

2.3
2.4
2.5
2.6

Fonctions mesurables . . . . . . . . .. .. ..

Intégration des fonctions positives . . . . . . .

221
2.2.2
2.2.3
224
2.2.5
2.2.6

Fonctions étagées . . . . . . . ... ..
Fonctions mesurables positives . . . . .
Convergence monotone . . . . . . . ..

Propriétés de I'intégrale des fonctions positives . . . . . . . . . . . ..

Lemme de Fatou . . . . .. ... ...
Mesures a densité . . . . . . . .. ...

Intégration des fonctions quelconques . . . . .
Théoréme de convergence dominée . . . . . .
Intégrales dépendant d'un parameétre . . . . .
Fonctions & valeurs complexes et vectorielles .

Construction des mesures

3.1 Mesures extérieures; théoréme de Caratheodory

3.2

3.1.1
3.1.2
3.1.3

Théoréme de Caratheodory . . . . ..
Construction des mesures extérieures .
Tribu complétée . . . . . . ... .. ..

La mesure de Lebesgue sur R . . . . . .. ..

3.2.1

Construction de la mesure de Lebesgue

3.2.2  Les ensembles négligeables pour la mesure de Lebesgue . . . . . . ..

3

13
13
15

23
23
27
29

33
33
36
36
39
40
42
44
45
45
47
49
50

51
ol
ol
23
26
o7
o7
60



3.3

3.4

3.5

3.2.3 Fonctions de répartition . . . . . ... ...
3.2.4 Exemple d’ensemble non-mesurable . . . . . . ... ... ...
3.2.5 Lien avec 'intégrale de Riemann . . . . . . .. ... ... .. ....
Mesures produits . . . . . . ..
3.3.1 Construction . . . . . . . ... .
3.3.2 Intégration des mesures produits . . . ... ..o
3.3.3 Mesure de Lebesgue sur R . . . . . ... ...
3.3.4 Changement de variable . . . . ... ... ... ... .........
Mesures et topologie . . . . . . . ..
3.4.1 Régularité des mesures boréliennes . . . . . .. .. ...
3.4.2 Théoréme de représentation de Riesz . . . . . . . .. ... ... ...

*

Paradoxe de Banach-Tarski: limites de la théorie de la mesure * . . . . . . .

4 Dimension et mesure de Hausdorff *

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Mesures de Hausdorff . . . . . . . . . . . ...
Dimension de Hausdorff . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..
Hausdorff vs. Lebesgue . . . . . . . . . . .. .. ... ... .
Utilisation pour le changement de variable sphérique . . . . . . ... .. ..
Complément: dimension de Minkowski . . . . . .. ... ... ... .....

IT Eléments d’analyse fonctionnelle

5 Analyse fonctionnelle abstraite

5.1

5.2

5.3
5.4
2.5

Espaces vectoriels normés . . . . . . . ... .. L
5.1.1 Norme . . . . . . . e
5.1.2  Produit scalaire . . . . . . . ...
5.1.3 Complétude . . . . . . . ..
5.1.4 Dimension finie vs. dimension infinie . . . . ... .. ... ... ...
Dual . . . . .
5.2.1 Norme d’operateur . . . . . .. . . .. ...
5.2.2 Dualet bi-dual . ... ... ... ... o
5.2.3 Théoréme de Hahn-Banach . . . . . ... .. ... ... .......
Convergence faible et faible-* . . . . . . .. ... ... 000
Espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . ...
Espaces de Banach et de Hilbert complexes . . . . . . . .. .. .. ... ...

6 Espaces de Lebesgue L”

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

Définitions; propriétés . . . . . . . .
L? comme espace de Banach . . . . .. .. ... 000000
Inclusions entre espaces LP . . . . . . . . ...
Théorémes de densité . . . . . . . . . ..
Inégalité de Holder; dualité . . . . . . . . ... . ... ..
L? comme espace de Hilbert . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ...,

91
91
95
98
102
104

107

109
109
109
110
111
112
113
113
114
116
119
123
128



7 Espaces de mesures: mesures signées
7.1 Définitions; variation totale . . . . . . . ... ...
7.2 Décomposition de Hahn . . . . . . .. ..o

8 Deécomposition de Lebesgue et théoréme de Radon-Nikodim
8.1 Décomposition par rapport a la mesure de Lebesgue * . . . . . . . . ... ..

9 Théorémes de dualité
9.1 Dualité LP/LT . . . . . .
9.2 Dual de Cy: théoréme de représentation de Riesz pour les mesures signées . .
9.3 Dual de L*™°: mesures additives * . . . . ... ...

O* Le parties marquées d’un astérisque sont des compléments

145
145
149

155
159

161
161
164






Partie 1

Théorie de la mesure






Chapitre 0

Introduction et prérequis

0.1 Mesure de Jordan et intégrale de Riemann

Le but de la théorie de la mesure et de l'intégration est de mesurer la “taille” de certains
ensembles. Commencons par ’ensemble des nombres réelles R.

Pour un intervalle [a,b] C R, sa taille (ou longueur) est évidement
(([a,b]) =b—a.

On peut étendre la définition de taille aux unions finies d’intervalles. En effet, pour a; <
hh<ay<---<a,<b,, on pose

g([ala bl] u---u [ambn]) = Z“[ajvbj]) = ij — aj.

Que faire pour des ensembles plus complexes que des unions finies d’intervalles 7 On peut
essayer de les approximer par des union finies d’intervalles pour approcher leur taille.

Une procédure similaire peut étre appliquée en dimension plus grande (c.-a-d. dans des
espaces R? avec d > 1). En dimension 2, le role des intervalles est joué par les rectangles
la,b] x [c,d], dont Daire est de (b — a)(d — ¢). Pour d’autres sous-ensembles de R?, laire est
approximée par des pavages de rectangles (voir Fig. 0.1). Plus généralement, dans R? on
utilise des ensembles de type [a1,b1] X -+ X [ag, bg] & la place des intervalles.

Soit M I’ensemble des parties de R qui s’écrivent comme unions finies d’intervalles fermés.
Les membres de M sont appelés les ensembles élémentaires de R. Ainsi, on peut essayer de
poser, pour A C R,

(A) =sup{l(B): BC A; Be M}. (0.1)

Pour étre sur qu’un sous-ensemble de A C R est bien approximé par des ensembles de M,
il faut aussi qu’on puisse 'approximer par le haut. Pour éviter les problémes des ensemble
de taille infinie, on se limite aux ensemble bornés. On dit qu’un ensemble borné A C R, est

9



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

Figure 0.1: Approximation de I'aire d’'un ensemble par un pavage par des carrés. L’erreur
est au plus l'aire de la partie rouge, qui peut étre rendue aussi petite qu'on veut en prenant
des carrés de plus en plus petits.

Jordan-mesurable si
sup{¢(B): BC A; Be M} =inf{l{(B): AC B; Be M} =:{(A).

Pour A C R non-borné, on dit qu’il est Jordan-mesurable si et seulement si A N [a,b] est
Jordan-mesurable pour tout a < b. On pose alors ((A) = A}imT (AN [—M,M)).
— 00

Ainsi on a défini une notion d’ensemble mesurable (au sens de Jordan) et d’une mesure
pour tout tel ensemble. Cette idée de mesure est intuitive et donne lieu au concept classique
d’intégrale de Riemann — le lien entre les deux est expliqué dans l’exercice 7.

L’intégrale est censée mesurer 'aire sous une courbe décrite par une fonction. Les fonc-
tions de base, qui jouent le méme role que les intervalles dans la construction précédente,
sont les indicatrices des intervalles:

1 iz € la,b,
gy :R—=R avec 1py(z):= { S? z € [a,b]
0 sinon.

Les fonctions élémentaires, pour lesquelles I'intégrale est définie directement, sont les combi-
naison linéaires d’indicatrices d’intervalles. L’intégrale est définie pour commencer pour les
fonctions positives. De plus, pour parler d’approximation par le haut et par le bas, on doit
limiter aux fonction & support compact.

Soit f : R — [0,+00). Le support de f est 'ensemble fermé Supp(f) := f~1((0,00)). On
dit que f est a support compact si Supp(f) est un compact, ce qui revient a dire que f est
nulle en dehors d’un ensemble [—M, M| pour M assez grand.

Définition 0.1. Soit f : R — [0, +00) une fonction a support compact. On dit que f est

~10 -



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

Riemann-intégrable si @
sup { Z )\j(bj - Clj) L ag, bl, vy Qp, bn S R, )\1, ceey )\n S [0, +OO), Z Ajl[a]’,bﬂ S f}
j=1 Jj=1

_ mf{ZAj(bj — ;) a1 biy by € R, Ay Ay € [0,400), Y ALy s > f}.
j=1

Jj=1

Le cas échéant, on appelle la quantité au-dessus l'intégrale de Riemann de f, et on [’écrit
[ f(@)da.

Pour f : R — [0,400) quelconque, on dit que f est Riemann-intégrable si, pour tout
a <b, fliay est Riemann-intégrable. On pose alors

b

/ f(z)dz :—/f(ac)l[a,b](x)dx et /f(x)dx = QEIPOO f(z)dx. (0.2)

Pour des fonctions a valeurs dans R, 'intégrale contient une partie positive et une partie
négative. Pour f: R — R, on définit les fonctions positives fi, f- : R — [0, +00) par

fi(z) =max{0, f(z)} et f_(z)=—min{0, f(x)} Vr € R.

On dit que f est Riemann-intégrable si f, et f_ le sont et

/ﬁ@@<m ot /ﬁ@@<m

[1@ar= [ rie— [ 5 @a

L’intégrale ainsi définie a une série de propriétés convenables (linéarité; théoréme fonda-

Le cas échéant, on pose

mental de I'analyse) qu’on suppose connues. Elle a pourtant aussi des défauts importants.
Ceux-ci apparaissent surtout dans les études approfondies de ’analyse ou des probabilités.
On en donne quelques exemples.

e Une limite simple de fonctions Riemann-intégrables n’est pas toujours Riemann-intégrable.
Similairement, une union dénombrable d’ensembles Jordan-mesurables n’est pas tou-
jours Jordan-mesurable.

e Il existe des fonctions dérivables F' : R — R ou F” n’est pas Riemann-intégrable.

e L’intégrale de Riemann dépend beaucoup de la structure topologique de R.

Une définition d’intégrale plus robuste est donc nécessaire.

Exercice 1.
Montrer qu'un singleton {x} C R est Jordan-mesurable, mais que Q ne ’est pas.

ODans I’équation suivante, on prend toujours aj < b;.

— 11 —



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

Exercice 2.
Soit f : R — [0,400). Montrer que f est a support compact si et seulement s’il existe
a,b € R tels que,

f(z) =0 pour tout = ¢ [a,b].
Déduire que pour une fonction quelconque f : R — [0,400) et a < b, flj,4 est a support
compact.

Exercice 3.
Montrer que, pour toute fonction f : R — [0, 4+00) & support compact,

sup { S Ny = a5)t anbr, oy by € R Ay A € [0,400), Y AL, < f}
j=1 J=1

S 1nf{2)\](b] - aj) : (ll,bl, N 76Ln,bn S R, )\1,. . .,)\n S [0,+OO), Z)\j]‘[aj7bj] Z f}
Jj=1

Jj=1

Exercice 4.
Soit f,g : R — R des fonctions Riemann-intégrables et A\, v € R. Montrer que \f + ug est
aussi Riemann intégrable et que

/ (Af(x) + ug(a))da = A / f(x)de + p / g(z)dz. (0.3)

Exercice 5.
Expliquer pourquoi la limite dans (0.2) existe pour toute fonction positive Riemann-intégrable f.

Donner des exemples de fonctions positives Riemann-intégrables f tels que

o fff(x)dx < 0o pour tout a < b mais [ f(z)dx = oo;
e f est & support compact mais [ f(z)dx = oo;
e f(x) > 0 pour tout z € R mais [ f(z)dz < cc.

Exercice 6.
Montrer qu'une fonction continue a support compact est Riemann-intégrable.
Indication: utiliser le fait qu’'une telle fonction est uniformément continue.

Déduire que toute fonction positive continue par morceaux est Riemann-intégrable.

Exercice 7.
Fixons a < b. Montrer quun ensemble A C [a, b] est Jordan-mesurable si et seulement si 14
est une fonction Riemann-intégrable. De plus, si c’est le cas,

((A) :/1A(x)dx.

Inversement, montrer qu’'une fonction positive bornée f : [a,b] — [0,+00) est Riemann-
intégrable si et seulement si l'ensemble {(z,y) € [a,b] x R : 0 <y < f(x)} est Jordan-

- 12 —



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

mesurable, et que, le cas échéant,

b
/ f(@)de = (({(x,) € [a,b] xR : 0 < y < f()}).

Exercice 8.
Soit € > 0. Donner un recouvrement de (Q par une union dénombrable d’intervalles ouverts
dont la somme des tailles est inférieure & €. En autres mots, trouver aq, by, as,by - -+ € R avec

Qc U(an,bn) et an—an < €.

n>1 n>1

0.2 Glossaire topologique

0.2.1 Espaces topologiques généraux

Soit E un ensemble. Une topologie sur E est un ensemble 7 C P(FE) avec les propriétés
suivantes

i) 0.EeT,
(ii) si Uy,...,U, € T alors (,_, U € T,

(iii) pour toute collection (U;);c; d’ensembles de T, J,.; U; € T.
Les membres de T sont les ouverts de la topologie T; leur complémentaires sont appelés les
fermés.
Pour un espace topologique (F,T), on peut définir les notions de

e convergence: une suite (z,,) € EY converge vers un point z € E si pour tout U € T
avec « € U, 'ensemble {n € N : z,, ¢ U} est fini;

e topologie Hausdorff: 7 est dite Hausdorff, si pour tout x,y € E, x # y, il existe des
ouverts disjoints U,V € T avecx € U et y € V.

e Intérieur et adhérence: Soit A C E. L’intérieur de A, noté 1401, est le plus grand
ouvert contenu dans A; 'adhérence de A, notée A, est le plus petit fermé contenant A:

A= |J @ A= (| F

UCA ACF
U ouvert F fermé

Le fait que A est ouvert et A est fermé suit des propriétés de T.

e On dit que A C E est dense dans un ensemble B C E (avec A C B) si B C A.
(Souvent, on dit qu’un ensemble A est dense §'il est dense dans FE).

e On dit que E est séparable s’il existe un ensemble dénombrable A C E qui est dense
dans FE.

e compacité: un ensemble K C E est dit compact si pour toute collection d’ouverts
(Us)ier avec K C U, U, il existe un ensemble fini J C I tel que K C (J,;, U

e On dit que A C E est précompact si A est compact.

~13 -



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

e On dit que E est o-compact, s’il existe une suite croissante (K, ),cn de sous-ensembles
compacts de E avec E =, K,,.

e On dit que E est localement compact, si pour tout x € FE il existe un ensemble
ouvert et précompact U avec x € U.

Inversement, si on se donne une notion de convergence —, comme celles décrites au-dessus,
on peut leur associer une topologie comme suit.

e Un ensemble U C E est ouvert si et seulement si, pour tout z € U et (x,),en € E avec
Tn — x, il existe N € Ntel quen > N =z, € U.

e Un ensemble F' C E est fermé si et seulement si, pour tout = € E et (x,),en € F avec
T, > zx,onazxeckl.

Il faut évidement vérifier que les notions d’ensemble ouverts et fermés qu’on vient de définir
obéissent aux conditions d’'une topologie. De plus rien ne garantit que les suites convergentes
au sens de — sont les seules suites convergentes pour la topologie qu’on vient de définir.

Mentionnons qu’en général une suite peut converger vers deux limites différentes. Toute-
fois, si la topologie qu’on considére est Hausdorff, alors toute suite converge vers au plus une
limite. Par la suite, on va travailler dans des topologies Hausdorff pour éviter la possibilité
de plusieurs limites distinctes.

Exercice 9 (Preuve topologique de 'infinité des nombres premiers).
On définit sur Z une topologie 7 de la maniére suivante. Posons

Usp ={a+kb: keZ}, pour a € Z et b > 1.

Alors les éléments de T (c.-a-d. les ouverts) sont toutes les unions — finies ou infinies —
d’ensembles de la forme U, ;. L’ensemble vide appartient aussi a 7.

(a) Montrer que T est bien une topologie, c.-a-d. montrer que si A et B sont des union
arbitraires d’ensembles de la forme U, ;, alors AN B en est une aussi.

(b) Montrer que les ensembles U, sont aussi fermés dans la topologie 7.

(¢) En supposant que I'ensemble des nombres premiers est fini, montrer que {—1,+1} est
un ensemble ouvert.

(d) Conclure en exhibant une contradiction.

Exercice 10.
Soit (E,T) un espace topologique Hausdorff. Montrer alors qu'une suite converge vers au
plus une limite.

Exercice 11.

Soit (F,T) un espace topologique. On écrira N pour la convergence induite par la topologie
T . Posons:

T = {U C E: tel que, pour tout = € U et (x,)nen € E avec z, N T, T € U} (0.4)
(a) Montrer que 7 est une topologie sur E.

— 14 —



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

(b) Montrer que T C 7.
(¢) Donner un exemple pour lequel 7 # T.

(d) Pouvez-vous donner une condition suffisante pour avoir 7 = 77

0.2.2 Espaces métriques

Les espaces topologiques étant trés généraux, ils ont parfois des propriétés inattendues. Pour
un comportement plus intuitif on étudie souvent une classe plus restreinte d’espaces, a savoir
les espaces métriques.

Définition 0.2. Soit £ un ensemble. Une distance sur E est une fonction d : E? —
[0, 4+00) telle que pour tout x,y,z € E,

(i) d(z,y) = d(y, z), (symétrie)
(ii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), (inégalité triangulaire)
(iii) d(z,y) =0 si et seulement si v =y.

Si la troisieme propriété est remplacée par simplement d(z,x) = 0 pour tout x € E, alors

on dit que d est une pseudo-distance sur E.
Si d est une distance sur E, le couple (E,d) est un espace métrique.

Remarque 0.3. Supposons que E est un espace avec une pseudo-distance d. On peut alors
modifier £ pour obtenir un espace métrique comme suit.
Soit ~ la relation d’équivalence sur £ donnée par

r~y & dx,y) =0, pour z,y € E.

Une conséquence immédiate de 'inégalité triangulaire et de la symétrie de d est que ~ est
bien une relation d’équivalence. De plus, I'inégalité triangulaire montre que, si x ~ 2z’ et
y ~y alors d(x,y) = d(z', ).

Soit £ = {Z : © € E} I'ensemble des classes d’équivalence de ~. Alors on peut définir une
distance sur F, qu’on va aussi appeler d, par d(z,9) = d(x,y). (Le fait que cette quantité est
bien définie ressort de I'observation précédente; il est immédiat que d est bien une distance
sur E) On vient donc d’associer & (£, d) un espace métrique (E, d) de maniére canonique.
On va revenir a ce type de construction dans la partie 6.1.

Soit (F,d) un espace métrique. Alors F admet une topologie induite par d, définie comme
suit:
T=Tea={UCE: (zcU)= 3r>0tq. dz,y) <r=yecl)}.

De maniére équivalente, on associe & d la notion de convergence
T, > & d(z,,x) —0.
La topologie Tg 4 issue d'une métrique est Hausdorff, ce qui entraine 'unicité des limites.

~15 —



CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

On étudie souvent les propriétés topologiques des sous-ensembles F' d'un espace métrique
(E,d). Certaines propriétés dépendent de la structure de F' uniquement, et non de l’espace
ambiant £ (e.g. complétude, compacité). Il est alors convenable de parler de F' sans devoir
mentionner . Le lemme suivant nous le permet.

Lemme 0.4. Soit (E,d) un espace métrique et F' C E. Alors (F,d) est un espace métrique.

On laisse la preuve en exercice.

Exercice 12.
Soit (E,d) un espace métrique et F' C E. Montrer que (F,d) est un espace métrique.

Suites dans les espaces métriques. Dans un espace métrique (E, d), la topologie induite
par d admet une description séquentielle:

e Un ensemble U C E est ouvert dans la topologie induite 7g 4 si et seulement si, pour
tout © € U et (x,)nen € E avec z,, — x, il existe N € Ntel quen > N =z, € U.

e Un ensemble F' C E est fermé dans la topologie induite Tg 4 si et seulement si, pour
tout © € E et (z,)nen € F avec x,, > x,onax € F.

Avec les notations de 'exercice 11, I’énoncé au-dessus s’écrit simplement “7 = T si T est
la topologie d'un espace métrique”. On laisse la preuve en exercice.

Une conséquence de la caractérisation séquentielle des ouverts et fermés dans les espaces
métriques, est la caractérisation séquentielle des fonctions continues.

Proposition 0.5. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F une
fonction. Alors on a équivalence de

(i) f est continue (c.-a-d. pour tout ouvert U C F, f~1(U) est un ouvert de E);

(ii) pour tout x € E et e > 0, il existe 6 > 0 tel que, siy € E satisfait dg(x,y) < 0, alors
dr(f(z), f(y)) <e€;

(iii) pour tout x € E et (z,)neny € EV, si x, — x alors f(x,) — f(x).

On laisse la preuve de cette proposition en exercice.
Quand on travaille avec des fonctions sur des espaces métriques, on dispose de notions
qui quantifient la continuité.

Définition 0.6. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et f : E — F une
fonction.

e On dit que f est uniformément continue si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, si
x,y € E satisfont dg(x,y) < 9§, alors dp(f(x), f(y)) < €;

e On dit que f est lipschitzienne sl existe une constante C' > 0 telle que pour tous
z,y € E, dp(f(z), f(y) < Cde(z,y).

e On dit que f est holderienne d’ezposant o € (0,1] (ou a-hélderienne) s’il existe une

~16 —




CHAPITRE 0. INTRODUCTION ET PREREQUIS

constante C' > 0 telle que pour tous x,y € E, dp(f(x), f(y)) < Cdgp(z,y)*.

Exercice 13.
Prouver la proposition 0.5.

Exercice 14.
Montrer les implications suivantes

e pour § < a <1 et f une fonction bornée, f a-holderienne = f S-holderienne;
e f 1-holderienne = f [-hdlderienne pour tout § < 1;

e pour tout @ € (0,1}, f a-hélderienne = f uniformément continue;

e f uniformément continue = f continue.

Donner des contre-exemples pour les implications inverses.

Exercice 15.
Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Montrer que
(a) A est ensemble des points x tels qu'il existe (z,)nen € AY avec z,, — .

(b) A est 'ensemble des points z & distance 0 de A, c.-a-d. tels que

dist(x, A) := inf{d(z,y) : y € A} =0.

(¢) A est Pensemble des points & distance strictement positive de A°.

(d) A est dense dans F si et seulement si, pour tout z € E et € > 0, il existe y € A avec
d(z,y) < e.

Complétude

Définition 0.7. Soit (E,d) un espace métrique et (x,)nen € EY une suite de E. On dit
que (xy,), est de Cauchy si

Ve >0,3IN €N tq (mn>N =dz,,z,) <e€).

On dit que (E,d) est un espace complet, si toute suite de Cauchy dans E admet une limite
(dans E).

Les espaces complets sont un bon cadre pour ’analyse; on va donc essayer d’éviter ceux
qui ne le sont pas. C’est d’ailleurs la raison principale pour travailler avec les nombres réels
plutét qu’avec les nombres rationnels.

Théoréme 0.8. R est complet pour la distance euclidienne d(x,y) = |z — y|.

On ne va pas prouver ce théoréme, surtout car il dépend fortement de la construction de
R qu’on utilise. En effet, on peut simplement introduire R comme le complété de Q.
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Si (F,d) est un espace métrique qui n’est pas complet, on peut le compléter de maniére
canonique comme suit. Soit {.,(E) 'ensemble des suites de Cauchy de E. Pour (z,), (y,) €
ley(E), posons

ey ((‘rn)> (yn)) = nlgrolo d(:Bn, yn)

L’inégalité triangulaire implique que (d(Zy,, Yn))nen est une suite de Cauchy dans R, donc
que la limite est bien définie. De plus, d,, est une pseudo-distance sur £.,(F). On peut donc
quotienter f.,(F) pour obtenir un espace métrique comp(F£), comme décrit dans la partie
précédente.

L’espace de départ E est contenu dans comp(F) de maniére isométrique et canonique: on
associe a chaque élément = € F la classe d’équivalence dans comp(FE) de la suite constante
égale a x.

Proposition 0.9. L’espace (comp(E),d.,) est complet. On l'appelle le complété de (E,d).

Quand on veut montrer qu’'un espace est complet, ou plus généralement quand on veut
montrer qu'une suite de Cauchy converge, la difficulté principale consiste a trouver la limite
de la suite. Le lemme suivant peut étre utile.

Lemme 0.10. Soient (F,d) un espace métrique et (z,)nen une suite de Cauchy dans E. Si
(x,,) contient une sous-suite (T,(n)) qui convergent vers un point x € E, alors x, — .

Preuve: Soient (7,)neN, (To(m))nen €t © € E comme dans I'énoncé. Fixons € > 0. Alors, comme
(Zn)nen est de Cauchy, il existe N > 1 tel que, pour tout n,m > N, d(xy,,zy,) < €. De
plus, comme x,(,) — , il existe j > 1 tel que o(j) > N et d(x,(j),r) < e. On conclut
que, pour tout n > N,

d(xn, ) < d(Tn, Te(j)) + d(T4(j), ) < 2.

Ainsi x,, — = quand n — oo. O

Preuve de la proposition 0.9: Soit (X(k))keN une suite de Cauchy dans comp(FE). Prenons pour
chaque x*) un représentant (m,(lk))neN € le(E). Notre but est de montrer que (x))g>;
converge pour la distance dg, vers un élément de comp(E) (qu'on peut identifier par un
représentant dans .y ).

Grace au lemme 0.10, il suffit de montrer que (x*)),ey contient une sous-suite con-
vergente. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que dcv(x(k),x(k+1)) <27k
pour tout k£ > 1.

Pour k£ > 1, soit N € N tel que, pour n,m > Ny

o d(x%),x%k)) <27k

. d(ng)’ngrl)) <27k,

(k)

L’existence de Ny, est assurée par le fait que (z, ' )nen est de Cauchy et que de, (X(k) , x(kH)) =

limy,—seo d(a:,(fi),azgﬂfﬂ)) < 27k,
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On peut toujours augmenter chaque Ny en gardant les propriétés mentionnées. On peut
donc supposer que la suite (Ni)g>1 est croissante. On définit la suite y = (yn)nen € EN
par

Yn = x%k), si N <n < Niggi.

Soit j > 1 et n > Nj. Soit k > j tel que N <n < Npiq. Alors

k-1 k—1
d(yn,xg)) < Zd(xg),xgﬂ)) < 22_i <27, (0.5)
i= i=j

Donc, pour tout n,m > Nj,
d(ynsym) < dyn, @) + d(ym, 23)) + (@) 2)) < 5277,
ce qui entraine que y est de Cauchy, donc dans £.,. De plus, (0.5) entraine aussi que
dcv(y,x(j)) < 2177,

Ainsi x\9) — y quand j — oo, ce qui fini la preuve. O

Exercice 16.

Soient (E,d) un espace métrique et A C E un ensemble dense dans E. Soit f: A — R une
fonction uniformément continue (c.-a-d. telle que, pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que
pour tous z,y € E avec d(z,y) < 0, on a |f(z) — f(y)] < ).

Montrer qu'’il existe une unique fonction F' : E — R continue telle que F(z) = f(x) pour
tout x € A. Montrer que F est uniformément continue.

Donner un contre-exemple si on suppose que f : A — R est seulement continue, pas unifor-
mément continue.

Exercice 17.

Soient (E,dg), (F,dr) et (G,dg) trois espaces métriques avec I’ et G complets et E qui est
plongé de maniére isométrique dans F' et G, c-a-d. E C F NG et pour tout z,y € E,
dr(z,y) = dg(z,y) = dg(z,y). Supposons de plus que E est dense dans F' et dans G.

Montrer que F' et G sont isométriques, c.-a-d. qu’il existe une bijection ¢ : F' — G avec

de(9(x),d(y)) = dp(z,y)  Vo,y € F

et telle que ¢(x) = z pour tout x € E.

Ce qu’on vient de montrer est que toute fagon de compléter E mene au méme résultat.
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You complete melll

Compacité dans les espaces métriques Dans le cadre des espaces métriques, la com-
pacité admet définition séquentielle qui peut étre trés utile.

Théoréme 0.11. Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Alors on a équivalence de:
(i) A est compact;

ii) pour toute suite (T,)nen € AN Gl existe une sous-suite (Ty(n neN et x € A tels que
(n)
:L‘U(n) — X.

n—oo
(La deuziéme propriété est appelée compacité séquentielle.)

Un espace métrique (F,d) est dit propre si, pour tout « € E et r > 0, la boule fermée
B(z,r) ={y € E : d(z,y) <r} est compacte.

Exercice 18.
Prouver le Théoréme 0.11.

Exercice 19.

Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que si E est compact, alors il est complet et borné
(c.-a-d. il existe M > 0 tel que d(x,y) < M pour tout z,y € E).

Indication: Pour montrer que E est borné, utiliser la contraposée: si on suppose que E n’est
pas borné, construire une suite qui ne contient pas de sous-suite convergente.

Déduire que si A C E est compact, alors A est fermé et borné. Est-ce que I'inverse est vrai ?

Exercice 20.
Soit (F,d) un espace métrique et K C F un compact.

e Montrer que si f: K — R est continue, alors f(K) est borné et f atteint sont sup et

son inf:
Jr,ye Ktq.  f(z)= Slellgf(?:) et fly) = inf f(2).

e Montrer que pour tout x € F, il existe y € K tel que

d(xz,y) = inf d(x, z) =: dist(z, K).

zeK

e Montrer que si f: K — R est continue, alors f est uniformément continue.
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Exercice 21.

Montrer que R muni de la distance euclidienne d(z,y) = |x — y| est un espace métrique.
Montrer que dans R avec la topologie induite par cette distance, un ensemble est compact si
et seulement s'il est fermé et borné (il s’agit du théoréme de Bolzano—Weierstrass).

Est-ce que I'espace métrique R est compact / o-compact / localement compact / séparable 7

Exercice 22.
On considére espace RN = {(2,)nen © 2, € RVn € N} et pour = (2,)nen €t Y = (Yn)nen
des éléments de RY, on pose

(a)
(b)

()

diSt(fB, ’y) = Z 27" mln{fﬂﬁn - yn‘: 1}

neN

Argumenter que dist est bien défini et que c’est une distance sur RY.
Soient £*) = (z{7) € RN pour k > 1 et y = (y,) € RY. Montrer que dist(z®, y) —
— 00
0 si et seulement si z —— " Yn POUT tout n € N.
—00

Pour y = (y,) € RN, N > 0 et € > 0, posons By (y) = {(z,) € RN : |z, —y,| <
€, Vn =0,..., N}. Montrer que tout ensemble By (y) est ouvert. Montrer que tout
ouvert U de R s’écrit comme union (quelconque) d’ensembles de la forme By (y) avec

y=(y,) ERY N>0cete>0.

On dit alors que la famille {By(y) : y € RY, N > 0¢ > 0} est une base d’ouverts
pour la topologie induite par dist.

Montrer que dans le point précédent on peut se limiter aux suites y € QY stationnaires
a 0 et aux e rationnels. Plus précisément, montrer que {By(y) : y € QN avec y, =
Osin>N, N>0,e>0,eecQ} est une base d’ouverts.

Est-ce que RY avec la topologie induite par dist est separable, compact, complet?

Est-ce que le sous-ensemble [0, 11N = {(z,)nen : 7, € [0,1]Vn € N} avec la topologie
induite par dist est separable, compact, complet?

Exercice 23.

Le but de cet exercice est de s’habituer avec les différentes propriétés des espaces métriques.
Ce qu’il faut retenir est qu'un espace métrique localement séparable est également complet
et o-compact. De plus, c’est essentiellement un espace propre (quitte & modifier la distance
sans modifier la topologie).

(a)
(b)

()
()

Montrer qu'un espace métrique localement compact est complet.

Montrer qu'un espace métrique propre est localement compact, o-compact, complet et
séparable.

Donner un exemple d’espace métrique qui est polonais (complet et separable) mais pas
localement ou o-compact.

Donner un exemple d’espace métrique qui est localement compact mais pas o-compact.
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(e) Montrer qu'un espace métrique localement compact est o-compact si et seulement si il
est séparable.

(f) 2 Soit (E, d) un espace métrique localement compact qui est o-compact. Montrer qu'il
existe un distance d’ sur E qui génére la méme topologie que d et telle que (E,d’) est
propre.

(g) Donner un exemple d’espace métrique qui est localement est o-compact mais pas propre
(Indication: modifier la distance euclidienne sur R pour que B(0,1) = R mais sans
modifier la topologie).
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Chapitre 1

Tribus et mesures

1.1 Définitions de tribus et mesures

Imaginons qu’on veut mesurer la “taille” des ensembles d'un espace E (dans un premier
temps, on peut voir F comme R ou R? pour d > 1). Comme on va voir plus tard, on ne
peut pas espérer en général mesurer tous les sous-ensembles de E. Il faut ainsi commencer
par définir la classe des ensembles qu’on peut mesurer.

Définition 1.1. Soit E un ensemble. Une tribu (ou o-algébre) est une collection £ C P(E)
de sous-ensembles de E telle que

(i) D e€&,
(i) st A€ &, alors A:=E\A€g,
(iii) si Ay, Ag,--- €&, alors |J,~, An € €.

On appelle le couple (E,E) un espace mesurable.

Définition 1.2. Soient (E, &) un espace mesurable. Une mesure sur (E,E) est une fonc-
tion p : € — [0, +00] telle que

(i) p(@) =

(ii) si (An)nen est une famille dénombrable d’ensembles de € deux a deux disjoints,
alors

p(UJAn) =3 ). (1.1)

neN neN

On appelle le triplet (E, &, p) un espace mesure.

Dans (1.1), tous les membres de la somme sont positifs, ainsi la somme a toujours une
valeur bien définie. Celle-ci peut étre infinie, méme si tous les termes de la somme sont finis.
Si 'un des termes dans la somme est infini, il en est de méme de la somme.
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Proposition 1.3. Soit (E, &, 1) un espace mesuré. Alors
(i) pour A,B € & avec ANB =10,

p(A) + p(B) = p(AU B);

(ii) pour A,B € € avec A C B, u(A) < u(B).
De plus, si 1(A) < oo, alors u(B\ A) = u(B) — u(A);

(iii) pour A, B € € avec p(AN B) < o0,

n(AU B) = pu(A) + p(B) — n(AN B);
(iv) pour Ay, Ag,--- € E avec Ay C Ay C ...,

“(UJ”ZlAn> = lim 1 pu(A4,);

n—oo

(V) pour Ay, Ag,--- € E avec Ay D Ay D ... et u(Ay) < oo,

“(mnzlA"> = lim | p(A,);

n—oo

(vi) pour Ay, Ay, --- €&,

p(UAn) <3 ).

n>1 n>1

Dans la proposition précédente, on utilise implicitement le fait que £ est stable par les
opérations usuelles sur les ensembles, appliquées un nombre fini ou dénombrable de fois (voir
exo 24).

Un mot sur la notation: les symboles ||, (1), et (1), signifient respectivement union
d’ensembles deux & deux disjoints, union d’une suite croissante d’ensembles et intersection
d’une suite décroissante d’ensembles. On les utilise pour accentuer le fait que les ensembles
auxquels on les applique ont certaines propriétés. Formellement, il faut quand méme énoncer
les propriétés des ensembles au préalable.

La preuve de la proposition 1.3 est laissée en exercice.

Dans la proposition 1.3 on voit que certaines propriétés sont valables seulement pour des
ensembles de mesure finie. Pour cette raison, on préfére travailler avec des mesures finies, ou
presque. Une mesure p sur un espace (E, ) est dite

e finie si u(E) < oo;

e de probabilité si u(E) = 1,

e o-finie sil existe une suite d’ensembles (A, )nen € EN avec |
pour tout n € N.

A, = FE et u(A,) < oo

neN

Si p est une mesure sur un espace (E,&) ou £ contient les singletons, on dit que = € E
est un atome de p si pu({x}) > 0. On note &, la mesure de Dirac en x, c.-a-d. la mesure
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donnée par

1 sizx €A,

%(4) = La(2) := {o siz¢ A

On dit qu'une mesure p est atomique si c’est une combinaison linéaire de mesures de Dirac.
Plus précisément s’il existe un ensemble Z, des points (z;);cz de F et des réels positifs (a;)er
tels que

w= Zaﬁzi (1.2)

1€T

La somme au dessus est une somme de fonctions de £ dans R. Pour comprendre le sens de
la somme infinie, voir I'exercice 28.

Exemple: Soit £ un ensemble. Alors P(F) est une tribu sur E (voir exercice 25). Quelques
exemples simples de mesures sur (£, P(E)) sont

e les mesures de Dirac;

e les combinaisons linéaires de mesures de Dirac (voir aussi 'exercice 31);

e la mesure de comptage A — |.| qu'on peut aussi écrire |.| = >, (voir
Iexercice 29).

Toutes ces mesures sont atomiques. Un exemple de mesure sans atomes est donné dans
I’exercice 26.

Exercice 24.
Soient E un ensemble et £ une tribu sur £. Montrer que,

(a) siA,Be & alors AUBe &, ANBefet A\Be¢;
(b) si Ay, Ay--- € &, alors (5, A, € E.

Exercice 25.
Soit £ un ensemble. Montrer que {0, E} et P(E) sont des tribus sur E.

Exercice 26.
Est-ce que

0 si A est fini,
u(A) = . o
oo si A est infini,

définit une mesure sur (R, P(R)) ?
La méme question pour

00  sinon.

V(A) = {O si A est fini ou dénombrable,

Exercice 27.
Démontrer la proposition 1.3.
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Donner un exemple d’espace mesuré (E, &, p) et d’ensembles Aq, A, --- € £ avec A} D Ay D
.., p(A;,) = oo pour tout n, mais
A, = 0.

n>1

Exercice 28.
Soit Z un ensemble et (a;)ier € [0, +00]* une famille de nombres positifs. On pose

Zai = sup{Zaj JCL,TJ ﬁni}
i€l ieJ
Montrer que si Z;,Z, C Z sont des ensembles disjoints, alors

Zai—i—Zai: Z a;.

1€T 1€Z1o 1€ UZo

On utilise cette notation le plus souvent quand Z est fini ou dénombrable. Supposons que Z
est infini, non-dénombrable et que a; > 0 pour tout ¢ € Z. Montrer alors que ), a; = 0.

Exercice 29.
Soit E' un ensemble. Montrer que pu(A) = |A| définit une mesure sur (E, P(E)).
Sous quelle condition p est-elle o-finie ?

Exercice 30.
Soit (E, &, i) un espace mesuré et A € €. Montrer que v(B) := (AN B) pour B € £ définit
une mesure sur (£, E). On lappelle la restriction de pu a A.

Exercice 31.
Soient (E,&) un espace mesurable, (i;);cz une famille de mesures sur (E,&) et (a;)ier €
(0, +00)%. Montrer que

Zaiui : € — [0, 4+00]

1€

i€T
est une mesure sur (E,€).
Exercice 32.
Soit (E, &, u) un espace mesuré. Montrer que pour Ay, As, ..., A, € £ de mesures finies,
u( U Ak) = > (—D'”“u( N Ak)-
k=1 Icq{1,...n} kel
I#0

Indication: procéder par récurrence.
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1.2 Tribu engendrée

Proposition 1.4. Soient E un ensemble et (&;)icr une famille de tribus sur E. Alors
Nicr &i est une tribu sur E.

Ce qui est important dans cette proposition est que la famille (&;);c; est quelconque. On
ne demande pas qu’elle soit finie ou dénombrable.

Preuve: On vérifie simplement que les conditions de la définition 1.1 s’applique & (;c; &. [

Définition 1.5. Soient E un ensemble et A C P(F). La tribu engendrée par A est la

tribu
o(A) = ﬂ E.

& tribu: ACE

Remarquons qu’il existe au moins une tribu contenant A, a savoir P(E). De plus, grace
a la proposition 1.4, o(A) est bien une tribu.

Proposition 1.6. Soient E un ensemble et A C P(E). Alors o(A) est la plus petite tribu
(au sens de linclusion) contenant A. Plus précisément, si £ est une tribu sur E avec

ACE& onac(A) CE.

Preuve: Le résultat suit directement de la définition de o(A). O

Exemple: tribu borélienne Supposons que E est un espace muni d’une topologie (c.-a-d.
une notion de sous-ensemble ouvert). Alors on considére souvent sur E une tribu cohérente
avec sa structure topologique, a savoir la tribu borélienne.

Définition 1.7. La tribu borélienne B(E) d’un espace topologique E est la tribu engendrée
par l’ensemble des parties ouvertes de E. Formellement

B(E):=0({U C E: U ouvert}).

Exemple: tribu produit Soient (E, &) et (F,F) deux ensembles mesurés. On considére
souvent le produit cartésien F x F' de E et F'. Celui-ci admet une tribu engendrée par celles
de E et F' comme suit. Soit

A={UxV:Ue€&etVeF}
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Les membres de A sont appelés les pavés de Ef x F'. La tribu produit sur £ x F est
ERF :=0(A).

On peut ainsi faire des produits d’un nombre fini arbitraire d’espaces mesurables (voir aussi
I'exercice 37).

On va vouloir aussi faire des produits d’un nombre infini d’espaces mesurables. Dans ce
cas, la définition de la tribu produit s’adapte comme suit.

Définition 1.8. Soit (E;,E;)icr une famille d’espaces mesurables. Un cylindre de Xier Ei
est un ensemble de la forme A = Xie[ A;, ou A; € & pour tout i € I et A; = E; pour tout
sauf un nombre fini d’indices i € 1.

Notons A l’ensemble de cylindres de Xier Ei Alors la tribu produit sur Xiep Ei est
celle engendrée par les cylindres, a savoir,

® & =o(A).

Si tous les espaces (E;,E;)ier sont égaux, une autre fagon de voir Xicr E; est comme
I'ensemble F (I, E) des fonctions de I dans E. Alors la tribu produit est celle engendrée par
les ensembles de la forme {f € F(I,E): f(i)€ A} pourie et Ac€&.

Exercice 33.

Soit E un espace quelconque. Quelle est la tribu engendrée par ’ensemble des singletons
de £ 7

Exercice 34.
Soit E un espace topologique et F' C E un ensemble fermé. Montrer que F' € B(E).

Exercice 35.
Placons-nous sur R. Soit Z ’ensemble des intervalles ouverts:

Z={(a,b): a<b}.

Que vaut o(Z) ?
Et si on prenait les intervalles fermés, ou semi-ouverts 7
Et si on imposait dans la définition de Z que a et b soient rationnels ?

Exercice 36.

Considérons 'espace topologique R = R U {#o00} muni de la topologie engendrée par les
ouverts de R ainsi que les ensembles de la forme [—00,a) et (a,+o00] pour a € R. Montrer
que A € B(R) si et seulement si A\ {#o0} € B(R).

Exercice 37.
Soient (E, &), (F,F) et (G,G) trois espaces mesurés. Montrer que

ER(FRG) =(ERF)®G.
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Exercice 38.
Soit (E;, &;)ieny une famille dénombrable d’espaces mesurables. Pour chaque i € N, soit

A; € &. Montrer que
X A€ Q)&

ieN ieN

Exercice 39.
Observons que R? a une topologie canonique et donc une tribu borélienne B(R?). D’autre
part R? est le produit R x R, et donc a une tribu produit. Montrer que

B(R?) = B(R) ® B(R)
Généraliser cela a R<.

Exercice 40.
Sur R" on dispose de la tribu produit des boréliens de R écrite ),,. B(R). On dispose aussi
de la topologie de la convergence simple — décrite dans ’exercice 22 par une distance — et de
la tribu borélienne sur RY induite par celle ci. On note cette tribu B(RY).

Montrer que B(RY) = @, B(R).

neN

1.3 Classes monotones: unicité des mesures

Définition 1.9. Soit E un ensemble. Une classe monotone sur E est une collection de
sous-ensembles M C P(E), telle que

(i) Ee M;
(ii) si A, B € M sont tels que A C B, alors B\ A € M;
(iil) si Ay, Ag,--- € M sont tels que Ay C Ay C ..., alors LUn21An e M.

Théoréme 1.10 (Lemme de classe monotone). Soient E un ensemble, M une classe
monotone sur E et A C P(E) une collection de sous-ensembles stable par intersection
finie (c.-a-d. telle que AABe A= ANB € A).

Alors, si A C M, on a aussi o(A) C M.

Ce théoréme est utilisé pour montrer que tous les ensembles d’une tribu ont une cer-
taine propriété. Supposons par exemple qu’on travaille avec la tribu borélienne d’un espace
topologique E et qu’on s’intéresse a une propriété 7. Si on peut montrer que

(i) les ensembles satisfaisant 7 forment une classe monotone et

(ii) les ensembles ouverts satisfont 7,
alors le lemme de classe monotone nous montre que tout borélien satisfait m. En effet, la
collection d’ensembles ouverts {U C E : U ouvert} est stable par intersection finie. De plus
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elle est contenue dans la classe monotone M des ensembles satisfaisant 7. Ainsi B(E) =
o({U C E : U ouvert}) C M, ce qui est la conclusion désirée.

Généralement c’est plus facile de montrer que les ensembles satisfaisant une certaine
propriété m forment une classe monotone que de montrer qu’ils forment une tribu.

On va voir par la suite différentes applications de ce résultat.

Preuve: Tout comme pour les tribus, on peut parler de la classe monotone engendrée par une
collection de sous-ensembles. Soient F un ensemble et A C P(FE) une collection stable par
intersections finies. Notons M(.A) la plus petite classe monotone contenant .A:

M(A) = N M.

M classe monotone
ACM

Alors ce qu’on cherche & montrer est que o(A) C M(A).

Il est facile de vérifier qu’une classe monotone stable par intersections finies est une
tribu (voir exercice 41), il suffit donc de montrer que M(.A) est stable par intersections
finies.

Soit A € A et posons C4 = {B € M(A): AN B € M(A)}. Evidement A C C4 car,

si Be A, alors ANB € AC M(A). De plus, C4 est une classe monotone:
(i) ENA=A¢€ M(A) donc E € Cy;
(ii) si B,C € C4 sont tels que B C C, alors

AN(C\B) = (ANC)\ (AN B) € M(A),

par le fait que M(A) est une classe monotone. Ainsi B \ C € Cyu;
(iii) enfin, si By, B, -+ € C4 sont tels que By C By C ..., alors

Am(UBn) = [ JANnB,) e M(A),

n>1 n>1

par le fait que M(A) est une classe monotone. Ainsi J,,~; Bn € Ca.
On conclut que C4 est une classe monotone contenant A, donc M(A) C C4. En d’autres
mots, pour tout A € Aet Be M(A), ANB € M(A).

Maintenant, fixons B € M(A) arbitraire et posons, comme avant, Cp = {A € M(A) :
ANB e M(A)}. Par ce qui précede, A C Cp. De plus, Cp est une classe monotone, donc
M(A) C Cp. Ainsi, pour tout A € M(A), AN B € M(A).

On conclut que M(A) est une classe monotone stable par intersections finies, c’est
donc une tribu. O

Application: unicité de la mesure de Lebesgue Comme décrit dans I'introduction,
I'intégrale de Lebesgue est censée étendre celle de Riemann. Ainsi, la mesure de Lebesgue
devrait mesurer aux moins tous les ensembles Riemann mesurables, donc en particulier les
intervalles. On devrait donc construire une mesure A sur (R, B(R)) telle que

A([a, b)) =b—aq, Va < b.
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La construction d’une telle mesure s’avére difficile (elle est traitée dans le chapitre 3). On a
toutefois déja les outils pour montrer son unicité.

Proposition 1.11 (Unicité de la mesure de Lebesgue). Il existe au plus une mesure \ sur
(R, B(R)) telle que

Ala, b)) =b—a, Va < b.

Preuve: Soient A et v deux mesures sur (R, B(R)) avec v([a, b]) = A([a,b]) = b — a pour tout a < b
Définissons A C P(R) 'ensemble des segments de R. Alors v(A) = A(A) pour tout A € A.
De plus, A est stable par intersection finie.
Fixons M > 0 et posons M = {A € B(R) : A\(AN[-M,M]) = v(AN[-M,M])}.
Alors M est une classe monotone:
(i) M[-M,M)) =v([-M,M]) =2M donc R € M;
(ii) si A, B € M sont tels que A C B, alors

AM(B\A)N[-M,M]) =X(BN[-M,M]) — \(AN [-M, M])
V(Bﬂ [_MvM]) o V(Aﬁ [_M7MD = V((B\A) N [—M,M]))

donc B\ Ae M O,
(iii) si Ay, Ag,--- € M sont tels que A; C Az C ..., alors

)\< U 4w n[-M, M]) = lim A(A, N [—M, M])
_ = lim (A, N [-M, M)) :V(U Anm[—M,M]),

n>1

donc ;51 An € M.
Ainsi, par le lemme de classe monotone B(R) = o(A4) C M.
On déduit que pour tout A € B(R) et M > 0, A(AN[-M,M]) =v(AN[-M,M]) .
En prenant M — oo, on obtient

AMA) = v(4), VAe B(R).

O]

Attention! On va par la suite utiliser la mesure de Lebesgue A dans plusieurs exemples. On
admet donc son existence pour l'instant.

La procédure qu’on a utilisé pour montrer 'unicité de la mesure de Lebesgue se généralise
comme suit.

®ici on utilise la restriction & [—M, M] pour assurer que A(B N [—M, M]) = v(B N [-M, M]) < cc.
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Proposition 1.12. Soient (E,E) un espace mesurable, p, v deux mesures sur E et A une
collection d’ensembles stable par intersections finies. Supposons que o(A) = E et que, pour

tout A€ A, u(A) =v(A).
(i) St u(E) < oo et E € A, alors p=v.

(ii) S’il existe une suite Ay C Ay C ... dans A avec p(Ag) < 0o pour tout k > 0 et telle
que B = ;50 Ak, alors p=v.

On laisse la preuve en exercice.

Exercice 41.
Soit M une classe monotone stable par intersections finies. Montrer que M est une tribu.

Exercice 42.
Soient F un ensemble et M un classe monotone sur £. Montrer que M est stable par union
disjointe finie, & savoir que si A, B € M sont tels que AN B =, alors ALIB € M.

Exercice 43.
Soit E' un ensemble fini, avec |F| pair. Posons M = {A C E : |A| pair}. Montrer que M
est une classe monotone mais pas une tribu.

Exercice 44. (a) Admettons 'existence de la mesure de Lebesgue A sur R. Fixons un entier

M > 1 et posons
M ={BeB(R): A(Bn0,M]) € N}.
Montrer que M est une classe monotone. Exhiber un borélien qui n’appartient pas a
M.
(b) Posons A = {[a,a+1)UB € B(R): a€[0,M —1] et BN[0,M) = 0}. Montrer que

A C M et que o(A) =B.
On a donc construit une classe monotone qui génére B(R) mais n’y est pas égale.

(c) Posons A" = {[a,a+ 1) € B(R) : a € R}. Que vaut o(A")? Quelle est la classe
monotone engendrée par A’'.

Exercice 45.
Soient (E, &) un espace mesurable, 1, v deux mesures sur E et A une collection d’ensembles
stable par intersections finies. Supposons que o(A) = £ et que, pour tout A € A, u(A) =
v(A).
(a) Si u(E) < ooet E € A, montrer que u = v.
(b) Supposons qu'il existe une suite Ag C A; C ... dans A avec u(Ax) < oo pour tout
k>0 et telle que ' = (J;( Ar. Montrer que p = v.

(c) Montrer par un contre-exemple que, sans les conditions de finitude (ou o-finitude)
d’avant, on peut avoir u # v.

Exercice 46.
On admet 'existence de la mesure de Lebesgue A sur (R, B(R)). Montrer qu'’il n’existe pas
d’ensemble A € B(R) avec A(A N [a,b]) = $(b— a) pour tous a < b.
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Chapitre 2

Intégrale contre une mesure

2.1 Fonctions mesurables

Avant de définir la notion d’intégrale, on va etudier les fonctions qui peuvent étre integrées.

Définition 2.1. Soient (E, &) et (F,F) deux espaces mesurables. Une fonction f : E — F
est dite mesurable st,

fYBy={xcE: f(x) € B} €& pour tout B € F.

Remarque 2.2. Par la suite, les fonctions a valeurs réelles occuperont un role central. Dans ce
cas la, on dit qu’une fonction f : (E,£) — R est mesurable, si pour tout borélien B € B(R),
f~YB)eé&.

De plus, on va parfois autoriser les fonctions a prendre les valeurs +0o et —oo. Quand on
parle de R := R U {400}, on considére qu'un ensemble A C R est mesurable si et seulement
si A\ {xoo} € B(R).

Le lemme suivant (surtout le point (iii)) est utile pour montrer qu’une fonction est
mesurable.

Lemme 2.3. Soient (E,&) et (F,F) deuz espaces mesurés et f : E — F une fonction.
(i) L’ensemble {f~Y(B): B € F} est une tribu sur E.
(i) L’ensemble {B € F: f~Y(B) € £} est une tribu sur F.
(iii) Soit A C F telle que o(A) = F. Alors [ est mesurable si et seulement si

f1(B) €&, VB € A. (2.1)

Preuve: (i) Notons A= {f~%(B): B € F}. Alors ) = f~1(})) € A. Pour A= f~}(B) € A, on a
A¢ = f~1(B°) € A. Enfin, si A, = f~(B,) € A pour n > 1, alors

Uan=r"(UB.)ea

n>1 n>1
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Ainsi A est une tribu.
(ii) Notons X = {B € F: f~YB) € &}. Alors f1(0) =0 €& donch e X. SiBeX
alors f~1(B¢) = f~1(B)¢ € €, donc B® € X. Enfin, si B,, € X pour n > 1, alors

(UB) =Urmoee
n>1 n>1
donc {51 By, € X. Ainsi X' est une tribu.

(iii) Soit A C F telle que o(A) = F. 1l est immédiat que, si f est mesurable, alors (2.1)
est satisfait.

Supposons inversement que (2.1) est satisfait. On peut réécrire cela comme A C {B €
F: f~YB) € £}. Mais on vient de montrer que 1’ensemble de droite est une tribu. Ainsi

F=o(A)c{BeF: f}(B)e&},

ce qui implique que f est mesurable. ]

Corollaire 2.4. Soit f : R™ — R"™ une fonction continue. Alors f est mesurable de
(R™, B(R™)) dans (R™, B(R™)).

Preuve: On a B(R") = o({U C R" : U ouvert}). Par continuité de f, f~1(U) est ouvert (donc dans
B(R™)) pour tout ouvert U de R™. Par le troisiéme point de la proposition précédente,
on conclut que f est mesurable. O

Proposition 2.5. Soient (E,E), (F,F) et (G,G) des espaces mesurables.
(i) Si f,g: E — R sont mesurables, alors

f+g, fg, max{f,g}=fVyg, min{fg}=FfAg

le sont ausst.
(ii) Si f : E— F et g: F — G sont mesurables, alors g o [ l'est aussi.

(i) Si f, : E — R est une fonction mesurable pour tout n € N et qu’il existe une fonction
f:E — R telle que
fo(x) — f(2), Ve e E,

n—oo
alors f est aussi mesurable.
(iv) Si f, : E — R est une fonction mesurable pour tout n € N, alors les fonctions

sup{f, : n € N}, inf{f, : n € N}, limsup,_, fn et liminf, , f, sont aussi
mesurables de E dans R.
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(v) Pour A € &, la fonction 14 : E — R définie par

14(x) 1 sizeA,
xT) =
. 0 siz¢A,

est mesurable.

Preuve:

(ii) Soit B € G. Alors g~!(B) € F car g est mesurable. Comme f est mesurable,

(gof) "(B)=f"(g7'(B)) €&,

donc g o f est mesurable.
(iii) D’aprés le lemme 2.3, il suffit de montrer que f~!([—o0,a)) € £ pour tout a € R.
Observons que, pour a € R,

7N (=00,0) = {w € B+ lim fu(2) < a}
—{reBE:3k>1et N>1tq Yn>Ntq folr) <a—1}

—UUﬂ{ﬂUEE fnlx <a—;}

k>1 N>1n>N

Vue que chaque fonction f,, est mesurable, {z € E : f,(z) < a — %} € £. Ainsi,
grage aux propriétés des tribus, f~!([—~o0,a)) € £.

(iv) On traite uniquement le cas du sup; les autres sont laissés en exercice. Observons
que, pour tout a € R,

(supfn) (a, +00)]) U f (a,+o0]) € E.

n>1

Vu que {(a,+c] : a € R} génére B(R), on conclut en appliquant le lemme 2.3.
(i) Soient f,g: E — R mesurables. Alors la fonction

d: E— R?
z = (f(z),9(z))

est mesurable. En effet, pour A, B € B(R), ® 1(Ax B) = f~}(A)Nng Y(B) € &; et
par le lemme 2.3, ® est mesurable. Les fonctions

R? - R, R? — R, R? - R, R? - R,
(T,y) »x+y (z,y) = xy (x,y) > xVy (x,y) > T Ay

sont continues, donc mesurable. Par (ii) on obtient les propriétés désirées.
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(v) Soit A C E. Observons que

0 si0¢Betl¢B,
A si0¢ Bmais1e B,
A¢ si0€ Bmais1¢ B,
E si0eBetlebB.

1,1(B) =
Ainsi, 14 est mesurable si et seulement si (), A, A°, E € £. Cela revient a A € £.

Exercice 47.

En utilisant uniquement la partie prouvé de la Proposition 2.5 (notamment que le sup de
fonctions mesurables est mesurable), montrer que que pour des fonctions mesurables f, :
E — Rpourn >1,

e limsup, f, et liminf, f, sont des fonctions mesurables de E dans R;

e {r € F: lim, f,(z) existe} € £.

Exercice 48.
Montrer que toute fonction continue par morceaux f : R — R est mesurable.

Exercice 49.
Soit f : E — F une fonction et £ une tribu sur E. Expliquer pourquoi {f(B): B € £} n’est
pas forcement une tribu sur F.

2.2 Intégration des fonctions positives

Comme pour l'intégrale de Riemann, 'intégrale contre une mesure (dite de Lebesgue quand
I'espace de base est R), commence par l'intégration des fonctions positives. Pour l'intégrale
de Riemann on a commencé par définir I'intégrale des fonctions de la forme 1, pour a < b,
ensuite on I’a étendue aux fonctions positives par linéarité et passage a la limite. La procédure
dans le cas présent est similaire, mais commence par une classe plus large de fonctions. Une
image qui montre la différence des deux approches est donnée dans la figure 2.1

2.2.1 Fonctions étagées

Fixons un espace mesuré (E, &, p).

Définition 2.6. Une fonction étagée est une fonction f : E — [0,400) telle qu’il existe
ai,...,a, € (0,00) et Ay,..., A, € E avec

f= ZaklAk- (2.2)
k=1
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NI

Figure 2.1: A gauche on approxime l'aire sous le graphe de f par des blocs découpés verti-
calement; c’est la procédure utilisée dans I'intégrale de Riemann. A droite on découpe aire
sous le graphe de f en fonction de la hauteur (correspondant aux différentes couleurs), qu’on
multiplie ensuite par la taille de I’ensemble pré-image correspondent. La différence essentielle
arrive quand les ensemble de différentes couleurs sur ’axe horizontale ne sont pas des unions
finies d’intervalles.

Pour les fonctions étagées, la définition de l'intégrale apparait naturellement. En effet,
on aimerait écrire

/fd,u = Z%M(Ak)-

Pour que la définition qu’on vient de donner ait un sens, il faut faire une observation. En
effet, I’écriture d’une fonction étagée (2.2) comme combinaison de fonctions indicatrice n’est
pas unique. Il faut donc mentionner que l'intégrale de f ne dépend pas de I’écriture choisie.

Lemme 2.7. Soit f une fonction étagée avec

=) ala => bilg,
b1 i=1

OU Q1. Gpy by, ... by € (0,00) et Ay, ..., Ap, By,..., By, € E. Alors

> aru(Ay) = Z bju(B;). (2.3)

Preuve: Soit f une fonction étagée. Alors il existe une écriture f = > | arla, o Ay,..., Ay
sont deux a deux disjoints. Fixons une telle écriture. Pour démontrer le lemme 2.7 il suffit
de montrer (2.3) pour toute autre écriture f =377, b;1lp;.

Notons C; ; = A;NBj pour 1 <¢ <netl<j<m. Alors, pour chaque 1 < j < m,
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n N
Bj =], Cij, d'ou

f = ZailAi = ijlBj = Z ble'm-- (2.4)
i=1 j=1

1<i<n
1<5<m

De plus, pour chaque 1 < j <m, u(B;) = >.1 u(Cs ;). Ainsi
D biu(By) = bu(Ciy).
j=1 i=1 j=1

Pour conclure, il suffit donc de montrer que, pour chaque 1 < i < n,
m
D biu(Cig) = aip(Ay).
j=1

Fixons pour le reste de la preuve 1 < i <n. Pour J C {1,...,m}, écrivons

.DJ: <ﬂC’L,j>m<mAl\CZ,]) :{wEAi:Vj,wECi’j sijEJetwgéCm- Sl]¢J}
jeJ j¢J
Alors, A; = |_|Jc{1,,..,m} Dy et, pour chaque j € {1,...,m}, C;; = LljeJc{l,...,m} Dj. Ainsi

m

b Ci) =D b Y. uDy) = > > bju(Dy).
j=1

J=1  Jc{1,..,m} JC{1,...,m} jeJ
avec jeJ

Mais (2.4) implique que
m m
D DUENED SN O S LN
Jj=1 Jc{l,..,m} jeJ
ce qui entraine que, pour tout J € {1,...,m} avec Dy # (), ZjeJ bj = a;. Ainsi
oo D D) =ai Y w(Dy) = aip(A),
Jc{1,...m} j€J Jc{1,...m}

ce qui achéve la preuve. ]

Grace au lemme précédent, on peut définir I'intégrale des fonctions étagées positives.

Définition 2.8. Soit f = Y, axla, une fonction étagée, avec ai,...,a, € (0,00) et
Aq,..., A, € E. Alors on pose

n

Int,(f) = Z api(Ag).

k=1

On écrit pour Uinstant Int,(f) a la place de [ fdu pour des raisons qui vont devenir
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évidentes dans la partie suivante.

Proposition 2.9. Soit f, g des fonctions étagées et o, 5 € [0, +00). Alors
(i) af + Bg est une fonction étagée et

Int,(af + Bg) = alnt,(f) + Snt,(g).

(ii) Int,(f) > 0.
(ili) Int,(f) =0 si et seulement s’il existe un ensemble A € £ avec p(A) =0 et f(z) =0
pour tout x € A° (on dit alors que f est nulle p-presque partout.

Vocabulaire: On dit qu'une certaine propriété m applicable aux éléments de E est vraie
p-presque partout (ou pour p-presque tout x) s'il existe un ensemble A € £ avec pu(A) =0
tel que 7 est vraie pour tout x ¢ A.

Preuve: Les points (i) et (ii) sont évidents.
Pour le point (iii) écrivons f = Y ,_; arla, avec Ai,..., A, € 