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Résumé

Soit H™ I’espace hyperbolique de dimension n et Isom™ (H") son groupe des
isométries préservant I'orientation. Parmi les sous-groupes discrets de Isom™ (H")
apparaissent notamment des sous-groupes arithmétiques. Leur étude est facil-
itée par des résultats provenant de la théorie des nombres et de la théorie qui
concerne les groupes algébriques. En particulier, le volume de certains quotients
de H™ par des sous-groupes arithmétiques peut se calculer a ’aide de la formule
de volume de Prasad. Notre travail utilise cette formule, ainsi que plusieurs ré-
sultats d’un article de Borel et Prasad, pour déterminer le volume minimal des
quotients arithmétiques de H"™ pour n > 5 impair. Cela complete les résultats
précédents de Chinburg-Friedman (pour n = 3) et Belolipetsky (n > 4 pair).






Abstract

Let H" be the hyperbolic n-space and Isom™ (H™) its group of isometries pre-
serving the orientation. Among discrete subgroups of Isom™ (H") appear arith-
metic subgroups. Some of their properties can be studied using knowledge from
number theory and the theory of algebraic groups. In particular the volume
of some n-orbifolds defined by arithmetic subgroups can be computed using
Prasad’s volume formula. In this thesis we use this formula and some results
from an article of Borel and Prasad to determine the minimal volume of arith-
metic hyperbolic n-orbifolds, with n > 5 odd. This completes previous results of
Chinburg-Friedman (for n = 3) and Belolipetsky (n > 4 even) about minimality
of volume of arithmetic hyperbolic orbifolds.
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Chapitre 1. Introduction

§1.1 L’exemple du groupe modulaire

Le groupe modulaire SLy(Z) joue un role prépondérant dans divers domaines
des mathématiques. Pour le géometre, son importance tient dans son opération
sur le plan hyperbolique H? = {z € C | Im(z) > 0}. En effet, le groupe SLz2(R)
opere sur H? comme suit :

a b Z_az+b.
c d Y

et cette opération préserve la métrique hyperbolique sur H2. On a en fait un
isomorphisme entre SLy(R)/ {1} et le groupe Isom™ (H?) des isométries de H?
qui préservent l'orientation. Comme le groupe SLo(Z) est discret dans SLo(R),
son opération sur H? est proprement discontinue et 'espace quotient H?/SLo(Z)
posséde une certaine géométrie modelée sur H2. Ce quotient se décrit a ’aide
du domaine fondamental bien connu :

—1/2 1/2

F1G. 1.1 — Domaine fondamental pour SLo(Z) dans H?

Ce domaine n’étant pas borné, on observe que le quotient H?/SLy(Z) n’est pas
compact. On peut aussi facilement calculer le volume du domaine fondamental
par rapport a I’élément de volume induit par la métrique hyperbolique : on
obtient alors un volume fini pour H?/SLy(Z).

13



14 Chapitre 1. Introduction

§1.2 L’idée de sous-groupe arithmétique

L’exemple de SLy(Z) a inspiré une méthode générale pour créer des sous-
groupes discrets I' < Isom(X), ot X est un espace symétrique et Isom(X) son
groupe des isométries. Un sous-groupe I', ainsi que le quotient X /T", est appelé
« arithmétique » il est construit sur le modele de SLy(Z). Nous définirons
précisément cette notion au chapitre 3. Nous voulons cependant déja dans ce
paragraphe en présenter 'idée fondamentale.

On écrit le groupe Isom(X), ou une légeére variation de celui-ci, comme
groupe de matrices a coefficients réels que nous notons ici par le symbole G.
L’idée de « légeére variation » est illustrée par le paragraphe §1.1, ou SLy(R)
est localement isomorphe (comme groupe de Lie) & la composante connexe de
Isom(H?). En prenant alors le sous-groupe Gz < G des matrices inversibles
a coefficients dans Z, on obtient un sous-groupe discret. On peut cependant
imaginer que le groupe Isom(X) soit représenté par un groupe G dont les ma-
trices possedent des coefficients horriblement transcendants. Dans ce cas nous
aurions I' = Gz = {1}, loin de I'exemple non trivial de SLy(Z). Pour obtenir
des exemples intéressants, il faut imposer plus de structure sur le groupe G. La
structure adéquate sur G est celle de groupe algébrique linéaire (défini sur Q).
Nous débuterons donc, des le chapitre 2, avec ’étude de ces groupes.

Un fait remarquable est quun quotient arithmétique X /T posseéde néces-
sairement un volume fini (théoréme 3.7). Parmi les quotients de X possédant
un volume fini, les quotients arithmétiques sont loin d’étre quelques cas épars. Le
théoréme d’arithmeticité de Margulis (théoréme 3.22) montre en fait que pour
une grande partie des espaces symétriques X, chaque espace quotient X/T" de
volume fini est arithmétique. Méme pour les espaces X pour lesquels le théoréme
de Margulis ne s’applique pas, les sous-groupes arithmétiques restent une source
importante de quotients de X.

L’abondance d’exemples arithmétiques X/T" 1égitime de se restreindre dans
certains cas a ’étude des quotients arithmétiques. Le deuxieme aspect qui jus-
tifie une telle restriction est une question d’efficacité. En effet, bien qu’étant
considérés ici sous l'angle de la géométrie (au sens riemannien du terme), les
sous-groupes arithmétiques sont par nature liés a la géométrie algébrique et la
théorie des nombres. On peut alors combiner certaines connaissances (parfois
profondes) dans ces deux domaines pour obtenir des résultats géométriques con-
cernant les quotients arithmétiques. Cette theése se veut une illustration de ce
principe.

§1.3 Le probléme traité et les résultats connus

Les résultats de cette thése de doctorat concernent le volume des quotients
des espaces hyperboliques X = H". Plus particulierement, on s’intéresse a la
détermination des quotients orientables H" /T" de volume minimal. Commengons
par donner une formulation précise du probleme général. Pour cela, définissons
pour chaque dimension n > 2 I'ensemble des quotients orientables de H™ :

Q" = {H"/T|T <Isom"(H") est discret},
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ott Isom™ (H") est le groupe des isométries de H™ qui préservent 1’orientation.
Un élément de cet ensemble est ce que I'on nomme « hyperbolic n-orbifold » en
anglais. Il est assez naturel de séparer I’ensemble Q" en deux sous-ensembles :

Qs = {H"/T € Q" | H"/T est compact}
On. = {H"/T'e Q" | H"/I n’est pas compact}

Soit alors voly la mesure du volume hyperbolique sur H", i.e. la mesure volume
induite par la métrique riemannienne de H". Pour chaque dimension n on obtient
alors, par passage aux quotients, une fonction :

voly : Q" — RypU{co}.

La question se pose alors de trouver le minimum dans chacun des ensembles
volg (Q2%.) et volg(QF), et d’expliciter les quotients réalisant ces volumes min-
imaux. Pour n > 4 le théoréme suivant montre que le probléme est bien posé,
c’est-a-dire que voly(QP.) et voly(Q%) posseédent bien des minima :

Théoréme 1.1 (Wang). Soit n >4 et ¢ > 0 fizés . Alors il existe un nombre
fini (a isométrie prés) de quotients H"™ /T avec

voly(H*/T) < e

Ce théoreme est en fait valable pour une classe bien plus large d’espaces symé-
triques. Par contre il faut signaler que article original de Wang [Wan72] inclut
le cas H? de facon erronée, pour lequel affirmation serait en contradiction avec
les résultats de Thurston et Jorgensen [Thu80, §5.11]. Cette question est dis-
cutée dans [Bor81, 8.3]. Ce méme travail [Thu80, §5.11] montre avec le théoréme
de Kazhdan-Margulis [Vin93, Ch.7 : theorem 3.6] 'existence des volumes mini-
maux pour n = 3. C’est également avec le théoreme de Kazhdan-Margulis qu’on
s’assure du cas n = 2.

Remarque 1.2. Se restreindre aux sous-groupes discrets qui préservent 1’ori-
entation nous limite au cas des quotients orientables. Dans le contexte des sous-
groupes arithmétiques il sera plus facile de traiter le cas orientable. Un quotient
non orientable H" /T est donné par un sous-groupe I' < Isom(H"™) qui n’est pas
inclus dans Isom™ (H"). Le probléme du volume minimal se pose de la méme
fagon pour 'ensemble plus général des quotients (orientables ou non) de H"™. 11
n’y a pas (& notre connaissance) de passage automatique entre le cas orientable
et le cas général (et inversément) pour probléme du volume minimal. Tout au
plus on aura occasionnellement recours aux constats élémentaires suivants :

— Chaque quotient non orientable H" /T’ posséde un revétement double qui
est orientable. Celui-ci est unique et est obtenu en considérant le groupe
discret I' N Isom™ (H"). On déduit de cela qui si H"/T" non orientable est
l'unique quotient (& isométrie prés) réalisant le volume minimal, alors son
revétement réalise le minimum dans le cas orientable (mais 'unicité n’est
a priori plus garantie).

— Supposons H"/T" étre orientable et revétir un quotient non orientable. Si
H" /T réalise le volume minimal dans le cas orientable, alors le quotient
non orientable dont il est le revétement réalise le volume minimal dans le
cas général. A priori H" /T peut revétir plusieurs quotients non orientables
qui ne sont pas isométriques entre eux.
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Passons a présent en revue les résultats connus qui apportent un élément
de réponse au probléme du volume minimal. Pour n = 2 la réponse, aussi bien
pour le cas compact que pour le cas non compact, apparait dans les travaux de
Siegel [Sie45]. Notons que pour les quotients orientables non compacts, le mini-
mum est réalisé par le groupe modulaire. En dimension n = 3, le cas orientable
non compact est résolu par Meyerhoff [Mey85]. En utilisant des méthodes simi-
laires, Hild et Kellerhals prouvent le résultat dans le cas général (pas nécessaire-
ment orientable) pour la dimension 4 [HK07], puis Hild pour les dimensions 5 &
9 [Hil07]. Ces résultats montrent dans chacun de ces cas que le volume minimal
est réalisé par un quotient unique (& isométrie pres), qu’on sait étre arithmé-
tique. Signalons que tous ces quotients (orientables ou non) s’obtiennent & partir
de groupes de Coxeter hyperboliques.

Les méthodes qui permettent les succes énoncés sont de nature géométrique.
Elles trouvent leur limite lorsque considérées pour le cas compact (n > 3) et
pour les dimensions supérieures (n > 10) du cas non compact. On met alors en
pratique 'idée énoncée en fin de §1.2, en restreignant ’étude de la fonction voly
aux ensembles formés des quotients (orientables) arithmétiques :

AQy = {H"/T' € QF | T est arithmétique}
AQr. = {H"/T € Qp_ | T est arithmétique}

Le probléme de trouver le minimum de voly(AQ2) trouve ainsi réponse dans
le travail de Chinburg et Friedman [CF86]. Leur preuve repose sur des calculs
de volume effectués par Borel [Bor81] pour les quotients arithmétiques H?/T.
La encore le volume minimal (parmi les quotients orientables arithmétiques) est
réalisé par un unique quotient, lié a un groupe de Coxeter. Aucun quotient ori-
entable non arithmétique H?/T" n’est connu pour réaliser un volume inférieur au
minimum arithmétique. Il semble que les travaux de Gehring, Marshall et Mar-
tin puissent aboutir a une preuve que le minimum arithmétique donne également
le minimum de volg(Q32) [GMO09].

Les calculs de volume de Borel pour les quotients arithmétiques de H® sont
généralisés par une formule de volume de Prasad [Pra89], qui rend possible le
calcul de volume de certains quotients arithmétiques de n’importe quel espace
symétrique X. Cette formule, combinée a certains résultats d’un article conjoint
de Borel et Prasad [BP89] permet (avec une certaine imprécision donnée par un
facteur rationnel) le calcul du volume des quotients arithmétiques X/T", ou T" est
un sous-groupe maximal (au sens de I'inclusion) dans Isom™(X). Grace & ces
éléments, Belolipetsky [Bel04] [Bel07] donne dans le cas orientable une réponse
a la question du minimum arithmétique pour les dimensions paires n > 4,
aussi bien pour le cas compact que pour le cas non compact (nettement plus
facile). L’unicité de ces quotients orientables arithmétiques de volume minimal
est prouvée dans [Bel07].

§1.4 Contenu et résultats

Les principaux résultats de cette theése sont énoncés dans les deux théorémes
qui suivent. Le symbole (i y désigne la fonction zéta associée au corps de nom-
bres k, et pour une extension quadratique k C ¢ le symbole Ly, est la fonction L
associée (cf. §4.7).
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§

Théoreme 1.3. Pour chaque dimension n = 2r —1 > 5, le minimum v} de
Uensemble volg(AQL) est donné par :

2
" 15 r/201m 2 (p = 1) 2] - 1 12
eo\ko H Cko(Zj)

% =

e No(r) 92r—Ir

ot No(r) est un élément de {1,2}, ko = Q(\/5) et éo est le corps de nombres de
discriminant —275 (donné par o = Q[z]/(z* — 23 + 22 — 1)).

Théoreme 1.4. Pour les dimensions n = 2r —1 > 5 on notera par vy, le
minimum de l’ensemble volg(AQL.). On distingue alors les trois cas suivants :

1. sir=1(4) :
. 1 -1
Vne = 2T7_2<(T‘) (27’()23 C(Q.])7
j=1
2. sir=3(4)
1 (2 —1)@1t-1) , (21
e = —((2
Vne Nl(’l") 3.9r—1 ( )j:1 (277)2J C( j)a
3. sir est pair
" 1 312 1 (25— 1)!
e = NG 21 el H Tamy <)

ou Ni(r) € {1,2} et {1 = Q(/-3).

Pour n = 5,7 et 9 on peut comparer les résultats de ce dernier théoréeme avec les
résultats de [Hil07], ou les quotients de volume minimal sont orientables et tous
arithmétiques. Comme les travaux de Hild comportent un résultat d’unicité,
on déduit de notre remarque 1.2 que 3., v7, et v2, doivent correspondre au
double des volumes minimaux donnés dans [Hil07]. On voit alors que les résultats
concordent, avec N1(3) = N1(4) =1

La démonstration des théoremes 1.3 et 1.4 suit essentiellement les idées du
travail de Belolipetsky cité plus haut. Nous présentons ci-dessous une breve
esquisse de la méthode qui sera utilisée aux chapitres 14 et 15 pour obtenir une
preuve. Cela permettra notamment d’expliquer apparition des facteurs entiers
No(r) et N1(r), lesquels impliquent un certain défaut de notre résultat.

Soient deux sous-groupes arithmétiques I', A < Isom™ (H") avec A < I'. On
sait alors que le quotient H"/A est un revétement de H"/T" et que les volumes
de ces quotients sont reliés par I’égalité :

volg (H"/T) = [Fl 1 vols (/1)

Cette propriété élémentaire permet de restreindre la recherche de v et 1]}, al'in-
spection des sous-groupes arithmétiques qui sont maximaux dans Isom™ (H™).
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Or un sous-groupe I' qui est maximal peut s’écrire sous la forme d’un normal-
isateur d’un sous-groupe arithmétique A qui posséde une forme particuliere, et
qu’on appelle « principal ». Les sous-groupes arithmétiques principaux sont pré-
cisément ceux pour lesquels la formule de volume de Prasad s’applique. On est
ainsi capable de calculer les volumes des quotients arithmétiques qui peuvent
potentiellement atteindre v (ou v,) si 'on parvient a calculer 'indice [I" : A].
L’article [BP89] contient des résultats qui permettent d’estimer cet indice, a
défaut d’un calcul précis dans tous les cas.

Pour chaque dimension on construira au chapitre 14 des sous-groupes arith-
métiques principaux Ag et A; dont les normalisateurs I'g et I'; donnent des
quotients H" /Ty (compact) et H"/T'; (non compact) qui sont des candidats
pour réaliser le volume arithmétique minimal dans le cas orientable. Il nous
sera possible de calculer Uindice [T'; : A;] & un facteur 2 pres, ce qui avec la
formule de Prasad donnera les volumes des quotients H" /Ty et H"/I'y (& un
facteur 2 pres). Ces valeurs sont précisément celles qui apparaissent dans les
théorémes 1.3 et 1.4. Au chapitre 15 il sera effectivement démontré qu’aucun
quotient orientable arithmétique ne peut posséder un volume plus petit que la
plus basse valeur proposée pour v (resp. vir.).

Cette these ne résout pas la question d’une éventuelle unicité du quotient
réalisant le minimum. On expliquera cependant dans la remarque 15.5 com-
ment la résolution de ce probléme est théoriquement possible. L’autre probleme
ouvert, la détermination précise de lentier N;(r), est également une question
qui devrait pouvoir obtenir une réponse dans l'avenir (cf. remarque 15.4). Nous
espérons du moins que la version finale de larticle en préparation [BE] puisse
résoudre ces deux problemes.

L’effort de notre travail culmine dans les deux derniers chapitres avec la dé-
monstration des résultats annoncés. Pour le reste il s’agit d’une exposition que
nous avons voulu le plus complete possible du probléme des quotients arithmé-
tiques et du calcul de leurs volumes. En particulier nous ne travaillerons qu’a
la fin avec les espaces hyperboliques, et jusqu’au chapitre 12 le texte peut étre
utilisé pour traiter le cas d'un espace symétrique X quelconque. Ces chapitres
de préparation sont écrits sous la forme d’un survol structuré de résultats certes
connus, mais pour beaucoup uniquement exposés dans des articles ou livres tres
spécialisés. Pour notre part nous nous adressons a un lecteur géometre, sans
connaissances particulieres dans les domaines qui touchent aux sous-groupes
arithmétiques. A ces égards I'auteur espere que cette these apporte un peu plus
que les seuls résultats des théoremes énoncés ci-haut.
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Le concept de sous-groupe arithmétique sera défini en considérant certains
sous-groupes dans des groupes algébriques linéaires. L’étude des sous-groupes
arithmétiques est ainsi fortement liée a la théorie générale qui concerne les
groupes algébriques. Nous débutons ici 'exposition de cette théorie, qui sera
poursuivie avec une plus grande profondeur au chapitre 7. Les références stan-
dard sur le sujet sont [Bor91], [Hum?75] et [Spr9g].

N’ayant rien voulu supposer des connaissances du lecteur dans le domaine
de la géométrie algébrique, nous utiliserons un language dont le degré de so-
phistication réduit devrait convenir au lecteur néophyte. Ainsi plusieurs de nos
définitions seront introduites de fagon différente (mais équivalente) de ce qui se
fait habituellement dans la littérature.

§2.1 Conventions concernant les corps

Nous admettrons le lecteur au fait des aspects élémentaires de la théorie
des corps. Au besoin il peut se référer a [Mor96]. Pour autant, il nous a semblé
nécessaire de réunir ici quelques conventions qui seront admises tout au long du
texte.

Soient K et k deux corps, avec I'inclusion k C K qui préserve la structure
d’anneau. On parle alors d’une eztension de corps, que 'on note K|k. Le groupe
de Galois d’une telle extension sera noté Gal(K|k).

Pour un corps k nous noterons par k une cloture algébrique de k fixée, c’est-
a-dire un corps algébriquement clos contenant k. On a donc k|k. De plus, si
K|k est une extension de corps, on identifiera k avec un sous-corps de K. Par
exemple, considérant l'inclusion Q C R, et C comme clotiire algébrique de R, on
prendra comme cloture algébrique de Q le sous-corps Q C C formé des nombres
algébriques.

Dans ce chapitre, k désignera un corps qui est soit fini, soit de caractéristique
nulle. K désignera une extension de k, qui sera supposée algébrique si k est
fini. En particulier, k¥ et K sont des corps qu’on qualifie de parfait [Mor96,
def. 4.11], propriété qui par la remarque 2.2 simplifiera notre discussion. Tous
les corps que nous rencontrerons dans cette thése satisferont a ces restrictions.
On releve encore que sous ces hypothéses on a en particulier qu'une extension
finie K|k est nécessairement séparable [Mor96, def. 4.7]. Dans ce cas le nombre
de monomorphismes o : K — k correspond au degré [K : k.
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§2.2 Variétés algébriques affines

Notons par A} I'ensemble k™, appelé espace affine sur k de dimension n.

Chaque polynéme f € k[Ty,...,T,] sera vu comme une fonction
f o AY — K,
associant & ¥ = (x1,...,7,) € AP la valeur f(x) := f(21,...,2,) € k.

Définition 2.1. Une variété (algébrique) affine sur k, ou k-variété affine, est
un sous-ensemble X C A} (pour un certain entier n) de la forme :

X ={(z1,...,2n) €AY | fs(z1,...,2,) =0 Vs €S},

olt {fs},cg est un ensemble de polynémes de k[Ty, ..., T,]. On dit alors que X

est définie sur k ou que k est le corps de définition de X. Lorsque k = k on
parlera simplement de variété (algébrique) affine.

Remarque 2.2. Si le corps k n’est pas supposé parfait on se doit (afin de
conserver une théorie suffisamment riche) d’étre plus prudent et de définir la
notion de k-variété affine d’'une maniere plus stricte. Mais lorsque le corps k est
parfait, et c’est notre cas par le choix fait en §2.1, notre définition est équivalente
a la définition générale (que 'on peut trouver expliquée dans [Hum?75, 34.1]).

En définissant une notion de morphisme nous faisons de ’ensemble des k-variétés
affines une catégorie :

Définition 2.3. Soit X C A} et Y C A]* deux k-variétés affines. Une applica-
tion

¢:(¢1a"'7¢m) : X =Y

est un morphisme sur k (ou k-morphisme) si chacune des m composantes
¢; : X — k peut s’écrire comme un élément de k[Ty,..., T,]. Comme pour les
variétés, on parlera simplement de morphisme dans la situation k = k.

Ces deux définitions nous permettent d’introduire plusieurs concepts concer-
nant les variétés affines que nous développons ici. Dans ces explications, « var-
iété » signifie « variété algébrique affine ». X désigne une k-variété comme dans
la définition 2.1 et K|k est une extension qui suit les conventions de §2.1.

2.4 Variété produit. En plus de X considérons une seconde k-variété Y C
Aj, définie par 'ensemble de polynomes {gs }, cg C k[T1,...,Ty]. La variété
produit X XY C .A};“+” est la variété déterminée par ’ensemble de polynomes
{hss | (5,8") € S xS} Ck[T1,...,Thim] donnés par :

hss’(Tl; v 7Tn+m) = fs(Tla .. ,Tn) . gs/(Tn+1a e 7Tn+m)~

Le produit X x Y est alors une variété définie sur k. En ce sens, il s’agit d’'un
objet plus subtil que le simple produit cartésien entre X et Y.

2.5 Extension des scalaires. A la variété X sur k est associée une variété sur
Pextension K, obtenue par les mémes polynémes mais en remplagant 1’espace
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affine A} par l'espace affine A%. On dit que cette nouvelle variété définie sur
K est obtenue par extension des scalaires. Si K|k est algébrique a priori rien
ne change : nous sommes en présence du méme sous-ensemble de k”. Mais en
fait, méme dans cette situation, il faut garder a l’esprit que la catégorie des
K-variétés differe de celle des k-variétés. La précision du corps avec lequel on
travaille peut devenir capital. Pour cette raison nous utiliserons les notations
X|k et X|K pour distinguer la variété sur k de celle obtenue par extension des
scalaires.

2.6 Points rationnels. L’ensemble des points dits k-rationnels de X est défini
par

X(k):=XnNk"™
Considérant X |K par extension des scalaires, 'ensemble X (K) des points K-
rationnels est alors également défini. On a en particulier X = X (k). De plussi Y’
est une k-variété et ¢ un k-morphisme entre X et Y, alors ¢(X (k)) C Y (k). Ceci
montre que l’ensemble des points rationnels est invariant par isomorphisme.

2.7 Opération du groupe de Galois. Le groupe de Galois Gal(k|k) opere
sur 'espace A}, en agissant sur chacune des coordonnées. Etant défini par un
ensemble de polyndmes a coefficients dans k, la variété X est stable sous cette
opération : “X = X V o € Gal(k|k). L’ensemble X (k) est composé des points
fixes de cette opération :

X(k) = {reX|%2=z VoceGallklk)}. (2.1)

On note encore que si W est une variété affine (pas nécessairement définie sur
k), alors W est également une variété affine.

Si ¢ : X — Y est un k-morphisme (pas nécessairement défini sur k) et o €
Gal(k|k), alors I'application

%% . X->Y (2.2)

z = 7 (o(x))
est également un k-morphisme, les polynémes décrivant “ ¢ s’obtenant en appli-
quant o sur les coefficients des polyndémes décrivant ¢. On voit alors que ¢ est

défini sur k si et seulement ¢ est fixé par chaque élément de Gal(k|k). Dans ce
cas, pour x € X, on obtient :

“(o(z) = ¢(7x). (2.3)

2.8 Espace tangent. Soit € X. On définit I'espace tangent & X au point z
par le sous-ensemble de A} suivant :

n
0
T.X = <(ay,...,a,) € A} fs(x)'aiZO Vse S 3,
— JT;
=0
g% désignant le poynome obtenu par différentiation formelle de fy par rapport

a la variable T;. On voit que 7, X forme un sous-espace vectoriel de k™. De
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plus en considérant le sous-ensemble (7, X), C 7, X formé des éléments avec
coordonnées dans k, on obtient une k-structure sur le k-espace vectoriel 7, X,
i.e. le k-espace vectoriel (7, X )y est tel que

T.X = (T.X),®k.

Sil'on prend k£ = R et z € X(R), alors l'espace translaté x + (7, X)g correspond
bien a l'idée géométrique que I'on peut se faire d’un espace tangent. Notons
tout de méme que X (R) peut posséder certains points singuliers qui peuvent
I’empécher d’en faire une sous-variété de R™.

2.9 Différentielle. Si ¢ est un k-morphisme entre X et Y, alors on obtient par
différentiation formelle %(m) pour chaque x € X une application k-linéaire

doy : T, X — Ty)Y, appeiée différentielle de ¢ en x.

2.10 Topologie de Zariski. Il n’est pas difficile de montrer que les variétés
(sur k) dans A7 forment les fermés d’une topologie, qu’on appelle topologie de
Zariski. Chaque variété sur k est alors considérée avec la topologie induite. On
constate que les morphismes sont continus pour cette topologie. En considérant
seulement les k-variétés dans Aj}}, on obtient la aussi les fermés d’une topologie
plus grossiére : la k-topologie (de Zariski). On parlera de k-fermé (resp. k-
ouvert) & propos des ensembles fermés (resp. ouverts) de la k-topologie. Si on
parle d’ensemble « fermé » ou « ouvert » on I'entend pour la k-topologie. Il vaut
la peine de signaler que la topologie de Zariski sur un produit de variétés ne
correspond pas a la topologie produit.

2.11 Théories absolue et relative. Les situations les plus simples a traiter
(et c’est par celles-ci qu’on commence d’ordinaire) sont celles ou Iétude est
menée avec un corps algébriquement clos, i.e. lorsque k = k. La théorie traitant
ce cas particulier est connue sous le nom de théorie absolue. Par opposition a
la théorie absolue, on parle de théorie relative lorsque I’étude est menée avec la
perspective d’un sous-corps strict k C k.

§2.3 Variétés affines et structure de groupe
Définition 2.12. Un groupe algébrique (linéaire) défini sur k, ou k-groupe (al-
gébrique linéaire), est une variété affine G définie sur k qui possede une structure

de groupe, pour laquelle la multiplication

GxG — G
(a,b) — ab

et 'inversion

G — G

a = a

sont des k-morphismes.
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L’adjectif « linéaire » se rapporte au fait que la variété algébrique sous-
jacente au groupe algébrique considéré est une variété affine. En considérant
d’autres types de variétés (e.g. les variétés dites projectives) on peut obtenir des
groupes algébriques qui ne sont pas englobés dans cette définition. Cependant,
comme nous ne considérerons que des groupes algébriques construit sur des
variétés affines, nous laisserons tomber le qualificatif « linéaire ».

Exemple 2.13. L’espace affine A} muni de I'addition (a,b) — a + b est un
groupe algébrique, appelé groupe additif (sur k) est noté par le symbole G,.

Exemple 2.14. Soit dans A7 la variété définie par le polynoéme f(X,Y) =
XY — 1. Munie de la loi de composition suivante : (a,2) - (b, §) := (ab, %),
cette variété forme le groupe multiplicatif, noté Gy,. Ce groupe correspond en
fait au groupe multiplicatif EX, grace & lisomorphisme a € k™ — (a, %) Avec
notre définition de groupe algébrique il nous est nécessaire de voir G,, comme

Cx ) )
un sous-ensemble de A7, I'ensemble k£~ ne pouvant s’exprimer comme les zéros

de polyndmes & une seule variable. L’inversion dans Gy, est donnée par (a, %) —
(é,a), i.e. par les polynomes ¢1(X,Y) = Y et ¢2(X,Y) = X (en reprenant la

notation de la définition 2.3).

La définition 2.12, liant structure de groupe et structure de variété algébrique
a des implications tres fortes :

Proposition 2.15. Soit G un k-groupe algébrique.

1. La structure de groupe de G|k s’étend de fagon unique a une structure de
groupe sur G|K pour laquelle G| K est un groupe algébrique.

2. G(k) est un groupe (pour la loi de groupe sur G).

IDEE DE LA PREUVE. On peut voir que le groupe G|K correspond & adhérence
de G(k) dans A% (pour la K-topologie). Par densité de G(k) dans G|K, on
voit alors que les morphismes de multiplication et d’inversion étendu & G|K
préservent les axiomes de groupe sur G|K.

Comme les k-morphismes conservent les points k-rationnels, il suit que G(k)
est bien fermé pour la multiplication et I'inversion. Il suffit donc de voir que 1 €
G(k). Par (2.3) appliqué au k-morphisme de multiplication, on a que (?1)(°1) =
71 pour chaque o € Gal(k|k), ce qui & I'aide de (2.1) prouve que 1 € G(k). O

Exemple 2.16. Soit k un corps de caractéristique # 2, et soit f une forme
quadratique a coefficients dans &, de dimension n. Alors f détermine une forme
bilinéaire sur k", et ’on notera par V cet espace quadratique. Par extension on
obtient un espace quadratique Vy ®j, k. Le groupe orthogonal O ¢ des matrices
n x n & coefficients dans k qui représentent des transformations orthogonales
de Vy ® k est un k-groupe algébrique (le fait de préserver la forme bilinéaire
s’exprime & I’aide d’équations polynomiales). Son sous-groupe SO := OfNSL,,
le groupe spécial orthogonal, est également un k-groupe. O¢(k) (SOy(k)) est le
groupe des transformations (spéciales) orthogonales de V.

Remarque 2.17. Les exemples liés aux formes quadratiques vont nous accom-
pagner tout au long de cette thése. Quand il en sera question, on admettra
toujours les conventions suivantes :
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— le corps sur lequel sera défini la forme quadratique sera de caractéris-
tique # 2;
— toute forme quadratique sera supposée non dégénérée (c’est-a-dire que seul
le sous-espace {0} est orthogonal & tout V)
Le lecteur peut se référer & [O’M63] pour la théorie générale des formes quadra-
tiques.

Définition 2.18. Les morphismes dans la catégorie des k-groupes algébriques
sont constitués des applications qui sont a la fois homomorphismes de groupes et
k-morphismes entre k-variétés. On les appelera homomorphismes algébriques sur
k ou k-homomorphismes (algébriques). On parle simplement d’homomorphisme
algébrique lorsque k = k.

La notion d’isomorphisme entre deux k-groupes algébriques G et H est alors
claire : G =2 H si et seulement si, par définition, il existe deux homomorphismes
sur k :

¢6:G—H e ¢Yv:H—-G

tels que ¢go) =id|y et po¢ = id|g. On dit que ¢ et ¢ sont des k-isomorphismes
et que G et H sont k-isomorphes. Deux groupes non isomorphes sur k peuvent
le devenir sur l'extension K|k, i.e. apres extension des scalaires.

Définition 2.19. Soit G un k-groupe algébrique et considérons que l'extension
de corps K|k est fixée. Un k-groupe algébrique H est appelé une k-forme de G
si H est K-isomorphe & G, c’est-a-dire si G|K et H|K sont isomorphes comme
K-groupes.

Exemple 2.20. Il existe une notion naturelle d’isomorphisme entre deux es-
paces quadratiques Vy et V, (donnés par deux formes f et g sur k de méme
dimension). Si Vy = 'V on dit aussi que f et g sont équivalentes. Dans ce cas on
a que SOy et SO, sont k-isomorphes. Commes toutes les formes quadratiques
sur k d’'une méme dimension sont équivalentes entre elles, on a que si f et g
sont de méme dimension, nécessairement SOy est une k-forme de SO,.

§2.4 Sous-groupes algébriques

Définition 2.21. Soit G un k-groupe algébrique. Un k-sous-groupe (algébrique)
est un sous-groupe H < G qui est une k-variété algébrique. En d’autres termes
il s’agit d'un sous-groupe k-fermé de G. Pour un k-sous-groupe on parle de
sous-groupe algébrique.

Un premier exemple de sous-groupe algébrique est donné a ’aide de la topologie
de Zariski :

Définition 2.22. Un groupe algébrique est dit conneze s’il est connexe pour
la topologie de Zariski. On note par G° la composante connexe de 'unité du
groupe G.

Proposition 2.23. Soit G un groupe algébrique. La composante connexe G°
est un sous-groupe normal fermé de G.



§2.5. Linéarisation des groupes algébriques 25

PREUVE. La continuité de la muliplication et de I’inversion montre que G° est
bien un sous-groupe de G. De plus, la composante connexe G° est un ensemble
fermé (toujours vrai dans un espace topologique) de G, et donc bien un sous-
groupe algébrique. Par continuité de l'opération de conjugaison de G sur G°,
on voit que ce dernier est normal dans G. ]

Soit H un k-sous-groupe connexe du k-groupe G. Le centralisateur Zg(H)
de H dans G s’écrit par définition comme :

ZgH) = {geG|grg =2 VaeH}. (2.4)

Pour chaque = € H 1'égalité grg~' = z correspond & un ensemble d’équations

polynomiales (i coefficients dans k). On constate donc que Zg(H) est un sous-
groupe algébrique de G. On peut également considérer le normalisateur de H
dans G :

Ng(H) = {geG|gyHg 'CH}. (2.5)

Bien que cela soit un peu moins évident a voir, il s’agit 1a aussi d’un sous-groupe
algébrique (sur k). Le lecteur peut consulter [Hum?75, 8.2] pour la preuve.

§2.5 Linéarisation des groupes algébriques
Le groupe SL,, défini par le polynéme
det(T”) -1

est un k-groupe algébrique dans .AZQ pour la multiplication matricielle. Ici les
variables utilisées pour décrire les polyndémes sur A}gz sont indexés par des cou-
ples, afin de faciliter la vision matricielle. Le groupe linéaire général est défini
par

det(Tij) 7& 0.

Mais cette inégalité ne décrit pas un ensemble fermé de AZZ. La solution est

de faire comme dans I'’exemple 2.14, ou kB était plongé dans A%. On considere
2 —

alors A} 1 avec son algébre de polynomes k[T11, T1a,. .., Thn, Y]. Le k-groupe

algébrique GL,, est alors défini par ’ensemble des solutions dans AZQH de
det(Tij) Y = 1.

Dans GL,, la variable additionnelle Y correspond donc a l'inverse du détermi-
nant. De la sorte I'inversion matricielle est un k-morphisme dans GL,, et on a
bien une structure de k-groupe algébrique. Pour n = 1 on retrouve le groupe
multiplicatif : GL; = G,. On se permettra de noter les éléments de GL,, sous

N

leur forme habituelle : comme matrices carrées a coefficients dans k. En fait
chaque groupe algébrique linéaire est matriciel [Bor91, prop. 1.10] :

Théoréme 2.24. Soit G un groupe algébrique sur k. Alors il existe un k-sous-
groupe algébrique H < GL,, (pour un certain n € N) avec un k-isomorphisme
¢:G— H.
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L’application ¢ du théoreme sera appelée un plongement matriciel de G. On
pourra donc toujours munir un groupe algébrique d’un tel plongement. Grace a
la notion de plongement on définit :

Définition 2.25. Un élément g d’un groupe algébrique G est dit unipotent s’il
existe un plongement matriciel ¢ : G — GL,, pour lequel la matrice ¢(g) est de
la forme triangulaire

1 * %
#(g) = %
0 1

Exemple 2.26. Le groupe additif G, possede le plongement matriciel suivante :

reG, — (é f)

Ainsi tous éléments de G, sont unipotents.

§2.6 Restriction des scalaires

Le concept qui fait I'objet de ce paragraphe n’apparait pas comme un sujet
incontournable de la théorie des groupes algébriques linéaires. Il s’avere cepen-
dant tres utile lors de la discussion des sous-groupes arithmétiques. Son intro-
duction est due & Weil [Wei82, §1.3] dans le cadre plus général des variétés
algébriques. Nous allons pour notre part suivre la vision plus concréte que pro-
pose [PR94, 2.1.2].

Nous commengons par un travail au niveau des corps. Nous supposons dans
tout ce paragraphe que 'extension K|k est finie, de degré d := [K : k]. On
choisit une base wy,...,wq de K|k. Pour chaque a € K, I'application

K — K

xr =  ax

est un endomorphisme k-linéaire de K, et nous notons par p(a) sa matrice
correspondante par rapport & la base choisie. p(K) est alors une sous-algebre
de Mat gy 4(k), isomorphe & K. Comme sous-espace vectoriel, p(K) s’écrit cer-
tainement comme noyau d’un endomorphisme k-linéaire que nous notons par

®. Etendons ® a Matgyxq(k) (c’est-a-dire en considérant ® @ idy) et prenons le

noyau de cette application. On obtient alors une sous-algébre de Matx (k) qui
par construction est isomorphe a K @y k. Ce produit tensoriel, considéré comme
k-algebre, se décrit de la facon suivante :

Proposition 2.27. L’application linéaire donnée par
— —d
Kok — k
a®l +— (ca),

ou les composantes du vecteur (ca)_ sont indexées par les d monomorphismes
o: K — k, est un isomorphisme de k-algébres.
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Remarque 2.28. On note par ox ou ¢(x) I'image de x € K par ¢. Le symbole
o est aussi utilisé dans ce texte pour les éléments du groupe de Galois Gal(k|k).
Dans ce contexte I'action de o sur x € k est notée “x (cf. 2.7).

Prenons a présent un groupe algébrique G défini sur K. Nous allons utiliser
le matériel présenté ci-dessus pour associer a G un groupe défini sur k. Pour cela
identifions (grace au théoréme 2.24) G avec un sous-groupe K-fermé de GL,,, et
supposons que { fs} soit Pensemble de polynémes qui annulent G. Considérons
le groupe GL,,4, dont on écrit les éléments a ’aide des coordonnées matricielles :

x?ﬂ)
<( 7 o8 ijv

ou o, =1,...;d et i,7 = 1,...,n. On peut considérer sur chaque bloc de
variables (x?jﬁ )a.p (1,7 fixés) Papplication linéaire ® introduite plus haut. Pour
1,7 fixés on peut noter par ®;; cette application. Ainsi I’ensemble des zéros
communs de {®;;} dans GL,,4(k) correspond par 'application p & GL,,(K). On
complete la construction comme suit. Pour chaque polynéme f; qui définit G
on considére le polyndme matricielle p(fs) qu’on obtient en appliquant p sur
chaque coefficient de f,. La réunion {p(fs)} U {®;;} détermine un ensemble de
polynémes sur k qui donne un sous-groupe k-fermé de GL,,4, noté R, (G). On
notera par le méme symbole p I'application

p i GIK) = R(@)(k) (2.6)

qui envoie (a;;)i,; sur (p(ai;)); ;-

Le groupe R ;(G) est dit obtenu par restriction des scalaires a partir de G.
A k-isomorphisme prés il ne dépend ni du choix du plongement matriciel choisi
pour G, ni du choix de la base wi,...,ws de K sur k. Nous donnons dans
la proposition suivante les propriétés caractéristiques que possede R ;. Elles
suivent immédiatement de la construction.

Proposition 2.29. Soit H := Ry |(G) le groupe obtenu par restriction des
scalaires a partir du K-groupe G. Alors :
1. p: G(K) — H(k) est un isomorphisme.

2. On a un isomorphisme défini sur k :
H = []¢°

ot o parcourt les d k-monomorphismes o : K — k et G := o(Q).

Remarque 2.30. La partie 2 doit se voir comme une généralisation de la
proposition 2.27, qui correspond au cas G = G,.

Exemple 2.31. Soit K = k(y/«) une extension quadratique d’un corps k, et
considérons G, comme K-groupe. On choisit {1, /a} comme base de K|k. Les
k-points de R ;(Gm) correspondent a K> par I'isomorphisme :

a+ﬁmeKXF+<z m).

a
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Remarque 2.32. L’exemple 2.31 est quelque peu trivial dans le sens ou Gy,
peut déja étre vu comme un groupe sur k. On ne tire donc pas pleinement parti
de la possibilité qu’offre le foncteur R, d’associer un k-groupe a un groupe
qui ne serait « que défini sur K ». Cet exemple permet cependant de remarquer
que la restriction des scalaires n’est pas I'opération inverse de l’extension des
scalaires vue en 2.5 : la proposition 2.29 (partie 2) montre en effet que le k-
groupe Ry (Gm|K) est isomorphe au produit Gy, X G, et non a Gy,.

§2.7 Algebre de Lie et représentation adjointe

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe a ’espace tangent 7.G d’un
k-groupe G, ou e = 1 désigne 1’élément neutre. Nous définissons la dimension
de G, notée dim(G) comme étant la dimension du k-espace vectoriel 7.G. Ceci
correspond donc a la dimension sur k de (7.G)x. Supposons ici que G est de
dimension n.

Nous voulons introduire sur 7.G une structure d’algebre de Lie. Pour cela
munissons G d’un plongement matriciel dans GLy (pour un certain entier N),
c’est-a-dire qu’on identifie G avec son image par un tel plongement. L’espace
tangent 7.G se trouve alors étre un sous-espace vectoriel de dimension n de
I’ensemble des matrices carrées Mat N(E). Introduisons alors sur 7.G le pro-
duit

[X,Y] = XY -YX,

ou la multiplication XY est donnée par la multiplication matricielle. On vérifie
que ce crochet de Lie est bien fermé sur 7.G. Nous noterons par le symbole
habituelle g l'espace 7.G muni de cette structure d’algébre de Lie, et par gg
Pespace (7.G), muni du crochet issu de g par restriction. On a alors une k-
structure sur g :

9= gr @ k.

Toutes ces définitions sont indépendantes du plongement matriciel choisi pour
le k-groupe G : si ¢ : G — H est un k-isomorphisme entre groupes matriciels,
la différentielle d¢. : gr — by est un isomorphisme d’algebre de Lie.

Exemple 2.33. Soit G un k-groupe avec k C R. Alors par la proposition 2.15
l’ensemble G(R) est un groupe. Les fonctions qui définissent G ou G(R) sont
des polynémes, et sont donc différentiables. Ceci permet de montrer que G(R)
posséde en fait une structure de groupe de Lie. L’algébre de Lie de G(R) s’i-
dentifie alors a gr. En particulier la dimension de G est égale a la dimension du
groupe de Lie G(R).

Continuons de voir G comme un groupe matriciel. Soit en plus H un sous-
groupe algébrique de G. Le groupe H opeére sur g de la fagon suivante : si h € H,
on définit

Ad(R)X = hXh % (2.7)

L’application Ad(h) : g — g est alors un isomorphisme de g qui préserve le
crochet de Lie. Cette opération est appelée opération adjointe de H sur g.
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§2.8 Simplicité et semi-simplicité

On rappele qu'un groupe de Lie est dit semi-simple si son algebre de Lie
est semi-simple, c’est-a-dire si celle-ci n’est pas abélienne et ne possede aucun
idéal non-trivial. La définition de semi-simplicité d’un groupe algébrique est
introduite directement au niveau du groupe.

Définition 2.34. Soit G un groupe algébrique défini sur k.

1. Si G ne possede aucun sous-groupe algébrique connexe normal et résoluble
autre que {1}, alors G est appelé semi-simple.

2. G est dit k-simple s’il ne possede pas de k-sous-groupe connexe normal
propre. Si G|k est k-simple, on dit que G est absolument simple.

Il est clair par définition que « absolument simple » implique a la fois « k-
simple » et « semi-simple ». Pour le cas k = R on retrouve la notion exposée
précédemment [Hum?75, 13.5] :

Proposition 2.35. Soit G un R-groupe algébrique. Alors G est semi-simple si
et seulement si le groupe de Lie G(R) est semi-simple.

Exemple 2.36. Pour n’importe quel corps k, le k-groupe SLy est absolument
simple. Il s’agit d’un groupe algébrique connexe.

Exemple 2.37. Soit f une forme quadratique de dimension n > 3. Le groupe
SOy est connexe et, pour autant que n # 4, il est absolument simple. Pour n = 4
le groupe SO est semi-simple, sans étre absolument simple. Le groupe Oy n’est
par contre pas semi-simple (n quelconque).

§2.9 Quotients et isogénies

Si G est un groupe algébrique et que H < G est un sous-groupe algébrique
normal, il est possible d’identifier de fagon naturelle le quotient G/H avec un
groupe algébrique, dont la dimension vaut

dim(G) — dim(H).

On s’autorisera donc & considérer sur G/H la structure de groupe algébrique
issue de l'identification naturelle existante. Le lecteur peut trouver dans [Hum?75,
Ch. IV] une méthode pour expliciter la structure de groupe algébrique sur le
quotient G/H. Nous nous contentons d’expliquer ici certaines propriétés de G/H
pour deux cas particuliers.

Par la proposition 2.23 le sous-groupe G° d’un groupe algébrique G est
normal et fermé. On peut donc considérer le quotient G/G°. On a alors :

Proposition 2.38. Le groupe G/G° est fini.

IDEE DE LA PREUVE. Le groupe G° possede en fait la méme dimension que G. Le
quotient G/G° est donc de dimension 0. Or un groupe algébrique de dimension
0 est nécessairement fini. Pour se convaincre de ce fait on peut imaginer la
situation ou le groupe est inclus dans A} : dans ce cas le groupe est donné
par un polyndéme non-nul & une seule variable. Or un tel polynéme possede
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seulement un nombre fini de zéros. Ceci se généralise pour n’importe quel groupe
de dimension 0 (en fait déja au niveau des variétés algébriques). O

Le deuxieme sous-groupe que nous voulons considérer est le centre Zg du
k-groupe G :

Za = Zg(G). (2.8)

Comme il s’agit d’un centralisateur, nous savons que Zg est un sous-groupe
fermé de G. En fait, il s’agit méme d’un sous-groupe k-fermé [Spr98, 12.1.7]. Or
il est vrai en général que si le sous-groupe H < G est défini sur k, alors G/H
est un k-groupe. Le groupe algébrique

G = G/Zg (2.9)

est donc défini sur k. Le groupe G s’identifie (comme groupe abstrait) naturelle-
ment avec le groupe des automorphismes internes de G, en associant a g € G
I’homomorphisme algébrique de conjugaison :

reG — g lag. (2.10)
De plus, la projection naturelle
T : G—=G (2.11)

est un k-homomorphisme. Pour autant que k soit de caractéristique nulle, la
structure de variété algébrique de G est méme compatible avec la nature des
automorphismes internes :

Proposition 2.39. Supposons que k est de caractéristique nulle. Alors m(g) €
G(k) exactement lorsque l'automorphisme (2.10) est défini sur k.

Grace a cette propriété nous pouvons apporter une précision essentielle sur
Papplication 7. Bien que 7 est par définition surjective, sa restriction :

7 G(k)— G(k)

n’est pas nécessairement surjective. Cette constatation aura un role important
dans la suite. Voici un contre-exemple :

Exemple 2.40. Considérons le Q-groupe G := SLj. Son centre vaut {£+I}, ou
I est la matrice identité. Pour v € Q*, I’élément

B Va 0
9 = 0 \/571
est envoyé sur 'automorphisme interne
a b a bla
c d ac d

qui est clairement défini sur Q. Par la proposition 2.39 on a donc 7(g) € G(Q).
Or si « n’est pas un carré, ni g ni —g n’est élément de G(Q).
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Supposons maintenant que G soit semi-simple. Par définition de la semi-
simplicité il suit que Zg = 1. De la proposition 2.38 on en déduit que Zg est un
groupe fini. L’application 7 posséde donc un noyau fini et rentre dans le cadre
de la définition suivante :

Définition 2.41. Soit G et H deux k-groupes. Un k-homomorphisme 7 : G —
H est une k-isogénie si 7 est surjective et son noyau ker(r) est fini. On parle
simplement d’isogénie pour la situation k = k.

Jusqu’a la fin de ce paragraphe, nous allons travailler avec des corps de car-
actéristique nulle. En caractéristique positive les définitions que nous allons don-
ner doivent étre adaptées, en remplacant la notion d’isogénie par celle d’isogénie
centrale [Bor91, 22.3]. Tout comme dans le cas des groupes de Lie, on peut iden-
tifier le groupe G associé au groupe semi-simple G avec I'image Ad(G) par sa
représentation adjointe. Ceci explique la définition qui suit :

Définition 2.42. Soit G un groupe semi-simple défini sur un corps k de carac-
téristique nulle. Le k-groupe G est appelé groupe adjoint de G. Si G ne possede
pas de centre (i.e. Zg = 1) on dit que G est adjoint.

Un groupe semi-simple adjoint posseéde la propriété de ne pas revétir par isogénie
non triviale un autre groupe algébrique. A 'inverse de cette situation on trouve :

Définition 2.43. Un groupe algébrique semi-simple G sur un corps de carac-
téristique nulle est dit simplement connexe s’il est connexe et si chaque isogénie

™ : H—G
entre un groupe algébrique H et G est un isomorphisme.

On verra au chapitre 6 que les groupes simplement connexes possedent des
propriétés fort intéressantes. Il sera ainsi pour nous essentiel de ramener un
probléme qui concerne un groupe semi-simple quelconque a un probléme dans
un groupe simplement connexe. Pour cela nous utiliserons le résultat suivant
[Tit66, prop. 2] :

Proposition 2.44. Soit H un k-groupe semi-simple et connexe (k de carac-
téristique nulle). Alors il existe un k-groupe semi-simple simplement conneze G
et une k-isogénie

T~ : G— H.

Exemple 2.45. Le k-groupe orthogonal SO attaché a une forme quadratique
(de dimension > 3) n’est pas simplement connexe (cf. explication donnée dans la
remarque 2.49). Son revétement algébrique simplement connexe est noté Spin,
et appelé groupe des spineurs de f. Pour une définition de Spin; on consultera
[Sch85, Ch. 9 §3]. La k-isogénie

Spiny — SOy

est alors un revétement double.
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§2.10 Topologie des groupes réels

Nous revenons a la situation de ’exemple 2.33 ou G est un groupe défini sur
R. La topologie que porte le groupe de Lie G(R) est bien entendu la topologie
induite par la topologie usuelle (donnée par la métrique euclidienne) sur RV,
Celle-ci se différencie fortement de la topologie de Zariski sur G. Il faut donc
prendre garde de bien faire la distinction entre G(R)° et G°(R). En particulier,
méme si G est connexe, ce dernier ensemble G°(R) n’est pas forcément connexe
pour la topologie usuelle, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 2.46. Considérons la forme quadratique réelle :

f(x()?"'axn) = —1'(2)+£C%+—|—x721

et son groupe spécial orthogonal SO, 1y := SOy. Le groupe des points réels
SO(TL, 1) = SO(n’l)(R)

opere alors continiment sur I'hyperboloide {x e R | f(z) = —1}, et cette
opération en permute les deux composantes connexes. Ceci montre que SO(n, 1)
n’est pas connexe, alors méme que SO, 1) est un groupe algébrique connexe.
Notons qu’en utilisant comme modeéle pour H” la partie supérieure de hyper-
boloide (éléments de coordonnée z¢ > 0), on identifie SO(n,1)° avec le groupe
Isom™ (H") des isométries hyperboliques préservant I’orientation.

La proposition suivante pose certaines limites au phénomene du dernier exemple.
On trouve sa démonstration dans [PR94, §3.1 : corol. 1].

Proposition 2.47. Soit G un R-groupe. Alors le groupe G(R) posséde un nom-
bre fini de composantes connexes. De plus, si G est connezxe et G(R) est compact,
alors G(R) est conneze.

On doit également faire attention lorsqu’on parle de groupe « simplement
connexe ». En effet, le R-groupe SLs est simplement connexe (au sens de la
définition 2.43), et pourtant SL(R) n’est pas simplement connexe (au sens
topologique). Pour avoir une bonne correspondance entre les deux notions, il faut
en fait considérer les points complexes : SLo(C) est bien simplement connexe. Il
y a toutefois quelque chose d’intéressant a dire sur les points réels d’un groupe
algébrique simplement connexe [Mar91, Ch. I §2.3 : remark 2] :

Proposition 2.48. Soit G un R-groupe semi-simple simplement conneze. Alors
G(R) est conneze.

Remarque 2.49. Soit f une forme quadratique définie sur un corps k£ C R.
Comme toutes les formes quadratiques d’une dimension fixée sont équivalentes
sur C, le groupe SO¢|R est une R-forme de SO, 1) pour un certain n (cf. ex-
emple 2.16). La propriété « simplement connexe » étant une notion absolue (i.e.
ne dépend que du groupe considéré sur la cloture algébrique), on en conclut par
I’exemple 2.46 que SO¢ n’est pas simplement connexe. Comme il en est déja
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question dans I'exemple 2.45, ceci reste en fait vrai pour un corps quelconque
(de caractéristique # 2). De facon similaire & SO(n, 1), on définit le groupe de
Lie suivant :

Spin(n,1) := Sping, 1)(R). (2.12)

Le phénomene observé dans ’exemple 2.40 apparait a nouveau : 'application
continue Spin(n,1) — SO(n,1) n’est pas surjective (I'image devrait étre con-
nexe).






Chapitre 3. Réseaux arithmétiques

Nous en venons maintenant a I’étude du sujet annoncé au paragraphe §1.2 :
les réseaux construits comme sous-groupes arithmétiques. Parmi les textes qui
contiennent des éléments qui introduisent & cette matiére on peut citer [Bor69],
[PR94], [OV00], [Rag72] et [Zim84].

§3.1 Sous-groupes arithmétiques des Q-groupes

Soit G un groupe algébrique défini sur Q. Pour un certain plongement de G
dans GL, on pose
G(Z) .= GLN(Z)N G,

ot GLN(Z) est le groupe des matrices entieres inversibles. Cette définition
dépend du plongement choisi pour GG, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.1. Plongeons le groupe additif G, dans GL2(Q) des deux fagons
suivantes :

cea - (4 1)

De la sorte G,(Z) correspond & 27 dans le premier cas, et a 3Z dans le second.

La définition de G(Z) n’est donc pas intrinséque au groupe G. Cependant I’exem-
ple précédent illustre le fait que deux plongements différents donnent naissance
a des groupes qui sont commensurables entre eux, i.e. leur intersection possede
un indice fini dans chacun des deux groupes.

Proposition 3.2. Soit G et H deuz groupes algébriques matriciels sur Q et soit
¢ : G — H un Q-isomorphisme. Le groupe ¢(G(Z)) est alors commensurable d
H(Z).

PREUVE. L’isomorphisme ¢ est donné par ¢ = (dr;), avec ¢y, des éléments
de Q[(T45),Y] (la variable Y correspondant & 'inverse du déterminant de (T;;),
cf. §2.5). Restreint & GLy, on a ¢g ((Ty;), det((Ty;)) ™) € Q[(Ty;)]. Définissons
les polynoémes fj; de la maniére suivante :

fu (Ti)) = o (I + (Tij),det(I + (Ti;)) ") — S,

ou I est la matrice identité et dx; le symbole de Kronecker. Comme ¢ est un
homomorphisme on a fi;((0)) = 0 (V k,1), et cela montre que ces polynémes ne

35
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possedent pas de terme constant. Soit alors a € Z tel que afy € Z[(T;;)] pour
tous les indices (k,1). On a donc que fi;(aA) € Z pour n’importe quelle matrice
A € G(Z). Ceci montre que le sous-groupe de G(Z) d’indice fini

G(Z)o = {A€G@)| A=1 ()}

est envoyé dans H(Z). On applique alors le méme raisonnement sur ¢! et
H(Z). Ceci permet de conclure que ¢(G(Z),) est d’indice fini dans H(Z). O

Suivant I'exemple du groupe modulaire SLy(Z), on voudrait définir un sous-
groupe comme étant arithmétique lorsqu’il est de la forme G(Z), pour un certain
plongement matriciel de G. Il est cependant plus approprié d’englober sous
cette dénomination I’ensemble des sous-groupes qui sont commensurables a un
tel G(Z). Une deuxiéme extension est alors raisonnable : considérer des sous-
groupes de G(R). D’otu la définition :

Définition 3.3. Soit G un Q-groupe algébrique et soit K = Q ou R. Un sous-
groupe de G(K) qui est commensurable avec G(Z) est appelé sous-groupe arith-
métique de G(K).

Notons que par la proposition 3.2 cette définition est indépendante du plonge-
ment matriciel implicitement choisi pour G. La classe (la commensurabilité est
une relation d’équivalence) des sous-groupes arithmétiques de G(K) est ainsi
un invariant du Q-groupe G. Il est a souligner que cette définition nécessite
de préciser le corps K. Ainsi les notions de sous-groupe arithmétique de G(Q),
respectivement de G(R), n’ont pas le méme degré de généralité.

§3.2 Le théoréme de Borel et Harish-Chandra

De maniére générale, un sous-groupe discret I' d’un groupe de Lie ¢ présente
un intérét a travers le quotient ¢/I' qu’il définit, qui se trouve étre un espace
topologique « modelé » sur ¢. La question de la compacité d’un tel quotient se
pose alors. Si /T est compact, on dira que I" est cocompact.

Un second aspect important de ’étude du quotient ¢/T" concerne la notion
de mesure : le choix d'une mesure de Haar p sur ¢ associe au quotient ¢ /I"
une mesure (94 /T') € R>oU{oo}. La question de la finitude de cette mesure se
pose alors, et ce de maniere d’autant plus évidente que ce probleme ne dépend
pas de la mesure p choisie (la mesure de Haar étant unique a un facteur pres).
Lorsque la mesure (%4 /T') est finie, on dira que I' est de covolume fini (dans
%¢). Notons qu'un quotient compact aura nécessairement, par propriété de la
mesure de Haar, une mesure finie.

Définition 3.4. Un sous-groupe discret I' du groupe de Lie ¢ est appelé réseau
de ¥ s'il est de covolume fini.

Supposons que I' et IV sont deux sous-groupes discrets de ¢ avec une inclu-
sion IV < T' d’indice fini. Pour la mesure de Haar p, on obtient trés facilement
Iégalité :

W@T') = [0 u(@/r) (3.1)

Un peu plus généralement on a 1’énoncé :
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Proposition 3.5. Soient " et I deux sous-groupes d’un groupe de Lie 4, qu’on
suppose commensurables entre eux. Alors T' est discret (resp. cocompact, resp.
de covolume fini) si et seulement si TV est discret (resp. cocompact, resp. de
covolume fini).

Soit G un groupe algébrique sur Q. Le groupe de ses points réels G(R) est
alors un groupe de Lie. Pour la topologie induite par ce groupe de Lie, un sous-
groupe arithmétique I de G(R) est alors discret. Les propriétés de compacité et
de finitude de la mesure du quotient G(R)/T" peuvent alors étre étudiées.

Exemple 3.6. Le sous-groupe {1} de G,(Q) est clairement arithmétique. Le
quotient R* / {£1} posséde une mesure infinie, pour n’importe quelle mesure de
Haar sur R*.

Cet exemple montre qu’en général un sous-groupe arithmétique n’est pas forcé-
ment un réseau. Mais la théorie des espaces symétriques accorde aux groupes
semi-simples une place prépondérante en géométrie, et pour ceux-ci le théoreme
suivant donne une réponse fort satisfaisante aux questions posées ci-dessus.

Théoréme 3.7 (Borel - Harish-Chandra [BHC62]). Soit G un Q-groupe algé-
brique semi-simple, et soit T un sous-groupe arithmétique de G(R). Alors :

1. T est de covolume fini dans G(R).

2. T est cocompact si et seulement si G(Q) ne contient pas d’élément unipo-
tent non trivial.

La preuve de la partie 1 s’obtient avec des efforts considérables en approximant
un domaine fondamental pour I' dans G(R). La partie 2 du théoréme est connue
sous le nom de critére de compacité de Godement, celui-ci ayant conjecturé le
résultat. La preuve, qu’on peut trouver dans [OV00, Ch. 3 : 3.3], est nettement
plus accessible et a du reste été découverte indépendemment par Mostow et
Tamagawa [MT62].

Remarque 3.8. Les propositions 3.2 et 3.5 nous indiquaient déja, avant méme
la formulation du théoreme 3.7, qu’on devait s’attendre & obtenir des criteres
pour la compacité et la finitude du volume indépendants de la classe de com-
mensurabilité de I'. C’est en effet le cas, les conditions du théoreme 3.7 étant
données sur le Q-groupe G. Notons que la question du calcul précis de la mesure
w(G(R)/I'), qui dépend elle complétement de I', ne peut donc obtenir une
réponse aussi concise.

Exemple 3.9. SLo(Z) est un sous-groupe arithmétique, et donc un réseau de

SL2(R). Comme
(é 1) € SLy(Q)

est unipotent, SLo(7Z) n’est pas cocompact. Le plan hyperbolique H? pouvant
s’écrire comme l’espace symétrique

H? = SL,(R)/SO(2),

ot SO(2) est compact, on voit que ceci coincide avec le fait exposé en §1.1 que
le quotient H?/SLo(Z) n’est pas compact.
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Exemple 3.10. Pour n > 2 on considere la forme quadratique f de I’exemple
2.46, vue comme forme quadratique sur Q. Le groupe SO ;(Z) est alors un réseau
de SO(n, 1), non cocompact par le critére de Godement. On obtient immédiate-
ment alors que son intersection SO ¢(Z) N SO(n, 1)° est un réseau de Isom™ (H")
qui n’est pas cocompact.

§3.3 Sous-groupes arithmétiques et corps de nombres

Si H est un Q-groupe qui n’est pas Q-simple, on peut I’écrire comme produit
de deux Q-groupes infinis :

H = H; H,.

Ainsi H(Z) = H1(Z) - Hy(Z) et 1'étude des sous-groupes arithmétiques de H se
réduit a I’étude des sous-groupes arithmétiques de H; et de Hs. Il semble donc
parfaitement justifié de se restreindre a 1’étude des sous-groupes arithmétiques
dans les groupes Q-simples. Ces sous-groupes arithmétiques sont appelés irré-
ductibles. Dans ce contexte on bénéficie de 'existence du résultat suivant [BT65,
6.21 (ii)] :

Proposition 3.11. Soit H un Q-groupe qui est Q-simple et simplement con-
nezxe. Il existe alors une extension de corps finie k|Q et un k-groupe G absolu-
ment simple (nécessairement simplement connexe), tel que :

H = Rygl(G)

Cette proposition revét pour nous une importance fondamentale. Moyennant la
concession de considérer des corps plus généraux que Q, elle va nous permettre
I'utilisation dans notre théorie de groupes moins compliqués, car absolument
simples. Considérer des groupes sur des corps k plus larges que Q présentera
méme un coté avantageux : on s’attend en effet a ce que extension k|Q fournisse
une partie des informations sur le Q-groupe H.

Remarque 3.12. Il y a priori une limitation avec la proposition 3.11, due
au fait que nous avons limité son domaine de validité au groupes simplement
connexes (le résultat est en fait également correct pour les groupes adjoints).
Pour I’étude des sous-groupes arithmétiques cette restriction est en fait sans
conséquence. En effet, on peut étudier la classe de commensurabilité des sous-
groupes arithmétiques d’un groupe semi-simple H en se ramenant a 1’étude de
la classe du Q-groupe simplement connexe qui revéte H par une Q-isogénie
(cf. proposition 2.44). Comme la proposition 3.2 se généralise au cas des Q-
isogénies entre groupes semi-simples [OV00, Ch. 1 : theorem 7.10], les sous-
groupes arithmétiques sont conservés par cette Q-isogénie.

Afin de tirer profit de la proposition 3.11 pour I’étude des sous-groupes
arithmétiques, il faut observer ce que lapplication p définie par (2.6) fait corre-
spondre au sous-groupe H(Z), ot H simplement connexe est donné par Ry,o(G)
comme dans la proposition 3.11. On utilise ici librement la matiere présentée
dans §2.6. On rappelle que, méme si cela ne change pas la classe de Q-isomorphie
de Ryo(G), 'application p dépend du choix de la base wy,...,wq de k|Q (ou
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I'on suppose désormais que [k : Q] = d). On va supposer que la base wy, ..., wq
soit telle que 'anneau

O = Zlwi,...,wd (3.2)

est libre, de rang d. Un sous-anneau & C k de ce type est appelé ordre de k.
Un élément de a € & correspond alors par p (restreint & k) & une matrice a
coefficients dans Z. Plus précisément :

p(G(0) = H(D).

La discussion qui précede montre que les sous-groupes arithmétiques irré-
ductibles de H(R) = Ryo(G)(R) sont les sous-groupes qui sont commensurables
avec G(0), ou G est k-groupe absolument simple, k|Q est un corps de nombres
(i.e. un sous-corps de C qui est une extension finie de Q), et & est un ordre
de k. On insiste sur le fait que, contrairement & G(k), 'ensemble G(&) n’est
que défini & commensurabilité pres (si aucun plongement matriciel de G n’est
spécifié). Si on remplace ¢ par un autre ordre ¢’ de k, on obtient un groupe
G(0") commensurable avec G(€). On peut choisir arbitrairement de travailler
avec un ordre de k particulier : c¢’est ce que nous allons faire, en prenant I'unique
ordre maximal de k, communément appelé anneau des entiers algébriques de k,
qui sera noté 0. Ainsi I’étude des sous-groupes arithmétiques, que nous avons
pour linstant exclusivement lié a la théorie des groupes algébriques, se trouve
également liée a la donnée (k, O)), qui sera objet du chapitre 4.

Il nous reste a décrire le groupe de Lie H(R) = Ryo(G)(R) dans lequel
se situe la classe de commensurabilité de G(O%). Nous présentons ceci par une
analogie avec la partie 2 de la proposition 2.29. Celle-ci nous assure I'existence
d’un isomorphisme

HQ) = [J][¢ @. (3.3)

Par extension on a H(C) = [[_ G7(C). Ceci doit étre adapté pour décrire H(R)
plutot que H(C). On rappelle que l'isomorphisme (3.3) découle de la proposi-
tion 2.27, qui décrit k ®g Q. Il s’agit donc de considérer I'algébre k ®g R plutot
que l'algebre k ®q Q.

Pour le corps de nombres k de degré d on suppose comme d’habitude que o
parcourt les d monomorphismes ¢ : k — Q C C. On range ces monomorphismes
par classes

[0] = {075}’

ou ¢ désigne le conjugué complexe de o. Il existe donc r + s de ces classes,
r désignant le nombre de monomorphismes réels (i.e. avec o(k) C R) et 2s le
nombre de monomorphismes complexes (i.e. avec o(k) ¢ R). Si o(k) C R alors
[c] = {o}, sinon [o] contient deux monomorphismes distincts.

Proposition 3.13. On a un isomorphisme entre R-algébres donné par :

kogR — R xC°
a®l — (0a)y,,
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ot les coordonnées des vecteurs dans R™ x C* sont indexées par les classes [o].
Cette isomorphisme donne un isomorphisme entre Ryo(G)(R) et le groupe de
Lie

G = | ¢"®x ] ¢°(©). (3.4)
#lo]=1 #lo]=2

Cet isomorphisme fait correspondre Ryo(G)(Q) a l'image de G(k) dans Goo
donnée par l'injection diagonale g +— (09)s]-

Remarque 3.14. Le choix qui consiste a prendre ¢ ou son conjugué & dans la
classe [o] pour représenter k ®g R est bien entendu arbitraire. Il en est de méme
a propos de 'ordre des facteurs indexés par [o].

Exemple 3.15. On modifie 'exemple 3.10 en considérant la forme définie sur

k= Q(v5)
f(xoyyan) = —wai+ai+ 422, (3.5)

ol w = 1+T‘/5 L’anneau Z[w| est anneau des entiers ) de k. Ainsi SO¢(0})
est un réseau dans Ry (SOy)(R). La forme quadratique f est de signature
réelle (n,1). Mais pour le monomorphisme non trivial o : v/5 — —+/5, la forme
conjuguée o f ne possede que des coefficients positifs (i.e. signature (n,0)). Ceci
montre que Ry g(SOy)(R) correspond au produit suivant :

Ry o(SO/)(R) = SO(n,1) x SO(n + 1).

Comme SO(n + 1) est compact, il est facile de constater que SOf(0}) reste
un réseau lorsque projeté sur le facteur SO(n, 1). En prenant l'intersection avec
SO(n,1)°, on obtient donc un réseau de Isom™ (H").

§3.4 Réseaux définis arithmétiquement

Inspiré par I'exemple 3.15 nous voulons définir la notion de réseau arithmé-
tique d’un groupe de Lie semi-simple . Afin de se simplifier 1égerement la tache
on va en fait se restreindre au cas d’un groupe de Lie ¢4 qu’on supposera connexe
et ne possédant pas de sous-groupe compact normal non trivial (en particulier ¢4
est de centre trivial, i.e. 4 est adjoint). Dans le contexte de ’étude des espaces
symétriques cette situation est tout a fait générale. On va également se restrein-
dre a l'arithméticité des réseaux irréductibles. Si ¢ s’écrit comme produit de
deux groupes de Lie semi-simples ¥ X %, le réseau I' < ¥ est dit irréductible
s’il n’est pas égal a un produit I'; x I'y avec I'; < &; un réseau. Cette notion est
analogue a l'irréductibilité des sous-groupes arithmétiques évoquée plus haut.

Soit G un groupe absolument simple défini sur un corps de nombres k, pour
lequel on admettra que le groupe G, n’est pas compact. Si un monomorphisme
o : k — C est complexe, alors le groupe G?(C) est non compact. Par contre si
o est réel, il se peut trés bien que G7(R) soit compact. Notons par S 'ensemble
des classes [o] de monomorphismes pour lesquelles le facteur correspondant dans
G~ est non compact. Ceci détermine un groupe Gs définit de fagon analogue a
G, en omettant simplement les facteurs G7(R) qui sont compacts. On admet
le groupe G(k) inclus diagonalement dans Gs, comme dans G,. On généralise
la définition 3.3 comme suit :
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Définition 3.16. I' < Gs est un sous-groupe arithmétique de Gg s’il est com-
mensurable avec G(0}). On dira dans ce cas que ' est défini sur k.

Les éléments présentés plus haut dans ce chapitre montrent alors qu’un sous-
groupe arithmétique de Gg est un réseau dans Gg : la projection Goo — Ggs
possede un noyau compact et conserve ainsi les réseaux.

Définition 3.17. Soit ¢4 un groupe de Lie connexe ne possédant pas de sous-
groupe normal compact autre que {1}. Un réseau irréductible I' < ¢ est dit
arithmétique s’il existe un corps de nombres k et un k-groupe G simplement
connexe et absolument simple tel que ¢ s’écrive comme

Y = Gs/Z,

ou Z désigne le centre de G s, et que I" s’écrive comme quotient d’un sous-groupe
arithmétique de Gs par Z. On dira dans ce cas que I' est rattaché a (G, k). Le
groupe algébrique G est lui dit admissible (pour ¥).

Remarque 3.18. Notre définition, qui demande que le groupe algébrique G
soit simplement connexe, semble a priori oublier les exemples 3.10 et 3.15, ou
les groupes SOy ne sont pas simplement connexes (voir l'exemple 2.46). La
remarque 3.12 montre cependant que les réseaux de Isom™ (H") donnés dans
ces exemples sont bien arithmétiques au sens de la définition 3.17.

Meéme si la différence n’est pas toujours marquée dans la littérature, pour
notre part nous ferons bien la distintion entre « sous-groupes arithmétiques » de
Gs et « réseaux arithmétiques » de 4 (méme dans la situation ou Z = 1). Dans
le premier cas on entend une seule classe de commensurabilité, spécifiée par le
groupe algébrique (ici G). La seconde notion englobe une multitude de classes
de commensurabilité, car elle admet de faire varier le couple (G, k) parmi tous
les groupes admissibles pour ¢. Or faire varier le groupe admissible implique
bien la variation de la classe de commensurabilité. Cela suit du résultat suivant,
qui montre qu’un réseau arithmétique détermine uniquement (& isomorphisme
prés) le couple (G, k) auquel il est rattaché :

Proposition 3.19. Soit G (resp. G') un groupe algébrique simplement con-
nexe absolument simple, défini sur le corps de nombres k (resp. k'). Comme
ci-haut on suppose que S (resp. S') désigne 'ensemble maximal des classes de
monomorphimes de k (resp. k') tel que Gs (resp. Gs:) soit sans facteur com-
pact. St Gs = G's, avec G(O}) commensurable a G'(Oy) alors on a que k =k’
(a Q-isomorphisme prés), S =S’ et G est k-isomorphe a G'.

IDEE DE LA PREUVE. La preuve repose en grande partie sur un théoréme
de Borel qui affirme que le sous-groupe G(0y) est Zariski-dense dans Gs. En
particulier si on sait que k = k' le résultat suit immédiatement. Nous n’avons
connaissance d’aucune preuve dans la littérature, & 'exception de [PR09] qui
comble cette lacune dans la partie préliminaire de I’article. Dans ce récent tra-
vail, la proposition est présentée comme étant un résultat « bien connu ». [

Le théoreme 3.7 montre que pour prouver l'existence d’un réseau dans ¢
il suffit de trouver un groupe algébrique admissible. On montre effectivement
de cette maniére Dexistence de réseaux (arithmétiques) dans le groupe des
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isométries de chacun des espaces symétriques [Rag72, Ch. XIV]. Plus précisé-
ment on montre méme l'existence simultanée de réseaux cocompacts et de
réseaux non cocompacts. Le cas cocompact est dii a Borel [Bor63]. Il est en
lien avec le critére suffisant suivant pour la cocompacité :

Proposition 3.20. Soit G un k-groupe algébrique admissible pour &. Si G
posséde un facteur compact (i.e Goo # Gs) alors G(O},) est cocompact dans G s
(et de méme pour sa projection dans 4 ).

IDEE DE LA PREUVE. La restriction des scalaires transforme le critére de com-
pacité de Godement en Paffirmation suivante : G(0}) est cocompact dans G,
(ou de maniere équivalente dans Gg) si et seulement si G(k) ne possede pas
d’élément unipotent non trivial. Or un groupe compact ne possede pas d’élé-
ment unipotent non trivial (pour s’en faire une idée on peut considérer tout

(12 1 .
élément de la forme ( 0 alc ), qui pour x # 0 engendre le groupe non compact

R). Comme G(k) est inclus diagonalement dans G, on conclut que si ce dernier
possede un facteur compact, le seul élément unipotent de G(k) doit étre 1. [

Exemple 3.21. En particulier cette proposition s’applique sur ’exemple 3.15,
prouvant que le réseau arithmétique qui y est défini est cocompact.

Il a déja été question dans l'introduction du théoreme suivant. Le résultat,
conjecturé par Selberg et Piatetski-Shapiro, se déduit du théoréme de super-
rigidité de Margulis. La démonstration (difficile) de celui-ci passe notamment
par 'utilisation de la théorie ergodique. Le livre [Zim84] donne une introduction
a ces travaux de Margulis.

Théoréme 3.22 (d’arithméticité de Margulis). Soit 4 un groupe de Lie comme
dans la définition 3.17, qui de plus posséde un rang réel > 2. Dans ce cas tous
les réseaux irréductibles de & sont arithmétiques.

On rappelle que le rang réel de & peut se définir comme Pentier » maximal tel
que ¢ posséde un sous-groupe isomorphe a (R*)". Le groupe SO(n, 1), et par
conséquent aussi Isom(H™), possede un rang réel égal a 1. Le théoréeme d’arith-
méticité ne s’applique donc pas au cas de la géométrie hyperbolique. Gromov
et Piatetski-Shapiro ont effectivement montré [GPS87] que pour chaque dimen-
sion n il existe un quotient H" /T non arithmétique de volume fini (i.e. T' est
un réseau de Isom(H™)). Auparavant Makarov [Mak66] puis Vinberg [Vin67]
avaient prouvé 'existence de groupes de Coxeter hyperboliques non arithmé-
tiques. Outre ces exemples en géométrie hyperbolique réel, il a été montré par
Deligne et Mostow [DM86] que les espaces hyperboliques complexes H% et H%
possedent des quotients non arithmétiques de volume fini. L’espace hyperbolique
complexe H de dimension n est I'espace symétrique associé au groupe PU(n, 1),
dont le rang réel vaut 1. Le probléme de savoir si PU(n, 1) contient pour n > 4
des réseaux non arithmétiques reste ouvert. Hormis ces cas énoncés, tous les
autres groupes de Lie semi-simple de rang réel égal & 1 ont été prouvés (au cas
par cas) étre satisfaisant a la conclusion de 3.22. On lira [OV00, Ch. 3 : 6.6]
pour un rapide survol du probléme de 'arithméticité.



Chapitre 4. Corps de nombres et entiers
algébriques

Au paragraphe §3.3 nous avons abordé la possibilité d’'utiliser des groupes al-
gébriques sur des corps de nombres pour construire les sous-groupes (ou réseaux)
arithmétiques. Certaines des propriétés d’un sous-groupe arithmétique défini sur
k pourront étre déduites de ’étude de la paire (k, Of), oit 'anneau des entiers
algébriques O} (que nous avons déja utilisé en §3.3) sera défini précisément
dans ce qui suit. L’étude de (k, O}), connue sous le nom de théorie algébrique
des nombres, est fort bien développée et documentée. Ce présent chapitre donne
la premiere approche classique qu’a connu cette théorie. Une seconde approche,
qui fait a présent partie de la théorie classique, sera présentée au chapitre 5.
Nous citerons dans ce chapitre essentiellement le livre de Neukirch [Neu99]. La
référence [Lan86] peut tout aussi bien convenir.

§4.1 L’anneau des entiers algébriques

Un élément de Q est appelé entier algébrique s’il est racine d’un polynéme
normé a coefficients dans Z. On peut montrer que ’ensemble des entiers algé-
briques est fermé pour I’addition et la multiplication. Pour un corps de nombres
k, le sous-ensemble

Oy = {x € k | x entier algébrique}

est alors un anneau, qu’on appelle anneau des entiers algébriques de k. Cette
dénomination est justifiée par le fait que 0} est une généralisation de Z. On a
en effet Oy = 7Z. De plus le corps k peut se voir comme le corps des fractions de
Oy,. Le paragraphe §3.3 suggérait déja une similarité entre Z et 0y. Le théoreme
suivant, qui généralise le théoreme fondamental de Parithmétique (factorisation
dans Z), insiste encore plus dans cette direction [Neu99, Ch. I (3.3)] :

Théoréme 4.1. Chaque idéal a de Oy, différent de O} et (0) posséde une fac-
torisation en idéaux premiers distincts p; (1 <i < a) :

_ €1 e
a_pl aﬂt,

pour des puissances e; € Nsg (1 < i < «). Cette factorisation est unique a
lordre des facteurs pres.

Remarque 4.2. La multiplication entre deux idéaux a et b qui intervient dans
ce dernier théoreme est donnée par

a-b = {Zalb,

aiEa,bieb}.

43
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Ce théoréme admet une extension sur tout le corps k (et pas seulement limité
a Oy), une fois que l'on généralise la notion d’idéal comme suit : un idéal frac-
tionnaire de k est un Oj-sous-module non nul de &k de type fini. L’ensemble des
idéaux fractionnaires de k devient alors un groupe commutatif (pour la multi-
plication donnée comme dans la remarque 4.2). L’élément neutre est (1) = 0},
et I’élément inverse d’un idéal fractionnaire a est donné par

ol = {ze€k|zacC O},
On notera par Jy le groupe des idéaux fractionnaires de k. On démontre alors
facilement a partir du théoreme 4.1 [Neu99, Ch. I (3.9)] :

Corollaire 4.3. Chaque idéal fractionnaire a # (1) de k admet une unique
factorisation :

j— €1 €
@ = pipl,

ou p; sont des idéaux premiers distincts de Oy et les puissances e; sont dans
Z\A{0} (pouri=1,...,«a).

Contrairement au cas de Z il n’est pas garanti que I’anneau 0}, soit principal,
c’est-a-dire que chacun de ses idéaux soit de la forme (x) = x0) pour un = €
O (un tel idéal est dit principal). Pour mesurer de combien 'anneau &y se
différencie d’'un anneau principal on s’appuie sur la structure de groupe de Jj :

Définition 4.4. Notons par Py le sous-groupe de J des idéauz fractionnaires
principaur de k, c’est-d-dire les élément de Ji de la forme (z) = x0) pour
x € k*. Le groupe quotient

Cr = Ji/Pr

est appelé le groupe des classes (d’idéauz) de k.

Plus le groupe %% est compliqué, plus 'anneau 0y se différencie d’'un anneau
principal, et plus son étude devient difficile. Le théoréme suivant prédit une
certaine limite a cette difficulté [Neu99, Ch. I (6.3)] :

Théoréme 4.5. Le groupe 6 des classes d’idéaux d’un corps de nombres k est
fini.
On appelle nombre de classes la cardinalité de %%, et cette valeur est notée par
le symbole hy. L’anneau O}, est ainsi principal si et seulement si hy = 1. On a
par exemple hg = 1.

Nous terminons ce paragraphe en énoncant la proposition qui montre que
O}, est un ordre de k, fait sur lequel nous nous sommes appuyé pour développer
le paragraphe §3.3.

Proposition 4.6. 0y est un module libre sur Z de rang d = [k : QJ.

IDEE DE LA PREUVE. On montre qu'on peut choisir une base de k|Q dont
tous les éléments sont dans . Il s’ensuit que ) est un Z-module de type
fini, nécessairement sans torsion (comme ici k& C C). Mais un tel Z-module
est nécessairement libre. Ceci suit par exemple du théoreme de structure des
modules sur les anneaux principaux. La preuve repose donc sur le fait que
hg = 1. Une base de 0}, est alors également une base de k|Q, ce qui détermine
le rang de Oy. O



§4.2. Norme 45

§4.2 Norme

Rappelons la notion de norme dans une extension de corps finie K|k (ou
pour le moment ces corps ne sont pas nécessairement dans C) :

Définition 4.7. Soit a € K. La norme de a dans l'extension K|k, notée
Nkji(a), est définie comme le déterminant de I'application k-linéaire :

K— K

Tr+— ax

Par propriété du déterminant, la norme N, est multiplicative. Pour k et K
qui respectent les conventions de §2.1 la norme peut se calculer comme suit
[Neu99, Ch. I: (2.6)] :

Proposition 4.8. La norme d’un élément a € K dans K|k est donnée par :

Nkip(a) = Haa,

ou o parcours les [K : k| k-monomorphismes o : K — k.

Revenons a présent a la situation ou le corps k est un corps de nombres.
En prenant une base sur Z de O}, on peut voir immédiatement a partir de la
définition 4.7 que

Nk|@(ﬁk) C Z. (41)

On introduit une seconde notion de norme, cette fois pour les idéaux, grace a
la définition suivante :

Définition 4.9. Soit a un idéal non nul de O}. Une légere généralisation de la
proposition 4.6 montre que a est un sous-module libre de &) de méme rang que
O}, ce qui permet de voir que 'anneau quotient & /a est fini. On définit alors la
norme de 1'idéal a comme étant la cardinalité de Oy /a. Cette norme sera notée

Nijola).

La norme d’idéal est essentiellement une généralisation de la notion de la norme
des éléments dans k|Q. On a en effet pour a € 0, et son idéal principal (a) = a0},
associé :

Nig ((@)) = [Nyol(a)| (4.2)

A la vue de (4.1) cette correspondance apparait plausible. Tout comme Nyq,
la norme d’idéal Ny g est multiplicative.

§4.3 Plongements archimédiens

Jusqu’a la fin du chapitre nous allons considérer que k désigne un corps de
nombres. On reprend les notations de §3.3 introduites pour & : on désigne par r le
nombre de monomorphismes k£ — R, et par s le nombre de monomorphismes k —
C complexes. La paire (r,s) est appelée signature de k. Ces monomorphismes
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k — C seront désormais appelés plongements archimédiens de k. Ils sont rangés
par classes [o] = {0,7}.

Nous avons vu dans la proposition 3.13 que k®gR se décrit comme le produit
R” x C?. 1l est utile de réserver une notation pour cet ensemble. Suivant la méme
ligne que la définition donnée en (3.4) on notera

ks = R"xC, (4.3)

et I'on considérera k., comme un espace vectoriel réel, muni de la structure de
k-algebre donnée par le plongement diagonal :

ack — (O'Cl)[g].

Selon la discussion menée en §3.3 'anneau 0} (ou plus généralement n’importe
quel ordre de k) est discret dans k., (plongé diagonalement). Cette discussion
reposait cependant sur le concept plutot élaboré de la restricition des scalaires.
C’est pourquoi nous donnons ici une seconde preuve, indépendante de §3.3 :

Proposition 4.10. L’anneau Oy est discret dans koo .

PREUVE. Soit (x,) une suite dans 0 — ko qui converge vers 0. Il suit que
Nijg(rn) tend vers 0, la norme Nyg étant la restriction & & d'une fonction
continue sur ke. Comme par (4.1) la suite (Nyg(2n))n est dans Z, elle doit
se stabiliser sur zéro. Mais seule la norme de 0 est nulle, ce qui montre que la
suite (z,,) se stabilise sur 0 € ko. Ce point est donc isolé, et (O, +) est un
sous-groupe discret de (keo, +). O

Exemple 4.11. L’anneau des entiers Z[i] du corps Q(4) est bien discret dans C
(indépendemment du plongement complexe choisi : ¢ — ¢ ou ¢ — —i). Un seul
des deux plongements complexes est donc nécessaire pour voir Z[i] comme un
groupe discret. Ceci correspond bien a I'idée plus générale d’indexer les facteurs
de ko par les classes [o], et non pas par tous les plongements o.

§4.4 Idéaux premiers

Intéressons-nous un instant aux idéaux premiers apparaissant dans la fac-
torisation du théoreme 4.1. Par idéal premier de O} on entendra donc un idéal
premier différent de (0). La propriété remarquable commune & tous ces idéaux,
est qu’ils sont en fait maximaux [Neu99, Ch. I (3.1)] :

Proposition 4.12. Chaque idéal premier p de O} est mazximal. Le quotient
Oy/p est donc un corps, qu’on notera par Fy.

Fixons-nous un idéal premier p C ). Le corps [, possede une cardinalité finie
donnée par N, | (p). Or les corps finis sont entierement déterminés par le nombre
de leurs éléments, et cette cardinalité doit étre de la forme p/ pour un nombre
premier p € N et un entier f € Nyo. Le nombre premier p lié a p s’obtient
également de la fagon suivante : I'intersection p N Z doit étre un idéal premier
de Z, et donc de la forme p’Z pour un nombre premier p’ € Z. Mais du coup
on obtient une inclusion du corps fini F), := Z/p'Z dans le corps F, = 0} /p,
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et ceci impose ’égalité p’ = p. On peut encore voir que 'idéal p est I'un des
facteurs premiers apparaissant dans la factorisation de 1'idéal (p) = pO} dans
Oy. L’idéal p divise donc (p), ce que l'on note par p|p (et que 'on pourrait
définir plus précisément par p|p < (p) C p). On dira aussi dans cette situation
que p est au-dessus de p. Nous pouvons lister (théoriquement) tous les idéaux
premiers de O}, en factorisant dans 0 chaque nombre premier p € N.

Définition 4.13. Soit p € N un nombre premier et p un idéal premier de Oy
avec plp. On définit :

— la multiplicité de p dans la factorisation de 1'idéal (p) = pO}, notée par
ep € Nyg, est appelée indice de ramification de p. Si e, > 1 I'idéal p est
dit ramifié. Dans le cas contraire il est dit non ramifié.

— le degré de I'extension de corps Fy|F, est appelé degré d’inertie de p. On
le note par f, := [y, : F,].

Inertie et ramification au-dessus d’un entier p € N sont tenues entre elles par
I'identité suivante [Neu99, Ch. I (8.2)] :

Proposition 4.14. Soit k|Q un corps de nombres. Alors pour chaque nombre
premier p € N, on a [’équalité :

d ey = [k:Q

plp

Définition 4.15. Un nombre premier p € N est dit ramifié dans I'extension
k|Q si sa factorisation dans &) contient un idéal premier ramifié. Dans le cas
contraire, p est dit non ramifié. Si I'idéal (p) est lui-méme premier dans O,
alors p est dit inerte dans k|Q.

§4.5 Le discriminant

Nous introduisons a présent un invariant important des corps de nombres :
le discriminant. De définition simple, cet invariant posseéde deux interprétations
que nous allons développer. Toutes deux auront leur importance par la suite.

Soit k un corps de nombres de degré d = [k : Q]. Soit wy,...,wq une base
libre de 0} (dont existence est garantie par la proposition 4.6). De plus, on
note par o1, ..., 04 les plongements archimédiens de k. Le discriminant Dy, d'un
corps de nombres k est habituellement défini par

2
Dk = det ((inj)lgi,j§d> . (44)

Dy, ne dépend pas de la base choisie. En effet, deux Z-bases peuvent étre envoyée
I'une sur l'autre a I’aide d’un matrice entiere de déterminant +1. En prenant le
carré du déterminant dans la définition, on obtient bien une valeur indépendante
de la base. Le nombre Dy est alors un élément de Z, qui peut tout a fait étre
négatif (si k posséde des plongements complexes). On préférera pour notre part
travailler avec sa valeur absolue

D, = |Dgl, (4.5)

qu’on appelera également discriminant de k. Sans autre précision, par « dis-
criminant de k » on entendra donc cette variante de la définition standard.



48 Chapitre 4. Corps de nombres et entiers algébriques

Remarque 4.16. Il serait tentant d’utiliser la terminologie « discriminant ab-
solu » pour faire référence a %, afin de le distinguer de Dj. On verra cependant
en §4.6 que les adjectifs « absolu / relatif » doivent étre a propos du discriminant
réservé pour une autre signification.

4.17 Interprétation géométrique. La premiere interprétation pour &y que
nous donnons est de nature géométrique, et se base sur l'inclusion 0} C ko
rappelée au paragraphe §4.3. Supposons pour simplifier que k soit totalement
réel. Les colonnes de la matrice (o;w;) apparaissant dans (4.4) correspondent en
fait a w1, ...,wq, vus comme vecteurs de ko, écrits en base canonique. La valeur
absolue du déterminant de cette matrice, égale & /%, donne donc le volume
du domaine fondamental de ), dans k... Le volume est ici entendu avec la
normalisation suivante : les vecteurs de la base canonique ont longueur 1.

Remarque 4.18. Lorsque k n’est pas totalement réel cette interprétation n’est
plus directement correcte. La normalisation du volume sur ko, a choisir pour
interpréter v/%;, comme le covolume de &) n’est alors plus si évidente. Elle
demande en effet pour chaque facteur C dans ko, d’attribuer la valeur 2 (et non
1) a la surface déterminée par les deux vecteurs de la base canonique de C (i.e.

1 et 7). Le lecteur s’en convaincra en analysant le cas de k = Q(7), pour lequel
-@k =4 et ﬁk = Z[l]

4.19 Interprétation algébrique. La deuxiéme signification du discriminant
que nous donnons est algébrique. Elle est facile a présenter, mais nettement plus
difficile & prouver. Nous avons évoqué au paragraphe §4.4 la notion de ramifi-
cation d’un nombre premier p dans l'extension k|Q. Or les nombres premiers
ramifiés dans k|Q sont exactement ceux qui divisent 7 (c’est un cas particulier
du théoréme 4.22 que nous énongons plus bas). Notons que si nous qualifions
cette propriété d’ « algébrique », elle est en fait plus précisément exprimée par
une analogie avec la géométrie algébrique, cf. [Neu99, Ch. III §2]. Une con-
séquence, qu’on obtient habituellement par d’autres chemins moins ardus, est
la suivante : il n’existe qu’'un nombre fini de nombres premiers ramifié dans
Pextension k|Q.

§4.6 Extensions relatives

Nous avons porté notre attention pour I'instant sur les extensions finies de Q.
Soit £ un corps de nombres qui contient un autre corps de nombres k. Il vaut alors
également la peine de considérer ¢ sous l'angle de 'extension (|k. Pour k # Q
on parlera d’une extension relative, par opposition a l'extension ¢|Q qui est dite
absolue. Certains concepts énoncés jusqu’a maintenant pour le cas absolu se
généralisent ici pour I’étude de &y comme un Oj-module (plutdt que comme un
Z-module). Ce paragraphe présentera surtout une généralisation adéquate du
discriminant.

Tout comme les idéaux premiers p de O} se trouvent chacun « au-dessus »
d’un nombre premier p € Z, on peut obtenir les idéaux premiers B de &, en
énumérant les idéaux qui divisent les idéaux p&y. De fagon similaire au cas absolu
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on utilise la notation PB|p dans la situation ot P apparait dans la factorisation
de p&; dans 0. La division est bien siir transitive : si B|p et p|p, alors Plp.

Comme O} n’est pas forcément un anneau principal (si hy # 1), 'idée de la
preuve de la proposition 4.6 n’est pas applicable. Ainsi nous ne pouvons garantir
que Oy soit libre sur O}, et la notion de discriminant relatif ne peut se définir de
fagon tout-a-fait analogue a ce qui a été fait en §4.5 pour le cas absolu. Nous
utilisons ici les notations ¢ := [( : k] et o; : £ — k pour les ¢ k-monomorphismes
associés a lextension /|k.

Définition 4.20. Soit 0, I'idéal dans O} engendré par tous les éléments de la
forme

2
det ((oiaj)lgi’jgt) y

ou ai,...,a; sont des éléments de O, linéairement indépendants sur k. L’idéal

0y est appelé discriminant relatif de I'extension £|k. De fagon similaire a ce qui

apparait en §4.5, on utilisera également (et méme de préférence) la désignation
discriminant relatif pour référer au nombre entier :

Do = Nio@r)

Le calcul du discriminant relatif Zp);, suit du calcul des discriminants absolus
[Neu99, Ch. IIT (2.10)] :

Proposition 4.21. Pour l'extension de corps de nombres l|k, le discriminant
relatif peut se calculer par :

Dy

gelk; W

En comparaison avec le cas k = Q, la généralisation que constitue le dis-
criminant relatif perd I'interprétation géométrique expliquée en §4.5. Par contre
l'interprétation « algébrique » de 4.19 est encore valable [Neu99, Ch. IIT (2.12)] :

Théoréeme 4.22. Soit p un idéal premier dans Oy. Alors la factorisation de p
en idéaux premiers :

pﬁe = ‘il... Ca

[e3%

posséde au moins un facteur redondant (i.e. 3 e; > 1) exactement lorsque p
divise Vg,

Le contenu de §4.4 se généralise au cas des extensions relatives, et on utilise une
notation et un vocabulaire similaire. Ainsi on désigne par eq), la multiplicité du
facteur B dans la factorisation de I'idéal p dans Oy, appelé indice de ramification
de B dans L|k. De méme on notera par fy, := [Fq : Fy] le degré d’inertie de
B dans Llk. P est dit ramifié dans (|k si eq), > 1. L'idéal p est lui-méme
ramifié dans (|k $’il existe un tel facteur PB|p ramifié. On dit que p est inerte
dans |k si pOy est un idéal premier de &,. Toutes ces notions généralisent
les définitions 4.13 et 4.15. La proposition 4.14 se généralise également : pour
chaque idéal premier p de Oy, on a I'égalité :

D epplpp = LK (4.6)
Blp
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§4.7 Fonctions zéta et fonctions L

Ce paragraphe présente brievement certaines fonctions analytiques liées aux
extensions de corps de nombres : les fonctions zéta et fonctions L. Elles appa-
raissent dans l’expression du volume des quotients arithmétiques (notamment
dans les théoréemes 1.3 et 1.4). On réfere a [Lan86, Ch. VIII] pour une exposition
plus détaillée de ces fonctions.

Pour un corps de nombres k, on définit sur le demi-plan complexe Re(s) > 1
la fonction donnée par

1
Ce(s) = H W7

p

ou l'indice p parcourt tous les idéaux premiers de 0. Pour k = Q, on obtient la
fonction ¢ de Riemann sous sa forme produit due a Euler : (g = ¢. Tout comme
pour la fonction zéta de Riemann, la fonction (i se prolonge vers une fonction
analytique sur C \ {1}. Cet aspect analytique ne jouera cependant aucun role
dans cette these : nous n’évaluerons (j que sur des entiers > 2.

Soit ¢ un second corps de nombres qui contient ¢. Selon ’égalité (4.6) un
idéal premier p de O}, se factorise en au plus [£ : k] idéaux premiers de &,. En
ajoutant a ceci que pour PBlp on a Nyg(P) > Nyo(p), on voit facilement que
pour s > 1:

Cols) < Guls)lM. (4.7)

Pour le reste de ce paragraphe on suppose que extension £|k est quadratique,
i.e. [0 : k] = 2. Dans ce cas on consideére la fonction :

Loy = Co/Ck, (4.8)
qui s’écrit donc comme
1
L = 1-N, - _ | . 4.9
ok(8) 1;[ ( ko(p) )ql;[na = Noyg(P) (4.9)

Comme /(|k est quadratique il y a selon (4.6) pour l'idéal premier p de O}
exactement trois possibilités de factorisation dans &, en idéaux Plp :

— p est inerte : p =P.

— p est ramifé : p = P2

— p = P1P2 pour deux idéaux disctincts PB;|p. On dit dans ce cas que p est

décomposé dans l|k .

En analysant ces trois possibilités, on observe a partir de (4.9) que la fonction
Ly, prend la forme :

1 1
Lyw(s) = H 1— Niolp)—® H 1+ Nyg(p) =

P inerte

(4.10)

P décomposé
avec p qui parcourt les idéaux premiers de ) non ramifiés dans /|k.

Remarque 4.23. Les fonctions L sont habituellement introduites de facon
différente (et plus générale), la relation (4.8) n’étant qu’une proprieté valable
dans le cas particulier d’une extension £|k quadratique [Lan86, Ch.XII §1].
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§4.8 Groupe des unités

On conclut ce chapitre en explicitant la structure du groupe des unités O
de I'anneau des entiers algébriques 0). On utilisera la notation suivante pour
ce groupe :

Uk = ﬁ]? (4.11)

Remarquons qu’'un élément 2 de 0y, est dans Uy, exactement lorsque (z) = 0.
On peut interpréter cela en disant que pour x € Uy, la factorisation de (x) en
idéaux premiers est un produit vide (i.e 'indice o dans le théoréme 4.1 vaudrait
0).

On notera par p(k) le groupe multiplicatif des racines de l'unité dans k. Il
s’agit d’un groupe cyclique fini. Comme d’habitude (r,s) désigne la signature
de k. La structure de Uy, est alors donnée par le fameux théoréme [Neu99, Ch.
I(7.4)] :

Théoréme 4.24 (des unités de Dirichlet). Il existe un isomorphisme :
U, = u(k)x Zrts1i,

Définition 4.25. Une base sur Z de Uy est appelée systeme d’unités fonda-
mentales de k.






Chapitre 5. Complétions de corps de nombres

Chaque plongement archimédien o : k& — C d’un corps de nombres k nous
donne une extension transcendante C|k (si o est complexe) ou R|k (si o est
réel). D’autres extensions transcendantes de k sont intéressantes en théorie des
nombres. Celles-ci sont étroitement liées aux idéaux premiers de 0. Nous avons
ainsi un moyen de réunir les paragraphes §4.3 et §4.4 sous un méme langage.
Cette approche donne une autre vision du probléme de ’étude de (k, Oy). Cette
vision est a la base d’une étude efficace des sous-groupes arithmétiques, en
particulier pour le probléeme du calcul de volume.

Notre présentation du sujet est plus concréte que le traitement donné dans
[Neu99], et & cet égard il est peut-étre plus convenable de se référer & [Lan86].
Dans tout ce chapitre k désigne un corps de nombres.

§5.1 Valeurs absolues et complétions
Définition 5.1. Une valeur absolue sur k est une application

I, + k—Rxo

z = |,

respectant les propriétés suivantes (V z,y € k) :
L. |z||,=0 < z=0.
2. lz-yll, = llzll, - lyll,-
3. Mz +yll, < llll, +yll,-

v —

Utiliser un indice (ici v) dans la notation des valeurs absolues permettra de
les distinguer entre elles. Cela sera utile lorsque nous considérerons plusieurs
valeurs absolues simultanément sur k.

Remarque 5.2. La notation |-| est généralement préférée a |[|||. Nous réser-
verons cependant le symbole || pour une certaine classe de « valeurs absolues »
sur les corps de nombres, normalisées d’une maniére particuliere.

Les propriétés de la définition 5.1 font de (k, ||-||,,) un corps topologique, grace
a la métrique donnée par d(z,y) := ||z — y||,. Un exemple évident de valeur
absolue est la valeur absolue usuelle || sur Q, que nous noterons désormais par
|-l .- Comme espace métrique, (Q,||-||,,) n’est pas complet. Par un processus
de complétion on en obtient les nombres réels R. Nous expliquons dans ce qui
suit que cette idée reste valable en général.

Pour une valeur absolue ||-||, quelconque sur k, dénotons par & l'anneau
des suites de Cauchy (les opérations + et - étant effectuées terme & terme entre
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deux suites) et par &g l'idéal de & constitué des suites nulles (i.e. des suites
qui convergent vers 0). On peut vérifier que & est un idéal maximal, ce qui fait
de 6/6( un corps, que nous noterons par k,. En associant & chaque élément
x € k la suite constante (x),>0 € &, on voit & comme sous-corps de k,. On
peut de plus étendre la valeur absolue [|-||, & ce corps en définissant pour une
suite (z,) € & :

Ia)ll, = Tzl

Tous les éléments d’une méme classe modulo & ont alors méme limite et cette
limite existe toujours, la suite (||z,]|,) étant une suite de Cauchy dans R>q. On
a alors [Neu99, Ch. II §4] :

Proposition 5.3. Le corps k, = &/6, muni de la valeur absolue |||, est
complet. De plus k est dense dans k,.

On appellera le corps topologique k, le complété de k par rapport a la valeur
absolue ||-||,. On dit aussi que k est obtenu par complétion par rapport a |[|-||, .
On peut montrer que ce complété est (& k-isomorphisme pres) I'unique exten-
sion de k sur lequel |-||, est prolongée de facon & obtenir les propriétés de la
proposition 5.3.

Supposons étre en présence d'une extension finie de corps ¢|k. Lorsque |||,
est une valeur absolue de ¢ qui étend la valeur absolue |||, sur k, on utilisera
la notation suivante au niveau des indices :

wlv. (5.1)

Dans ce cas, le complété £, contient de maniére évidente k,. Etant fixé une
valeur absolue ||-||, sur k, on définit 'anneau

by = []tw (5.2)

wlv

le produit parcourant tous les complétés liées a des extensions distinctes |-||,,
de ||-||,,- Les corps £ et k, seront alors considérés comme inclus diagonalement
dans £,.

Remarque 5.4. On définit habituellement ¢, comme le produit tensoriel
14 (292 kln

puis on montre 'existence d’un isomorphisme canonique entre ce produit ten-
soriel et la forme plus explicite donnée par (5.2). Pour k, = R, le paragraphe
suivant montrera que c’est justement la situation de la proposition 3.13 (ou k
correspond a Q et £ a k).

Cette remarque permet de constater le résultat suivant :

Proposition 5.5. On a l’égalité :

[C:k] = > [l k.
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§5.2 Complétions archimédiennes

Pour la notation introduite en §5.1 on a Q. = R. La valeur absolue ||-||
correspond a la valeur absolue usuelle sur R, et celle-ci s’étend a la valeur absolue
(ou module) définie usuellement sur C. On notera également par [-|| . cette
extension sur tout C. Pour chaque plongement archimédien £ — C, on considére
la valeur absolue définie par

lzll, = ozl (z€k) (5:3)

On a donc oo selon la notation (5.1). Le complété k, d’un corps de nombres
obtenu grace a une telle valeur absolue sera dit archimédien. On remarque que
pour deux plongements archimédiens conjugués o et @, on a ||, = |||z Si
(r,s) est la signature du corps k, il existe alors exactement r + s complétés
archimédiens de k. Ils sont décrits par la proposition suivante [Lan86, Ch. IT

§1] :
Proposition 5.6.

1. Si o est réel, alors k, est isomorphe (comme anneau topologique) ¢ R. La
structure de k-algébre sur k, correspond a la structure de k-algebre sur R
donnée par Uinclusion o(k) C R.

2. Si o est compleze, alors k, est isomorphe a C. La structure de k-algébre
sur ks correspond a la structure de k-algébre sur C donnée par l'inclusion
o(k) C C (ou de fagon équivalente par linclusion a(k) C C).

Cette proposition permet de voir que I'espace vectoriel réel ko, défini selon (5.2)
par :

koo = ][ ko (5.4)

o|oco

correspond bien a l'espace ko qui a été défini en (4.3). On préférera désormais
travailler avec I’écriture plus concise donnée par (5.4).

Remarque 5.7. L’espace ks ne contient qu’un seul facteur direct pour chaque
plongement complexe. Ceci tient dans la définition (5.2), ott 'on parcourt I'en-
semble des complétions liées & des valeurs absolues distinctes (deux plongements
conjugués donnant méme valeur absolue et ainsi en quelque sorte une redon-
dance d’information). Il est intéressant de constater que ce méme fait pouvait
se justifier dans 'exemple 4.11 de facon différente. Ces deux interprétations sont
en fait liées par la remarque 5.4 : O est discret dans k®j R, et ce dernier espace
est isomorphe au produit Ha‘oo k.

§5.3 Complétions p-adiques

Aux complétions archimédiennes d’un corps de nombres s’ajoutent un autre
type de complétions, qui apparait sans doute comme plus exotique lors d’une
premiere rencontre. Fixons pour 'instant un idéal premier p de 0. Un tel choix
détermine une application :

o, : kX —LZ, (5.5)
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définie comme suit : ¥, (z) est la multiplicité de I'idéal p dans la factorisation
en idéaux premiers de 'idéal (x). Par exemple, si p est au-dessus du nombre
premier p (i.e. p|p), alors ¥,(p) est égal a ey, I'indice de ramification de p dans
k|Q. L’application o, est ce que I'on appelle une valuation de k. Cette valuation
est normalisée, dans le sens ol 0y (k™) = Z.

A partir de la valuation normalisée 7, on définit la valeur absolue p-adique,
comme suit : [[0f|, := 0 et pour x € k™ :

1 Op ()
el = (7 )

ou p divise p et e, est I'indice de ramification de p. A chaque idéal premier p
de O}, est ainsi associé une valeur absolue sur k et par conséquent un complété
ky. Un corps obtenu par pareille complétion d’un corps de nombres est appelé
corps de nombres p-adiques ou plus brievement corps p-adique (le « p » étant
dans cette terminologie un symbole fixe). Ces corps sont des exemples de corps
dits locaux.

Exemple 5.8. Considérons le cas k = Q. Soit p un nombre entier premier et
notons par v, := 7(,) sa valuation normalisée associée. On a ici e,y = 1. On
note par ||Hp la valeur absolue p-adique correspondante. Le corps des nombres
p-adiques Q, peut s’identifier avec I’ensemble des séries de Laurent en p avec
des coefficients dans 'anncau Z/pZ = {0,1,...,p — 1}. Le livre [Gou97] donne
une trés bonne introduction a I’étude des nombres p-adiques.

On revient a la situation d’une extension k|Q. Sip C Oy est au-dessus de p, alors
on constate que la valeur absolue ||-[|, sur k étend la valeur absolue p-adique ||-[|,,
définie sur Q. La notation p|p posséde alors une double interprétation : d’une
part au sens de la division d’idéaux vue en §4.4, et d’autre part dans le sens
donné en (5.1). On peut en fait voir que plus généralement, pour une extension
de corps de nombres £|k, si P est un idéal premier de &y et p un idéal premier
de Oy alors on a aussi cette double signification pour 1’écriture J|p.

La valeur absolue p-adique possede une inégalité triangulaire plus forte que
celle donnée dans la définition 5.1. En effet pour deux éléments x,y € k, on a :

lo+gll, < max{lzl,.lyl, }- (5.6)

Cette propriété, souvent qualifiée d’ultramétrique, reste valable pour la valeur
absolue étendue sur le complété ky,. Un corps dans lequel (5.6) est valable est
dit non archimédien. Le sous-ensemble de k, donné par

O, = {m € ky ] lzll, < 1} (5.7)

est donc non seulement fermé pour la multiplication (comme ce serait le cas pour
n’importe quelle valeur absolue), mais également pour I’addition. Cela fait de &,
un sous-anneau de k,, qu’'on appelle anneau des entiers p-adiques. Clairement
on a 0, C Oy ; plus précisément on peut voir que &, est I’adhérence de &}, dans
kp. De plus, € k est entier algébrique exactement lorsqu’il appartient a &,
pour tous les idéaux premiers p. Cela explique la terminologie introduite. La
définition (5.7) de Oy est analogue a celle du disque unité fermé dans C (ou de
I'intervalle [—1,1] dans R). Une ressemblance entre ces deux situations apparait
bel et bien au travers du résultat suivant [Neu99, Ch. II (5.1)] :
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Proposition 5.9. L’anneau topologique O, est compact. En conséquence le
corps ky est localement compact.

Par contre une différence essentielle avec le cas archimédien apparait : &, est
ouvert dans k.

Exemple 5.10. Si le corps @, peut s’écrire comme l’ensemble des séries de
Laurent en p, son sous-anneau compact Z, des entiers p-adiques correspond
lui aux séries entieres en p a coefficients a; dans le corps fini F, = Z/pZ.
L’application
Ly, — F,
S aipt — a
i=0 @i 0
est alors un homomorphisme qui généralise la réduction modulo p définie sur Z.

L’homomorphisme de réduction du dernier exemple se généralise pour le corps
de nombres k. Pour chaque idéal premier p de Oy, on a un homomorphisme dit
de réduction modulo p :

ﬁp - FP? (5'8)

qui restreint a Oy, correspond a la projection naturelle &), — O /p.

Si K|k, est une extension finie, la valuation @, s’étend en fait de fagon
unique comme valuation (pas nécessairement normalisée) sur K. On dit alors
que Pextension K|k, est non ramifiée si cette extension de ¥, reste normalisée,
i.e. si 0y (K ) = Z. La terminologie s’explique naturellement : si B est un idéal
premier de &, (pour une extension /|k) tel que PB|p, alors Ly|k, est non ramifiée
exactement lorsque 8 n’est pas ramifié dans 'extension £|k. De maniére analogue
a la définition d’une cléture algébrique dun corps, il existe pour k, une extension
mazimale non ramifiée notée lAcp et qui contient toutes les extensions finies non
ramifiées de k,. Le corps l?:p posséde une métrique naturelle, mais il n’est plus
localement compact. Il existe une définition d’un sous-anneau 5’,3 d’entiers de
Ep, pour lequial le quotient IAcp / ﬁp est isomorphe a la cloture algébrique Fp de
Fy. Le corps k, n’est pas p-adique, mais reste un exemple de corps local.

§5.4 Places d’un corps de nombres

Pour le corps de nombres k notons par V; = Vi(k) l'ensemble des idéaux
premiers de &. On va considérer dans la suite V; comme un ensemble d’indices
v pour lesquels le complété k, est défini. De maniére analogue, soit Voo = Voo (k)
I'ensemble d’indices {o} tel que k, parcourt tous les complétés archimédiens de
k (Vs est donc en bijection avec {[o] | o plongement archimédien}). On note
alors par V' = V(k) la réunion de ces deux ensembles : V := VU V;. Un
élément de V est une place du corps k. On dit que la place v € V est finie si
v € Vi, et infinie si v € V.

Remarque 5.11. L’ensemble V' des places de k peut étre défini plus subtile-
ment comme un ensemble de classes d’équivalence de valeur absolues sur k,
deux valeurs absolues étant définies équivalentes lorsqu’elles induisent la méme
topologie sur k. On peut en effet montrer que les complétions archimédiennes
et p-adiques donnent a isomorphisme pres tous les complétés possibles de k.
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Pour chaque place v € V on a un corps localement compact k,. Si la place
v est finie, on dispose de plus du sous-anneau compact @, ainsi que de I’homo-
morphisme &, — F,, de réduction modulo v; k, est inclus dans son extension
maximale non ramifiée k,. On note encore par 9 la valuation normalisée définie
en (5.5) par la place finie v. On a donc par définition 0(k*) = Z.

Sur chaque complété k, (v € V) on a bien siir la valeur absolue ||-||,. On
aura cependant avantage a renormaliser cette valeur absolue comme suit :

11, siv € Vi est réelle;

I, = ||Hi si v € Vi est complexe; (5.9)
P siv=peV,

ou e, désigne I'indice de ramification de p dans k|Q et f, est son degré d’inertie.

On appellera |-|, la valeur absolue normalisée sur k,. Il s’agit d’une application
continue sur k,.

Remarque 5.12. Pour v € V., complexe la valeur absolue normalisée |-,
n’est pas une valeur absolue au sens de la définition 5.1 : I'inégalité triangulaire
n’est plus respectée. Dans les autres cas il s’agit bien de valeurs absolues, et la
topologie que ||, induit sur k, correspond a la topologie induite par |-,

La raison que nous invoquons dans un premier temps pour justifier cette renor-
malisation des valeurs absolues est qu’elle permet la validité du résultat suivant :

Proposition 5.13 (Formule du produit). Pour x € k™, on a :

I, = 1

veV
avec |x|, = 1 pour presque tous les v € V.

IDEE DE LA PREUVE. Pour k = Q la formule est facile a voir. Pour une extension
k|Q non triviale on va se ramener au cas de Q. Pour cela on utilise le fait que
pour v € V(Q) et z € k,on a:

Nuo@)|, = ]Il (5.10)

wlv

ounw € V(k). Cest facile a voir pour v = co. Pour v = p, il s’agit essentiellement
d’une reformulation de la proposition 4.14. On a alors :

1= [ Mg,

veV(Q)

= I IIlk

veV(Q) wlv

= II lelo-

weV (k)
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Il existe une justification plus subtile pour l'introduction de la normalisa-
tion |-|,. Pour le voir on fixe une mesure de Haar p sur (k,,+). Un élément
a € k) détermine une mesure de Haar p, définie par :

pa(F) = plaF)

et o doit nécessairement étre un multiple de . On observe alors qu’en fait p, =
la|, p. Ceci permet de voir que |-, peut étre définie par la seule considération
de k, comme corps topologique.

5.14 Mesure de Haar normalisée sur k,. Nous fixons a présent pour chaque
v € V une normalisation v, de la mesure de Haar sur k,. Pour v € V réel, on
prend la mesure standard de Lebesgue : v,([0,1]) := 1. Pour v € V,, complexe
on choisit v, comme dans la remarque 4.18 : 1,([0,1] x [0,4]) := 2. Pour v € V;
la normalisation la plus naturelle consiste & prendre v, (0,) := 1.

Pour les places infinies, cette normalisation de la mesure est celle qui permet
d’exprimer le covolume de &} en fonction du discriminant (cf. 4.17). Si on
considere la mesure produit vs, 1= Hvevx v, sur ke, on a en effet :

Voo koo | O)) = /D (5.11)

§5.5 Théorie adélique

Afin de considérer tous les complétés k, d’un corps k en méme temps, on peut
travailler avec le produit [, .y k.. Mais on perd alors un avantage que possédait
chacun des k, : ce produit n’est plus localement compact. Nous voulons définir
ici un anneau regroupant tous les k, tout en restant localement compact. Pour
cela, notons d’abord qu’un élément x € k possede la propriété suivante : x € 0,
pour presque tous les v € V4. Il existe donc un ensemble fini S C V' contenant
Vs et suffisamment grand pour que = € k appartienne a 'anneau :

Ag = I]:kvx II Oy,

veES vgS

k étant vu comme plongé diagonalement dans [], . k.. Pour chaque S C V fini
contenant V.., on munit Ag de la topologie produit : Ag est alors localement
compact. Chacun des Ag est un sous-ensemble du méme ensemble [] ., ko, ce
qui permet de définir

A=Ak) = |JAs,
S

la réunion étant indexée par tous les ensembles finis S C V contenant V. On
montre facilement que A est fermé pour 'addition et la multiplication. Si 'on
munit A de la topologie engendrée par la topologie de chacun des Ag, on a
que A est un anneau topologique qui est localement compact et qui contient k
diagonalement. C’est I’anneau recherché. Remarquons encore qu’'un ouvert de
A est formé d’une infinité de facteurs de la forme &,.
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Définition 5.15. L’anneau topologique A est appelé anneau des adeles de k.
Un adéle de k est donc un élément de A.

Les adéles permettent une formulation élégante de nombreuses propriétés qui ap-
paraissent en théorie de nombres. Fortement lié a la proposition 4.10, se retrouve
le résultat suivant :

Théoréme 5.16. k est discret dans A.

On définit Panneau Ay = A¢(k) des adéles finis de k en ne considérant que
les places finies :

Ar = AnN Hk
veVs

On a alors la décomposition en produit :
A = ko x A¢ (5.12)

Selon le contexte, on considére £ comme plongé diagonalement dans k.., A¢ ou
tout A. On connait déja les propriétés du plongement de k dans A. Le plonge-
ment de k£ dans Ay présente lui un aspect topologique nouveau :

Théoréme 5.17 (d’approximation). k est dense dans Ag.

Ce théoreme est essentiellement la formulation adélique d’un résultat fort connu :
le théoréme du reste chinois [Neu99, Ch. I (3.6)].

Considérons a présent la mesure de Haar vy sur A donnée par le produit des
mesures de Haar v, sur k,, (v € V') définies en 5.14. Le calcul de la mesure d’un
ouvert U de A revient a un calcul d’un produit fini de mesures, comme U doit
s’écrire comme un produit U = U’ x [[, ¢s O,, et que ce dernier facteur possede
mesure 1. Le théoréme d’approximation nous permet le calcul suivant :

Proposition 5.18. La mesure vy(A/k) vaut /.

PREUVE. On va noter ici par P 'ouvert de A; défini par P := Hvevf 0,. Par
densité de k on a k- P = Ay, et donc

A = k- (ks xP).
Si on note Py, := koo X P, on a donc un isomorphisme :

AJk = Po/(kn Py).

Or kN P = O (plongé diagonalement dans A). On obtient donc va(A/k) =
va(Ps/O%), et comme v,(0,) = 1 pour v € V; cette mesure correspond a la
mesure donnée par (5.11).

O



Chapitre 6. Arithmétique des groupes
algébriques

Ce chapitre expose la « généralisation » au cas des groupes algébriques semi-
simples de certains résultats de la théorie des nombres (qui correspond au cas
du groupe additif G,). On utilisera pour cela une formulation adélique. Une
référence trés compléte sur ce sujet est le chapitre 5 de [PR94].

On désignera tout au long du chapitre par G un k-groupe algébrique semi-
simple connexe, avec k un corps de nombres. Pour chaque place v € V, on
considere le groupe G(k,) muni de la topologie métrique, i.e. la topologie qui
provient de la valeur absolue |[|-||, sur k,.

§6.1 Groupes sur les corps complets

Rappelons que la proposition 3.13 donne une identification entre le groupe
Ry o(G)(R) et un groupe G qui y a été introduit. La théorie exposée au
chapitre 5 nous permet de raccourcir Iécriture (3.4) plutot lourde qui fiit néces-
saire pour définir G.,. En effet, si o est une place réelle, la proposition 5.6
montre que G?(R) n’est autre que G(k,); de méme pour o complexe on a un
isomorphisme entre G?(C) et G(k,). Clairement les facteurs de G sont indexés
par les places infinies de k, et on peut ainsi écrire :

Gy = H G(ky). (6.1)
VeV

Cette écriture pour G, nettement plus agréable, sera utilisée par la suite.
Lorsque le groupe G est muni d’un plongement matriciel dans GLy, on peut
définir pour chaque place finie v € V; le groupe :

G(0,) = G(k,)NGLN(0,). (6.2)

Tout comme pour les sous-groupes arithmétiques, le sous-groupe G(&,) varie
avec le choix du plongement matriciel. On fixe pour toute la suite du chapitre un
plongement de G. Les résultats présentés seront indépendants de ce plongement.

§6.2 Le groupe adélique

De fagon similaire & la définition de I’anneau des adeles A, on peut définir le
groupe

GA = UGs,
S

61
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appelé groupe adélique de G, comme réunion dans [[, . G(k,) des groupes

Gs = [[Gk) x [[ G0,

veS vgS

lorsque S parcourt les sous-ensembles finis de V' qui contiennent V. Tout
comme pour A, on obtient une topologie sur GG qui en fait un groupe topologique
localement compact. Il est alors facile de constater :

Proposition 6.1. A isomorphisme prés, le groupe topologique G ne dépend
pas du plongement matriciel choisi pour G.

Tout comme les adeles posseédent la décomposition A = k., x Ag, il nous sera
utile de considérer le groupe

Gu = Gan [] Glko), (6.3)

veEV;

qui muni de la topologie adéquate permet d’écrire Gy = G X Ga,. Le groupe
G (k) est vu plongé diagonalement dans Goo, Ga,, ou G. Il suit immédiatement
de 5.16 que G(k) est discret dans Gy.

Le théoréme d’approximation 5.17 n’est pas valable pour un groupe algé-
brique quelconque. On a en effet le résultat suivant :

Théoréme 6.2 (Approximation forte). Pour le groupe semi-simple G, on a que
G(k) est dense dans G, si et seulement si G est simplement conneze.

Ce théoreme donne donc une importance considérable aux groupes simplement
connexes. Cela explique notre volonté au paragraphe §3.4 de ramener la défini-
tion des réseaux arithmétiques a la considération de groupes simplement con-
nexes. La partie « <= » du théoréme d’approximation forte constitue I'un des
résultats les plus difficiles que nous utilisons dans cette theése. Sa démonstra-
tion utilise en effet des connaissances profondes sur les groupes semi-simples.
Plusieurs auteurs (Eichler, Kneser, Platonov, etc.) ont contribué a établir le
résultat. Dans [PR94, §7.4 : page 432] on trouve un apercu historique du sujet.

§6.3 Théorie de Tamagawa

Par compacité locale, le groupe adélique G possede une mesure de Haar,
définie a un facteur pres. Il existe une normalisation canonique de cette mesure,
que nous présentons maintenant. Nous laissons le lecteur & la consultation
de [Wei82] pour les détails. Nous supposerons ici G connexe, de dimension
dim(G) =: n.

Considérons une forme multilinéaire alternée w(e) définie sur le k-espace
vectoriel (7.G)y, i.e.

we) € N(TG),

pour un certain entier d > 1. Par extension, on peut également voir w(e) comme
une forme définie sur le k-espace vectoriel 7.G'. Pour chaque g € G, I'application
L, :z — gz de G vers G transporte alors w(e) vers une k-forme multilinéaire
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alternée w(g) définie sur 7,G. Si g € G(k), la forme w(g) peut aussi étre vue
comme une k-forme sur (7,G);. Nous avons ainsi une application

w g w(g)

définie sur tout G, appelée forme extérieure invariante (définie sur k). Une telle
forme non nulle qui est de degré maximal (i.e. d = n) est appelée forme de
Tamagawa (définie sur k).

Remarque 6.3. En remplagant k par R dans ce qui précéde on retrouve la
notion de forme différentielle invariante a gauche sur G(R). Par intégration
d’une telle forme on sait qu’on obtient une mesure de Haar sur G(R).

L’intégration de formes différentielles sur G(R) peut étre généralisée pour donner
a partir d’une forme de Tamagawa, sur chaque G(k,) une mesure de Haar. Voici
I'idée de cette construction. Soit w une forme de Tamagawa sur le k-groupe G.
Localement w peut s’écrire sous la forme bien familiére :

w = fdxy N Ndzy, (6.4)
ol 1,...,T, sont les coordonnées d’'une « carte rationnelle ». Si A est un sous-
ensemble de G(k,) qui est recouvert par cette carte ¢ = (z1,...,x,), alors la
mesure de Haar w, appliquée sur A est donnée par :
) = [ fl,dodon, (6.5)
»(A)

ou dans cette intégrale dx; renvoie a la mesure normalisée v, sur k, telle que
choisie en 5.14. w,(A) est indépendant du choix d’une carte, et par recollement
cela détermine bien une mesure de Haar w, définie sur tout G(k,).

Tout comme 'ensemble des mesures v, (v € V) définissait la mesure v sur
A, les mesures w, définissent une mesure de Haar wy sur G, donnée par le
produit.

Proposition 6.4. La mesure wy ne dépend pas du choix de la forme de Tam-
agawa w sur G.

PREUVE. Comme une forme de Tamagawa w est de degré maximal et invariante
a gauche, elle est déterminée par un seul parametre (un élément de k™) qui
correspond & w(e). Toute autre mesure de Tamagawa sur G est donc de la
forme aw, pour un a € k*. Mais par (6.5) on a clairement (aw), = |a|, w, et
I'indépendance de wy suit alors de la formule du produit (proposition 5.13). O

Définition 6.5. La mesure wy sur G, est la mesure de Tamagawa de G. Le
nombre

wn (Ga/G(R)) - 7 ™ O1
est appelé nombre de Tamagawa de G.

Théoréme 6.6. Si G est simplement connexe, alors son nombre de Tamagawa
vaut 1.

La démonstration de ce théoreme nécessite un traitement au cas par cas, avec
des efforts considérables. Pour les cas des groupes « classiques » (cf. 7.19), la dé-
monstration du théoréeme est le sujet de [Wei82]. On lira [PR94, §5.3 : page 263]
pour un historique de ce théoreme. Notons encore que le nombre de Tamagawa
d’un groupe non simplement connexe se déduit a partir de ce théoreme.
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§6.4 Collections cohérentes et mesure

Remarquons qu’'un sous-groupe U < Gj, définit canoniquement un sous-
groupe de G(k) : en effet, G(k) se plonge diagonalement dans Gy, et U N G(k)
détermine alors un sous-groupe de G(k). Ce sous-groupe peut & son tour se voir
plongé dans G, de facon diagonale. En exemple, on a I’écriture du sous-groupe
arithmétique G(0)) comme l'intersection :

GOy = Gk)n [] G(ow).

veVy

On fait remarquer ici que chaque G(&,) est ouvert et compact dans G(k,). Nous
allons généraliser en construisant d’autres sous-groupes arithmétiques de G(k)
a partir d’un produit dans Gj,. Pour cela définissons :

Définition 6.7. Une collection & = (P,)yey; de sous-groupes P, C G(ky)
(v € V) est dite cohérente si chacun des P, est compact et si le produit ], cv; Do
est ouvert dans Gy,.

Par définition de la topologie sur Ga,, que le produit [[ P, soit ouvert signifie
que chacun des P, est ouvert et que de plus P, = G(&,) pour presque tous
les v.

Proposition 6.8. Soit & = (P,)ycv; une collection cohérente de sous-groupes
P, C G(ky). Alors le groupe

Ap = Gk)n ][] P (6.6)

veVy
est un sous-groupe arithmétique de G(k).

PREUVE. Notons A := Ax et I' := G(0)) N A. De plus notons par I', le sous-
groupe G(0,) N P, dans G(k,). Il s’agit d’'un sous-groupe ouvert de G(k,).
Comme P, est compact on a que Uindice [P, : T',] est fini pour tous les v € V.
De plus P, = I', pour presque tous les v. Comme A = G(k) N [[, P, et T’ =
G(k) N[, Ty, l'indice [A : T'| est borné par [, ¢y, [P : T'y] et est donc fini. De
maniére analogue on montre que [G(0y) : T'| est fini. Ainsi G(0}) et A sont
commensurables. O

Proposition 6.9. Supposons que G soit simplement connexe. Si & et P’ sont
deux collections cohérentes pour le groupe G telles que Ao = Ao, alors & =

4

PREUVE. Soit & = (P,) la collection cohérente qui détermine Ag. Par le
théoreme d’approximation forte, G(k) est dense dans Gy,. En intersectant avec
louvert [, P, on voit que A g est dense dans [[, P,, et en projetant sur chaque
facteur : Ay est dense dans chaque P,. Ainsi la collection (P,) se retrouve a
partir de A% en prenant son adhérence dans chaque G(k,). O
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Pour un sous-groupe arithmétique donné par une collection cohérente, la
question du calcul de son covolume peut s’envisager. Un début de solution est
en effet donné par ce lemme :

Lemme 6.10. Supposons que G soit simplement connexe. Soit &2 = (Py)vev;
une collection cohérente et soit Ao < G(k) le sous-groupe arithmétique associé.
Pour une forme de Tamagawa w sur G, on mote par ws la mesure produit
[,joo wv- On a alors :

wee(Goo/Ap) = 2™ T woP) 7"
veVr

IDEE DE LA PREUVE. Comme G est simplement connexe on peut utiliser I’ap-
proximation forte. Si l’on note P := Hvevf P,, on peut donc montrer de maniere
analogue au cas A/k (voir preuve de la proposition 5.18) qu’on a un isomor-
phisme :

Gp/G(k) =2 (Gw X P)/Ao.
. . . dim G/2
La mesure induite par wy de ce quotient donne %,
De l'autre c6té on a :

wa (G X P)/Az) = woo(Goo/Az)- H wy (Py),

ve Ve

selon le théoreme 6.6.

d’ou le résultat. ]

Nous mettons en garde le lecteur sur les limites de ce résultat a ce stade. Notre
mise en garde porte sur trois niveaux :
— On sera intéressé a calculer le covolume d’un sous-groupe dans Gs et non
pas dans G (voir §3.4).
— La mesure ws, n’est pas a priori (ni méme a posteriori en fait) celle qui
intéresse le géometre. Contrairement a wy, la mesure wy, dépend du choix
de w.
— Cette formule donne un résultat concret a la condition que I'on puisse
calculer les mesures w, (P,) pour chaque v € V4.
Ce dernier point amene a se poser la question de la description des sous-groupes
ouverts et compacts de G(k,), ces derniers pouvant apparaitre comme les mem-
bres P, de la collection cohérente &. Une description explicite d’une classe im-
portante de ces sous-groupes passera par la théorie présentée dans le chapitre 8.
La compréhension de ce chapitre est elle-méme conditionnée aux connaissances
présentées dans le chapitre 7.






Chapitre 7. Structure des groupes semi-simples

Ce chapitre expose les éléments importants de structure des groupes semi-
simples. Cette structure se base sur ’étude de certains sous-groupes qu’on
appelle tores. Dans ce chapitre la théorie absolue (structure des groupes sur
un corps algébriquement clos) précédera la théorie relative (sur un corps quel-
conque). Nous ne donnerons presque aucune preuve : les résultats présentés font
partie d’une riche théorie, qui se construit a I’aide de connaissances en géométrie
algébrique bien plus larges que celles présentées en §2.2. Les références données
au début du chapitre 2 restent valables ici. Le corps k suivra les conventions
données en §2.1.

§7.1 Tores des groupes semi-simples

Définition 7.1. Un tore (algébrique) est un groupe algébrique isomorphe a un
produit (Gy,)™ pour un certain entier n > 0. Si G est un groupe algébrique,
alors un tore de G sera un sous-groupe fermé de GG qui est un tore.

Définition 7.2. Un caractére d’un tore T est un homomorphisme algébrique
x: T — Gy.

Nous notons par X(T') le groupe abélien des caracteres de T, et la loi de groupe
de X(T') sera notée de fagon additive. Ainsi 0 € X(T") correspond & ’homomor-
phisme t — 1 (Vt e T).

Nous travaillons dans ce paragraphe avec un groupe algébrique connexe semi-
simple G (défini sur un corps algébriquement clos). Fixons un tore 7' dans
G (qui existe nécessairement) et considérons 'opération adjointe de T sur g
(cf. (2.7)). Dans la suite nous utiliserons la notation simplifiée X := X(7'). Pour
un caractere a € X on définit le sous-espace vectoriel de g suivant :

0o = {Xeg|AdW)X =a(t)XVteT} (7.1)

Définition 7.3. Un caractéere a € X pour lequel g, est non nul est appelé
poids de T' dans G. Un poids non nul (on rappelle que X est noté additivement)
est une racine de T dans G. L’ensemble des racines de 1" dans G est désigné
par ®(G,T).

Comme T est un groupe abélien on obtient :

Proposition 7.4. L’espace g posséde la décomposition en somme directe :
g = 908Pa
(0%
Vindice o parcourant les éléments de ®(G,T)
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Notons par Ng(T) et Zg(T) le normalisateur et le centralisateur de T
dans G. Ce sont des sous-groupes fermés. On a le théoréme suivant [Hum75,
16.3 et 22.3] :

Théoréme 7.5. Soit T un tore du groupe semi-simple connexe G. On a que
Ng(T)° = Za(T).

Ce théoreme permet de constater que le groupe
W(G,T) = Ng(T)/Za(T) (7.2)

est fini (cf. proposition 2.38).

Chaque tore de G est inclus dans un tore mazimal, i.e. un tore qui n’est pas
strictement inclus dans un autre tore de GG. La propriété fondamentale des tores
maximaux de G est la suivante :

Théoréme 7.6. Tous les tores maximauz de G sont conjugués dans G.

Ce théoreme montre que la dimension des tores maximaux de G est invariante.
De plus le groupe W (G, T) est a isomorphisme pres indépendant du choix d’un
tore maximal T'.

Définition 7.7. On définit le rang (absolu) de G comme la dimension des tores
maximaux de G. Pour un tore maximal T' C G, le groupe fini W := W(G,T)
défini par (7.2) est appelé groupe de Weyl (absolu) de G.

Remarque 7.8. On peut en fait montrer qu'un tore maximal dans un groupe
connexe est égal a son propre centralisateur. Ceci donne en particulier la formule
simplifiée pour le groupe de Weyl absolu de G :

W(G,T) = Ne(T)/T.

§7.2 Systéme de racines des groupes semi-simples

Tout comme pour les groupes de Lie semi-simples, la structure des groupes
algébriques semi-simples s’étudie grace a la notion suivante :

Définition 7.9. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Un systéme
de racines de E est un sous-ensemble ® C E satisfaisant :

(R1) ® est fini, engendre l'espace E sur R et ne contient pas 0.

(R2) Si a € ®, il existe une application linéaire (en fait unique) 7, telle que :
- Tola) = —«
— 7, fixe un sous-espace de E de codimension 1.
- 7a(P) = D.

(R3) Pour a, f € ®, le vecteur 7,(5) — § est un multiple entier de a.

Avant de voir comment les systemes de racines interviennent dans la théorie des
groupes algébriques, nous passons en revue les concepts associés a la notion de
systeme de racines.
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7.10 Rang. La dimension de E est le rang de ®.

7.11 Nombres de Cartan. Il existe un produit scalaire (-, -) sur E pour lequel
les 7, sont des transformations orthogonales de E. On note :

(a, B)
(8,8)

et ces nombres (entiers) sont appelé nombres de Cartan. On montre que les
seules valeurs possibles pour ces nombres sont 0, &1, £2 et £3.

<a,0> = 2

7.12 Base. Une base de ® est un sous-ensemble A C ® pour lequel chaque
a € ® possede une unique expression

o = E CiQ,

a; EA

avec des coefficients entiers ¢; de méme signe. On peut montrer que tout systeme
de racines possede une base. Il est clair que la cardinalité d’une base de ® est
égale au rang de ®.

7.13 Groupe de Weyl. Le sous-groupe fini de GL(E) engendré par les appli-
cations 7, (o € ®) est appelé groupe de Weyl de ®. De fagon équivalente on
peut définir ce groupe comme le groupe des isométries (par rapport au produit
scalaire (-,-)) qui stabilisent ®. Il s’agit d'un groupe de Cozeter fini, dont un
systeme de générateurs est donné par I’ensemble

S = {ra |ae A}, (7.3)

ol A désigne une base de ®. On va supposer dans cette theése que le lecteur
posséde une certaine familiarité avec les groupes de Coxeter. Au besoin il peut
consulter [Hum90].

7.14 Type. Soit E’ un second espace vectoriel et ® un systéme de racines de
E’. Alors ® et ® sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme 6 : E — E’
qui envoie @ sur @’ et tel que <0(a),0(8) >=<a, 3> pour tout a, 3 € . Un
type sera une classe d’isomorphisme de systéme de racines.

7.15 Systéme réduit. Le systeme ® est dit réduit lorsque la propriété suivante
est respectée : Vo, 3 € @, on a :

a:cﬁ — c=*1.

7.16 Systéme irréductible. ® est appelé irréductible s’il ne peut se partition-
ner en deux sous-ensembles orthogonaux entre eux.

7.17 Diagramme de Dynkin. On associe a un systéme de racines réduit ¢
son diagramme de Dynkin comme suit : étant fixé une base A C ®, on fait
correspondre a chaque élément de A un noeud (sommet d’un graphe). Les deux
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noeuds correspondant a «, 5 € A sont joints par une aréte simple, double ou
triple en fonction de 'égalité <o, 3 ><f3,a> = 1,2 ou 3. Quand ce nombre vaut
0 les noeuds sont laissés disjoints (c’est la situation ot v et 3 sont orthogonaux).
Cela couvre toutes les situations. De plus si a et § sont joints mais n’ont pas la
méme longueur (par rapport au produit scalaire (-, ) sur E), on fait pointer une
fleche vers le noeud correspondant au vecteur le plus court. Ce diagramme ne
dépend pas de la base choisie. @ est irréductible si et seulement si son diagramme
de Dynkin est connexe.

7.18 Graphe de Coxeter. Au diagramme de Dynkin de ® est associé un
graphe de Coxeter [Hum90] qu’on dira sous-jacent. Celui-ci est déterminé comme
suit. On garde les mémes noeuds et on oublie l'orientation des arétes. A une
aréte simple on associe l'aréte de poids 3 (poids généralement omis), & une aréte
double 'aréte de poids 4, et a une aréte triple on associe une aréte de poids 6.
Contrairement a certains usages dans la littérature, nous noterons toujours les
graphes de Coxeter a ’aide de poids et non de traits doublés ou triplés. On évite
ainsi la confusion avec les diagrammes de Dynkin (un trait triple pour un graphe
de Coxeter fait souvent référence a une aréte de poids 5 et non 6). Le graphe de
Coxeter sous-jacent au diagramme de Dynkin du systéme ® correspond en fait
au graphe du groupe de Weyl de .

7.19 Classification. Les différents types de systéme de racines réduits et irré-
ductibles sont classifiés par leurs diagrammes de Dynkin. On dénote ces types
par une lettre majuscule indicée par un nombre qui correspond au rang. Nous
listons dans la figure 7.1 les types correspondants aux symboles A — D, et qu’on
appelle types classiques. Outre ceux-ci, il existe exactement cing autres types
irréductibles réduits, qu’on appelle types exceptionnels. Ils sont désignés par les
symboles Eg, E7, Eg, Fy et Go. Les types réduits non irréductibles s’obtiennent
comme produit des types irréductibles, et on les notera grace au symbole du
produit cartésien (e.g. Ay x Go).

A, (r>1) B, (r > 2)
C, (r>3) D, (r>4)

Fia. 7.1 — Types classiques
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Le lien entre systemes de racines et groupes algébriques est contenu dans le
résultat suivant :

Théoréme 7.20. Soit G un groupe semi-simple conneze et T un tore mazimal
dans G. L’ensemble ®(G,T) est un systéme réduit de racines dans E = X(T)®z
R, dont le groupe de Weyl coincide avec W (G, T) (le groupe de Weyl de G tel
que défini en 7.7). De plus G est absolument simple si et seulement si ®(G,T)
est irréductible.

On fait remarquer ici que X(7T') est un groupe abélien libre d’un rang égal a
la dimension de T'. Cette dimension vaut donc la dimension de ’espace E et
les deux notions de rang pour G et pour ®(G,T') coincident. Par conjugaison
des tores maximaux, le systéme de racines ®(G,T') ne dépend (& isomorphisme
prés) pas du choix particulier de 7. Il n’y a donc aucune ambiguité a définir
le type (absolu) du groupe semi-simple G comme le type de ®(G,T). 1l s’agit
ainsi d’un invariant des groupes algébriques semi-simples. La plupart du temps
un tore maximal T" sera fixé une fois pour toute dans G, et dans ce cas nous
utiliserons les notations simplifiées :

> = BG,T) (7.4)
W= W(G,T) (7.5)

L’identification de W avec le groupe de Weyl de ® mentionnée dans le théo-
réme 7.20 est bien canonique : un élément w € W représenté par n € Ng(T)
transforme X(7'), et par extension l'espace E, en envoyant a € X(7') sur le
caractere :

w(a) : teT— alntn™). (7.6)

L’opération de W sur E ainsi définie correspond alors a celle du groupe de Weyl
de ®(G,T). On peut vérifier que W stabilise ®(G,T).

Remarque 7.21. Dans le cas absolu le type constitue un invariant tres fort :
a quelques exceptions preés qui n’apparaissent qu’en caractéristique positive,
le type caractérise completement les classes d’isogénie des groupes algébriques
semi-simples (sur un corps algébriquement clos). De plus si l'on ajoute au type
un second invariant, appelé le groupe fondamental, on obtient une classification
complete des groupes algébriques semi-simples défini sur un corps algébrique-
ment clos. On peut aussi affirmer que le type classifie a isomorphisme pres les
groupes algébriques semi-simples simplement connexe (sur un corps algébrique-
ment clos).

Exemple 7.22. Le groupe SLy est de type A;.

Exemple 7.23. Le type du groupe Spin; (resp. SOy) varie en fonction de la
dimension n de la forme quadratique f. Pour n > 5 la parité de la dimension
est déterminante : si n = 2r + 1 > 5 alors Spin; (resp. SOy) est de type B,
et pour n = 2r > 8 il est de type D,.. En basses dimensions on a la description
suivante. Pour n = 3 le type de Spin; (resp. SOy) est Ay, ce qui implique que
Spin; = SLg. Pour n = 4 le type de Sping (resp. SOy) est réductible et vaut
A1 x Ay (cf. exemple 2.37). Pour cette raison on définit souvent le type Dy par
D5 := Ay x A;. De facon similaire on peut définir D3 := Ag, ce type étant celui
de Spin; (resp. SOy) pour f de dimension n = 6.
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§7.3 Systéme de Tits

Un concept important 1ié a la théorie des groupes algébriques semi-simples
est celui de « systéme de Tits » [Hum75, §29]. Un premier type de systéme de
Tits sera associé a n’importe quel groupe semi-simple, dans la seconde moitié
du présent paragraphe. Au chapitre suivant, un second type de systéme de Tits
apparaitra lorsque nous traiterons des groupes définis sur un corps p-adique.
C’est ce second aspect qui motive notre besoin d’exposer les systemes de Tits,
les idées qui concluent ce paragraphe jouant un réle moins fondamental pour
la suite de notre exposé. Elles ont toutefois le mérite de préparer le lecteur au
chapitre suivant. Cette dichotomie entre le cas général (on parlera de théorie
classique) et le cas p-adique (théorie locale) nous pousse a travailler avec une
définition abstraite. C’est pourquoi nous insistons sur le fait que dans ce qui
suit, le terme « groupe » désigne un groupe abstrait.

Définition 7.24. Soit B et N deux sous-groupes du groupe G qui engendrent
celui-ci et tels que T := BN N est normal dans IN. Soit encore S un ensemble
de générateurs du groupe W := N/T. Le quadruplet (G, B,N,S) est appelé
systéme de Tits s’il respecte les axiomes suivants :

(T1) BsBwB C BwB U BswB, pour chaque s € S et w e W.

(T2) Pour s € S,ona: sBs™! ¢ B.

On dit également dans ce cas que (B, N) est une BN-pair de G.

Dans ce cadre axiomatique on peut montrer que (W, S) doit étre un systéme de
Coxeter. D’autre part, la seule considération de la propriété (T1) montre que
pour chaque sous-ensemble I C S, si W désigne le sous-groupe de W engendré
par I, alors

P] = BWIB (77)

est un sous-groupe de G. C’est essentiellement 1’étude des sous-groupes de la
forme Py (et de leurs conjugués) qui retiendra notre attention par la suite. Leur
role prépondérant sera expliqué par les propriétés suivantes :

Théoréme 7.25. Soit (G, B, N, S) un systéeme de Tits.
1. Chaque sous-groupe de G contenant B est de la forme Pr pour un I C S.
2. Soient I,J C S. Alors Py est conjugué a Py si et seulement si I = J (et
dans ce cas on a donc méme Py = Py). De plus Py C Py implique I C J.

Considérons un sous-groupe P < GG qui contient un conjugué de B, i.e.
Jge @ tel que g"'BgC P.

La premiere assertion du théoreme montre que P est conjugué a un sous-
groupe P; (pour un certain I C 5), et par la deuxiéme partie du théoreme
le sous-ensemble I est uniquement déterminé par P (c’est-a-dire indépendant
lélément g).

Définition 7.26. Soit (G, B, N, S) un systéme de Tits, et soit P < G un sous-
groupe contenant un conjugué de B. Le sous-ensemble I C S attribué a P
comme ci-dessus est appelé le type de P. Il existe donc 2#° types distincts pour
le systeme (G, B, N, S).
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Remarque 7.27. Les sous-groupes contenant un conjugué de B sont connus
dans ce cadre axiomatique sous le nom de « sous-groupes paraboliques » de G.
Cette désignation dépend bien entendu du systeme de Tits que 'on construit
dans G. Nous réserverons (dans la définition 7.30) le terme parabolique & la
premiere variante de systeme de Tits que nous verrons. Dans le cas p-adique, ces
sous-groupes « paraboliques » possedent une appellation propre que le lecteur
reconnaitra toutefois inspirée de I'appellation classique (cf. définition 8.1).

Nous revenons a présent a la situation des groupes algébriques. Les groupes
semi-simples contiennent en plus des tores, un autre type de sous-groupes d’im-
portance fondamentale, que nous définissons ici.

Définition 7.28. Un sous-groupe de Borel d’un groupe algébrique G est un
sous-groupe fermé, connexe et résoluble, maximal dans G pour ces propriétés.

Tout comme les tores maximaux, on peut montrer que les sous-groupes de
Borel d'un groupe algébrique sont tous conjugués entre eux. Si T est un tore
maximal de G, celui-ci étant par définition connexe, fermé et résoluble, il doit
exister un sous-groupe de Borel B contenant 7. Voici alors le systeme de Tits
classique dans un groupe algébrique semi-simple [Hum?75, 29.1] :

Théoréme 7.29. Soit G un groupe algébrique semi-simple, T un tore max-
imal de G contenu dans le sous-groupe de Borel B. Posons N := Ng(T') et
(en adéquation avec lusage jusqu’ici : cf. remarque 7.8) notons W := N/T.
Soit (W, S) un systéme de Coxeter pour W (dont Uexistence découle du théo-
reme 7.20). Alors (G, B, N, S) est un systéme de Tits.

Définition 7.30. Un sous-groupe d’un groupe algébrique semi-simple est dit
parabolique §’il contient un sous-groupe de Borel.

Le théoréme 7.29 permet d’appliquer nos connaissances sur les systémes de
Tits, et de décrire les sous-groupes paraboliques de G a 'aide du type. On peut
en déduire par exemple que les sous-groupes paraboliques sont des sous-groupes
fermés. Fixons une base A de ®(G,T). Ce choix d’une base détermine (cf. 7.13)
un systéme de Coxeter (W, S) avec :

S = {ra |a€eA}.

Plutot que de décrire les sous-groupes paraboliques a 'aide de S, nous util-
isons la bijection canonique a — T, entre A et S. Par type d'un sous-groupe
parabolique P C G nous entendrons donc le sous-ensemble de A en bijection
canonique avec le type de P au sens de la définition 7.26 (qui est un sous-
ensemble de 5).

§7.4 Groupes semi-simples réels

Soit 4 un groupe de Lie réel et g son algebre de Lie. La théorie des groupes
de Lie semi-simples associe a 'algebre complexifiée g¢ := g ® C un systéeme de
racines [OV94, Ch. 3 : 1.3]. Cela définit le type du groupe de Lie ¢. Le type des
groupes algébriques est en fait une généralisation du type des groupes de Lie :
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Proposition 7.31. Soit G un R-groupe semi-simple. Le type absolu de G
(comme groupe algébrique sur C) et le type de G(R) (comme groupe de Lie)
coincident.

Méme en se restreignant aux cas des groupes de Lie de la forme G(R) pour un
R-groupe G simplement connexe, le type n’est pas suffisant pour la classification
des groupes semi-simples. Ce n’est en effet pas le méme cas de figure que celui de
remarque 7.21 : R n’est pas algébriquement clos. La structure réel de ’algebre
complexifiée contient elle suffisamment d’information :

Proposition 7.32. Soient G et H deux R-groupes semi-simples simplement
connexes. Si les algébres de Lie gr et hr sont isomorphes, alors G et H sont
R-isomorphes.

Le type permet (comme le suggere la remarque 7.21) une classification des
groupes de Lie complexes simplement connexes. On sera pour notre part surtout
intéressé au résultat similaire pour les groupes compacts, qu’on formule comme
suit [OV94, Ch. 4 §1-2] :

Théoréme 7.33. Soit G un R-groupe semi-simple simplement connexe. Alors
il existe une unique (a R-isomorphisme prés) R-forme Gy de G telle que G, (R)
est compact.

Le R-groupe G, est appelée forme compacte réelle de G. Comme R-forme de
G, le groupe G, doit étre de méme type absolu et étre simplement connexe. En
fixant un isomorphisme (sur C) entre G et Gy, on peut voir G, (R) comme un
sous-groupe compact maximal de G(C).

Exemple 7.34. La forme compacte réelle du groupe Spin(n,l) est le R-groupe
Spin,, , 1, dont les points réels Spin(n+1) := Spin,, , ; (R) forment un revétement
double (et bien surjectif) du groupe orthogonal SO(n + 1).

§7.5 Tores rationnels des groupes semi-simples

Tout comme pour la structure absolue, la structure relative des groupes semi-
simples s’étudie grace a la notion de tore. C’est pourquoi nous commengons par
quelques définitions concernant les tores dans le cas relatif.

Définition 7.35. Un k-tore de dimension n est dit déployé (sur k) s’il est k-
isomorphe & (Gy,)™. On parlera aussi de tore k-déployé. A 1'opposé, un k-tore
qui ne possede aucun sous-tore k-déployé est dit k-anisotrope.

Exemple 7.36. Soit ¢|k une extension de corps. On considere le k-homo-
morphisme

Ny Ryp(Gm) — G (7.8)
qui associe a un élément de Ry, (G ) son déterminant (Ryj,(Gu) étant écrit

comme un groupe de matrices de taille [£ : k] x [¢ : k]). Si 'on restreint cette
application a £* = Ry,(Gn)(k) on obtient la norme Ny, telle que donnée
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dans la définition 4.7. Cette application étendue a Ryj(Gn) sera également
appelée norme. On définit alors le k-sous-groupe

Ré\lk?(Gm) < Ryp(Gm) (7.9)

comme le noyau de Nyj,. Tous les tores k-anisotropes de dimension 1 sont alors

de la forme Réllk) (Gn) pour une extension quadratique £|k [Vos98, 4.9].

On va considérer dés maintenant un k-groupe semi-simple connexe G. Le
groupe G est dit anisotrope s’il ne possede aucun tore k-déployé. Si G n’est pas
anisotrope il existe dans G des k-tores déployés qui sont maximaux pour cette
propriété. On les appellera brievement k-tores déployés mazximauzx. On prendra
garde & ne pas confondre « tore déployé maximal » et « tore maximal déployé ».
On dispose de la généralisation suivante du théoréme 7.6 [Bor91, 20.9] :

Théoréme 7.37. Tous les k-tores déployés mazimaux sont conjugués entre eux
par un élément de G(k). De plus chaque tore déployé maximal est inclus dans
un tore mazimal défini sur k (pas forcément déployé).

Ce théoreme permet d’envisager des résultats de structure similaires au cas
absolu en considérant les tores déployés de G. On a en effet [Bor91, §21] :

Théoreme 7.38. Supposons que G n'est pas anisotrope, et soit ;T un k-tore
déployé maximal de G. L’ensemble ®(G, ,T) est un systéme de racines (pas
nécessairement réduit), indépendant (a isomorphisme prés) du choiz de [T

Définition 7.39. Nous notons par ,® := ®(G, . T') le systeme de racines associé
a un k-tore déployé maximal de G. Son type est appelé type de G relatif a k.
Le rang relatif de G est défini comme le rang de ,®, ou de maniere équivalente
comme la dimension de ,T". Le groupe de Weyl de ,,® correspond au groupe fini

W= Nc(,1)/Zc(,T),

appelé groupe de Weyl de G relatif a k.

§7.6 Indice de Tits

On va supposer (ce n’est pas une restriction majeure) que le k-groupe G est
absolument simple. Le théoréme 7.37 nous permet de choisir un k-tore maximal
T de G qui contient ,T". L’inclusion ;1" C T' induit alors une application

j : ®—,2U{0}. (7.10)

Etant donnée une base A de ,®, il est alors possible (cf. [Bor91, 21.8]) de
choisir une base A de ® pour laquelle

JANAY) = A,

ot A désigne le sous-ensemble (éventuellement vide) de A constitué des élé-
ments dont 'image par j est nulle.
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Les fibres de 'application j au-dessus de ;A se décrivent alors comme orbites
d’une certaine opération de Gal(k|k) sur A. Nous décrivons ici cette opération.
Dans ce qui suit par « sous-groupe parabolique maximal » on entend un sous-
groupe parabolique maximal différent de G. Un tel sous-groupe parabolique
P C G est nécessairement de type A \ {a}, pour un o € A. Supposons que
P contienne le sous-groupe de Borel B, et soit 0 € Gal(k|k). Le sous-groupe
conjugué ° B est également un sous-groupe de Borel, et le sous-groupe ° P est
alors lui-méme parabolique maximal. Nous notons par A \ {o(«)} son type.
Cette attribution

o ar—o(a) (7.11)

donne l'opération de Gal(k|k) sur A annoncée : deux éléments de A ~ A® ont
méme image par j si et seulement s’ils sont conjugués par cette opération.

L'opération de Gal(k|k) sur A est en fait assez rigide : 0 € Gal(k|k) doit
opérer sur A comme une symétrie du diagramme de Dynkin qui représente A.
On note par Aut(A) ce groupe des symétries du diagramme de Dynkin. En
particulier pour les types B, et C,. on a Aut(A) = {1}, et donc Gal(k|k) opére
trivialement sur A.

La structure du k-groupe G est alors partiellement captée par une représenta-
tion graphique qui décrit le sous-ensemble A° et I'opération Gal(k|k) — Aut(A)
sur le diagramme de Dynkin de A. On appelle ainsi indice (de Tits) de G par
rapport a k le diagramme de Dynkin de A qu’on dessine avec les adaptation
suivantes :

— les noeuds qui sont conjugué par Gal(k|k) sont placés proches les uns des

autres ;

— les orbites de Popération de Gal(k|k) sur A \ A? sont entourées.

Les entourages de I'indice correspondent par 'application j donc aux éléments
de ,A. Les noeuds qui ne sont pas entourés correspondent eux aux éléments

de AY.

Remarque 7.40. Notre définition de I'indice contient moins d’information que
la définition usuelle [Tit66, 2.3], qui donne toute 'opération de Gal(k|k) sur A.
Il est cependant assez fréquent de confondre cette version plus forte de I'indice
avec sa représentation graphique.

Exemple 7.41. I’indice donné par

correspond a un groupe de type absolu Aj, pour lequel A% = {ag, a4} et sur
lequel Gal(k|k) induit une opération non triviale sur A.

Dans Particle [Tit66] Tits utilise la notion d’indice pour donner une classifi-
cation des groupes semi-simples dans le cas relatif. Contrairement au cas absolu,
le corps k joue un role important dans cette classification : certains indices qui
apparaissent avec certains corps peuvent étre absent avec d’autres corps. Dans
ce méme article [Tit66] la notation GX%) est proposée pour faire référence aux
différents indices des groupes absolument simples. Ici X doit étre remplacé par
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le type absolu (A — G) du groupe G, r désigne le rang de G, [ le rang k-relatif
et a est 'ordre de I'image de Gal(k|k) dans Aut(A). Enfin le d correspond & un
certain invariant définit au cas par cas pour chaque type. On peut se contenter
de le voir comme un nombre qui permet de lever les éventuelles ambiguités. On
peut tres bien utiliser la notation de fagon partielle pour décrire non pas un
seul indice, mais une famille d’indices d’invariants donnés; par exemple nous
n’utiliserons pas l'invariant d, qu’on laissera donc tomber dans la notation des
indices. De méme on notera “X, pour décrire tous les indices avec X, a et r
fixés, et | quelconque. On dira que G est de type *X,; (resp. *X,) si son indice
appartient a cette famille. Un groupe G qui posséde l'indice de I'exemple 7.41
est ainsi de type A5 2 (et donc plus généralement de type 2As).

Définition 7.42. Soit G de type *X,.. On dit que G est une forme interne ou
est de type interne si a = 1. Dans le cas contraire on dit que G est une forme
externe ou est de type externe.

Nous verrons au paragraphe §7.8 une explication plus détaillée de la signification
pour G d’étre une formes interne (ou externe). Si Aut(A) est trivial alors G est
nécessairement une forme interne.

Remarque 7.43. Pour G absolument simple (i.e. de type absolu irréductible)
on a, & la seule exception du type Dy, que Aut(A) posseéde un ordre d’au plus 2
et que dans ces cas les formes externes correspondent au type 2X,. Par contre
pour le type Dy le groupe Aut(A) est isomorphe au groupe symétrique d’ordre
6, et & coté des types ' Dy et 2D, apparaissent les types Dy et Dy. G est appelé
forme trialitaire s’il est d’'un de ces deux derniers types. On utilisera souvent la
notation °D, pour regrouper les deux types trialitaires.

§7.7 Groupes déployés et quasi-déployés

On continue a désigner par G un k-groupe semi-simple. Les notations des
deux paragraphes précédents seront utilisées sans autre précision.

Définition 7.44. G est dit k-déployé (ou déployé sur k) s’il posséde un tore
maximal qui est défini sur k et déployé (i.e 3 , T = T). Lorsque le corps de
définition k est clairement établi par le contexte, on parlera simplement d’un
groupe déployé.

S’il est déployé, G est nécessairement une forme interne et son indice s’obtient
de fagon triviale & partir du diagramme de Dynkin de ®(G,T) : chaque noeud
est entouré (comme A® = (}), seul dans son orbite. Si G est absolument simple,
il est déployé exactement lorsque qu’il est de type 'X,. .. En se restreignant aux
groupes déployés, le type retrouve autant d’importance que dans le cas absolu :

Théoréme 7.45. Il existe une k-forme G° du groupe G qui est déployée, et
celle-ci est unique a k-isomorphisme preés.
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On peut affaiblir quelque peu la condition de la définition 7.44 :
Définition 7.46. Le groupe G est dit quasi-déployé (sur k) si A® = ().
On passe du cas quasi-déployé au cas déployé en observant I'opération

Gal(k|k) — Aut(A)

discutée en §7.6. Le noyau de cette opération est un sous-groupe de Gal(k|k)
d’indice a, ou G quasi-déployé est ici supposé étre de type “X,.. A ce sous-groupe
correspond donc une extension galoisienne L|k de degré a pour laquelle G|L est
déployé. Si G quasi-déployé est une forme interne, alors G est déja déployé sur
k. Le corps L sera appelé corps de déploiement de G.

Remarque 7.47. Le corps de déploiement L du groupe quasi-déployé G est
minimal, dans la sens suivant : si K|k est une extension de corps pour laquelle
G|K est déployé, alors il doit exister une inclusion L — K.

§7.8 Automorphismes et formes internes

Par automorphisme du groupe algébrique G, on entend ici un isomorphisme
algébrique de G vers G. On notera par Aut(G) le groupe des automorphismes
de G. Si G est défini sur k, on peut se restreindre au sous-groupe Auty(G) des k-
automorphismes. Nous avons déja rencontré en §2.9 un sous-groupe de Aut(G) :
le groupe adjoint G, décrivant les automorphismes internes de G. On rappelle
(cf. proposition 2.39) que lorsque G est défini sur k, on a Auty(G) NG = G(k).
Le groupe Aut(G) possede la description suivante [Hum75, 27.4] :

Théoréme 7.48. Soit G semi-simple et soit A une base du systéme de racines

(absolu) de G. Alors Aut(G) = Aut(A) x G.

Définition 7.49. Soit G' un k-groupe semi-simple et H une k-forme de GG. On
dit que H est une k-forme interne de G §'il existe un isomorphisme ¢ : G — H
tel que pour chaque o € Gal(k|k) I'isomorphisme ¢~1 o “¢ est interne, i.e.

pro%¢cq .

Si le contexte ne permet aucune ambiguité pour le corps k dont il est question,
on parlera brievement de forme interne d’'un groupe donné. Cette définition
généralise en quelque sorte la définition 7.42 : « forme interne » au sens de
la définition 7.42 correspond & « forme interne de la k-forme déployée G*® ».
L’unicité de la forme déployée apparait pour les formes quasi-déployées lorsqu’on
se restreint aux formes internes d’un groupe donné. Plus précisément, on a le
théoréme [Spr98, 16.4.9] :

Théoréme 7.50. Soit G un k-groupe semi-simple. Il existe alors une k-forme
interne de G qui est quasi-déployée, et celle-ci est unique a k-isomorphisme
pPres.

La forme interne quasi-déployée du k-groupe G sera notée G'. La relation « étre
forme interne de » est une relation d’équivalence qui partitionne ’ensemble des
k-formes d’'un groupe semi-simple donné en classes disjointes. Chacune de ces
classes contient alors exactement un groupe quasi-déployé. Une classe partic-
uliére est celle de la forme déployée du groupe.
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Remarque 7.51. Soit L le corps de déploiement de la forme interne quasi-
déployée G’ de G. Alors L est le corps minimal (au sens de la remarque 7.47)
pour lequel G|L devient une forme interne.

Exemple 7.52. Soit f et g deux formes quadratiques de dimension n > 5. Si
n est impair, alors Spin, (resp. SOy) est de type B, et Spin, (resp. SOy) est
nécessairement une forme interne. Si n est pair alors Spin; (resp. SOy) est une
forme interne de Spin, (resp. SO,) exactement lorsque f et g possédent le méme
discriminant (modulo (k*)?) (cf. [Spr98, 17.3]).

Remarque 7.53. On rappelle ici la définition du discriminant d(f) d’une forme
quadratique f. A équivalence pres f peut s’écrire sous forme diagonale :

flze,...,zn) = a123 +---—|—anx31.

On consideére alors d(f) := [[;—, a; comme élément dans le quotient k* /(k*)?.
Il s’agit d’un invariant de I’espace quadratique V. Il existe d’autres normali-
sations du discriminant, mais le contenu de ’exemple 7.52 reste invariant.

On termine par énoncer un résultat tres facile a voir :

Proposition 7.54. Soit G un k-groupe et H une forme interne de G. Alors
leurs centres Z¢g et Zy sont isomorphes sur k.

§7.9 Groupes sur les corps finis

Nous terminons ce chapitre par le traitement des groupes algébriques défi-
nis sur des corps finis. De tels groupes apparaitrons lorsque 1’on abordera au
chapitre suivant les groupes semi-simples définis sur des corps p-adiques. On
désignera ici par I, le corps fini a ¢ éléments.

Théoréme 7.55. Tout F -groupe G semi-simple et connexe est quasi-déployé.

Théoreme 7.56. Sim : G — H est une Fy-isogénie entre deux F,-groupes
algébriques connezes, alors G(F,) et H(F,) possédent le méme ordre.

Ces deux théorémes sont corollaires d’'un méme théoréeme dii & Lang [PR94,
§6.2]. Ils montrent que le type suffit avec le corps de déploiement L & déterminer
l'ordre de G(F,) pour G semi-simple connexe. Or L est uniquement déterminé
par son ordre, et donc par le degré [L : F,]. En particulier le tableau 7.1 (recopié
a partir de [Ono66, table 1]) présente une liste complete des ordres de G(F,)
pour GG connexe d’'un type classique (non trialitaire) irréductible.

On sera aussi intéressé a 'ordre du tore anisotrope de 1’exemple 7.36. On
place ce calcul facile dans la proposition qui suit. On observe que la aussi le corps
£, qui prend dans cette situation le réle du corps de déploiement, n’influence pas
la cardinalité.

Proposition 7.57. Soit le F,-tore T := RéllF)q (Gm) de dimension 1 (i.e. l|Fy

est une extension quadratique, ou de maniére équivalente £ =2 ). Alors l'ordre
de T(F,) vaut g + 1.
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PREUVE. On a 'isomorphisme
RZ\IFQ (Gm)(Fq) = Gm(€)7

qui montre que ce premier groupe posséde un ordre égal & ¢> — 1 (qui est la car-
dinalité de £*). Or selon [PR94, §6.2 : Corollary 2] la norme Ny, est surjective
pour les corps finis. Par définition T'(IF,) est le noyau de la norme, restreinte
a Ry, (Gm)(Fy). Comme le groupe image G, (F,) = F est d’ordre ¢ — 1, on
obtient le résultat :

2
q —1
T, = = 1.
#T'(Fq) q—1 q+
O
type de G cardinalité de G(FF,)
YA (r>1) ¢RI (@ - 1)
A (r>2) g T (@ — (-1
B, ou C, (r >2) ¢ Ty (¢¥ = 1)
D, (r>4) V(g - DI (@¥ - 1)
D, (r > 4) (g + D=0 - 1)

TAB. 7.1 — Ordres des groupes classiques semi-simples sur [F,



Chapitre 8. Eléments de la théorie de
Bruhat-Tits

L’étude des groupes algébriques semi-simples définis sur un corps p-adique,
ou plutot I’étude des points rationnels de tels groupes, apparait comme cas
particulier d’un vaste programme réalisé principalement par Bruhat et Tits et
publié sur plusieurs années [BT72] [BT84] [BT87]. Nous présentons ici certains
éléments de cette théorie. L’ampleur du sujet, mais aussi sa complexité, nous
contraint a renoncer a faire figurer les définitions précises de plusieurs concepts
fondamentaux qui interviennent. A c6té de [BT72] et [BT84], la référence stan-
dard sur le sujet est le survol donné par [Tit79], qui contient notamment une
précieuse partie de classification. Notre discussion s’inspire également de [PR94,
§3.4].

Dans ce chapitre G désignera toujours un groupe absolument simple, défini
sur un corps p-adique k,. On suppose que G n’est pas anisotrope. De plus, méme
si cela n’est pas une restriction impérative dans la théorie de Bruhat-Tits, nous
supposerons G simplement connexe, ce qui simplifie grandement la discussion.
On considére G(k,) avec sa topologie induite par la topologie métrique sur k,.
Notre principal but, motivé par la discussion menée en §6.4, est de comprendre
la description de certains sous-groupes compacts de G(k,) que permet la théorie
de Bruhat-Tits. Ce chapitre comporte plusieurs exemples qui seront utilisés plus
tard.

§8.1 Systeéme de Tits affine dans G(k,)

Le systeme de Tits attribué par le théoreme 7.29 pour chaque groupe semi-
simple est habituellement qualifié de sphérique : le groupe de Coxeter d’'un tel
systeme étant fini, il opére comme groupe de réflexions sur une sphere. Un
systeme de Tits sera dit affine lorsque son groupe de Coxeter opere comme
groupe infini discret de réflexions sur un espace euclidien. Rappelons que ces
groupes de Coxeter, eux-mémes dit affines, apparaissent essentiellement tous en
lien avec les systémes de racines [Hum90, Ch. 4]. A chaque systéme de racines
® réduit et irréductible est associé un groupe de Coxeter affine qui dépend a
isomorphisme pres uniquement du type de ®. Ce groupe est un produit semi-
direct entre le groupe de Weyl de ® et un groupe de translations. Le graphe de
Coxeter de ce groupe affine s’obtient en ajoutant un noeud au graphe de Coxeter
sous-jacent au diagramme de Dynkin de ®. Pour fixer les idées nous donnons
dans la figure 8.1 pour chaque type classique le graphe de Coxeter du groupe
affine associé. On y a surmonté du label « 0 » le noeud rajouté au graphe du
groupe sphérique.
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A e

associé a A associé a B
o—eo—  —0—o 0
associé a C associé a D

FiG. 8.1 — Groupes de Coxeter affines associés aux types classiques

Choisissons un k,-tore déployé maximal de (G, que nous noterons par 7" afin
de ne pas surcharger la notation (ce tore serait noté , 7' si I'on suivait §7.5).
Ce tore n’est pas nécessairement maximal, k, n’étant pas algébriquement clos.
Soit Z = Zg(T) (resp. N = Ng(T)) le centralisateur (resp. normalisateur) de
T. On définit en plus le sous-groupe de Z(k,) suivant :

Z, = {we (k)| alx)c O YacXy (Z)}, (8.1)

ou Xy, (Z) désigne le groupe abélien des caractéres k,-rationnels de Z, i.e. des
ky-homomorphismes Z — Gy,. Le groupe Z. n’est pas le groupe des points
rationnels d’un sous-groupe algébrique de Z. Il s’agit du sous-groupe compact
maximal de Z. Le groupe

W = N(k,)/Z. (8.2)

est alors une extension du groupe W :=, W, celui-ci pouvant en fait s’écrire
comme quotient des k,-points : W = N(k,)/Z(k,). Il est possible de voir que
W est en fait un groupe de Coxeter affine. Si § ¢ N (k) est un ensemble de
générateurs de W, alors il existe so € N(k,) tel que (W, S) est un systéme de
Coxeter affine, avec S := S U {s0}.

La théorie de Bruhat-Tits montre 1’existence d’un sous-groupe BcC G(ky)
compact et ouvert, tel que :

BNN(k,) = Z. (8.3)
(G(kv), B, N(k,), §) est un systéme de Tits . (8.4)

Le sous-groupe E, ainsi que chacun de ses conjugués dans G(k,) est appelé
sous-groupe d’Iwahori. Ces sous-groupes tiennent ici le role que prenaient les
sous-groupes de Borel dans le cas classique. La définition 7.26 attribue un type
I C S a chaque sous-groupe de G(k,) contenant un sous-groupe d’Iwahori. Un
groupe de type I C S est par définition conjugué au groupe Pr = EW;E et, pour
autant que I # S, le groupe Wi est fini (sous I'hypotheése que G est absolument
simple), ce qui fait de P; un sous-groupe compact et ouvert de G(k,).

Définition 8.1. Un sous-groupe P C G(k,) qui contient un sous-groupe d’I-
wahori est appelé sous-groupe parahorique de G(k,). (On rappelle que ici G est
supposé simplement connexe.)
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Remarque 8.2. Notre choix de noter les « objets affines » par des symboles
surmontés d’un « tilde » ~ , inspiré de la notation usuelle pour les types affines,
se différencie de la notation de [Tit79], ot *W correspond & notre W. Nous
mettons en garde le lecteur contre d’autres différences entre notre notation et
celles des références citées . Nous profitons encore d’insister sur le fait que les
notations W et W indiquent des objets qui dépendent du corps k.

§8.2 Appartements de G(k,)
On notera ici par V 'espace vectoriel réel
V o= X.(T)®zR, (8.5)

ou X, (T') désigne le groupe abélien des cocaractéres de T, ¢’est-a~dire le groupe
des homomorphismes algébriques Gy, — T'. L’espace dual V* de V s’identifie
alors avec X(T') ®z R de la fagon suivante : si a € X(T') et A € X,.(T') on pose
a(A) :=n, ot aoX: Gy — Gy, est Phomomorphisme algébrique z — 2™ (tout
homomorphisme G,, — G,, doit étre de cette forme pour un certain entier
n € 7). Le systeéme de racines ® := ; & relatif & 7" sera alors vu comme un
ensemble de fonctions linéaires sur V. De plus, le groupe W opére sur V' comme
groupe fini de réflexions, I'opération étant donnée par la conjugaison.

Le groupe W opére quant a lui de fagon canonique sur V' comme groupe de
transformations affines. Chaque réflexion de W fixe un hyperplan affine appelé
mur. L’opération de W partitionne ainsi I’espace V' en un complexe simplicial
(chaque simplexe étant délimité par des murs) que nous noterons par o7 et qui
est appelé appartement (par rapport a 7). Comme ensemble V' et .o/ coincident.
Si on le munit d’'un produit scalaire invariant par W, 'espace V peut étre vu
comme la réalisation géométrique du complexe 7, et nous utiliserons la nota-
tion @ par la suite pour désigner V' vu comme espace métrique. Un simplexe
maximal dans &7 sera appelé une chambre de 'appartement. Il s’agit d’un par-
tie compacte de ofz. L’appartement peut est recouvert par ’ensemble de ses
chambres.

§8.3 L’immeuble affine

A tout systeme de Tits est associé un objet de nature géométrique appelé
immeuble [ABO8]. Dans le cas de G(k,), la considération de I'immeuble conduit
a une preuve fort élégante du corollaire 8.5 qui apparait plus bas, raison pour
laquelle nous introduisons cette notion. La construction de I'immeuble de G(k,)
peut se faire de facon « abstraite » par la seule considération de son systeme de
Tits (8.4) (une fois 'existence du sous-groupe B admis). Cette approche, bien
qu’envisagée dans la théorie de Bruhat-Tits [BT72], peut étre remplacée par
une construction plus concrete de 'immeuble de G(k,), qui consiste a recoller
les appartements dont il est question en §8.2.

A chaque k,-tore déployé maximal de G(k,) est associé un appartement.
Par le théoréme 7.37 chacun de ces tores peut s’écrire comme conjugué gTg !
du tore fixé T, pour un élément g € G(k,). On peut voir 'immeuble affine de
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G(ky), noté .#, comme un certain complexe simplicial muni d’une opération de
G(k,) pour laquelle
s = |J 9 (8.6)
g€G(ky)

et g.o/ s’identifie avec I’appartement associé au tore g7'g~'. Si I'on considére o
plutét que o7, on peut aussi considérer la réalisation géométrique # de .#. Sig-
nalons que la réunion (8.6) n’est pas disjointe. L’immeuble posséde la propriété
suivante : pour chaque x,y € S il existe un appartement contenant x et y. La
réalisation géométrique .#g possede alors une structure d’espace métrique com-
plet, donné par le recollement des métriques de chaque appartement. L’opération
de G(k,) sur .#x est continue pour cette métrique.

Grace a I'immeuble .# nous pouvons donner une caractérisation des sous-
groupes d’Iwahori. Une chambre C d’un appartement g.of sera également appelée
chambre lorsque considérée comme sous-ensemble de .#. Il faut relever qu'une
chambre C de I'immeuble est chambre de plusieurs appartements a la fois. No-
tons par G(k,)C le sous-groupe de G(k,) qui laisse C fixe. Un sous-groupe de
G(k,) est un sous-groupe d’Iwahori précisément lorsqu’il est de la forme G(k,)°,
avec C une chambre de .#.

Exemple 8.3. Lorsque le groupe G est de k,-rang égal a 1, il est possible de
visualiser 'immeuble affine de G(k,). Dans ce cas il s’agit en effet d’un arbre
[Tit79, 2.7]. Considérons par exemple SLy (qui posséde un rang égal a 1) comme
groupe défini sur Q3. L’immeuble affine de SL2(Q3) correspond a ’arbre suivant :

Fic. 8.2 — Immeuble affine de SL2(Q2)

Chaque chambre correspond a un segment e——e. C’est uniquement par com-
modité que les chambres apparaissent de tailles différentes dans la figure 8.2 :
considérées comme parties d’espace métrique, toutes les chambres ont la méme
longueur. Chaque appartement de 'immeuble correspond & une branche sans
extrémité :

Un appartement est donc bien un complexe simplicial obtenu en partitionnant
I’espace vectoriel réel de dimension 1. On voit que 'immeuble est un recollement
de tous les appartements, et qu’une chambre donnée est contenue dans une
infinité d’appartements.
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Les travaux de Bruhat et Tits montrent le résultat suivant :

Théoréme 8.4 (Point fixe de Bruhat-Tits). Tout groupe compact d’isométries
de g fize un point.

IDEE DE LA PREUVE. Méme si limmeuble .# est qualifié d’affine (voir méme
souvent d’euclidien dans la littérature), 'espace métrique .#g est plutot « hy-
perbolique » : il s’agit d’un espace CAT(0) (on peut en particulier le voir sur
Iexemple de la figure 8.2). Ceci permet de montrer que chaque sous-ensemble
compact (ou plus généralement borné) de #g contient un point unique qui lui
sert de centre (pour une certaine définition appropriée de la notion de « cen-
tre »). Soit alors H un groupe compact d’isométries de .#g. Pour « € # l'orbite
Hx est compacte et possede ainsi un centre, qui doit étre fixé par H. Le lecteur
peut se référer & [ABO08, §11.2 - §11.3] pour les détails. O

Corollaire 8.5. Chaque sous-groupe compact de G(k,) est contenu dans un
sous-groupe parahorique. Ainsi les sous-groupes compacts mazimauz de G(k,)
sont les sous-groupes parahoriques mazximauz.

PREUVE. Soit H C G(k,) un sous-groupe compact. Par le théoréme 8.4, H fixe
un point & € S, ce qui montre que H C G(k,)* (le stabilisateur de x). Mais
G(k,)® C G(k,)*, ot C est une chambre contenant x. Comme G(k,)¢ est un
sous-groupe d'Iwahori, le sous-groupe G(k,)* est donc bien parahorique. O

§8.4 Diagramme de Dynkin local

Nous utilisons ici les notations de §8.1 associée au groupe G|k,. Tout hyper-
plan affine de oz s’écrit sous la forme

H, = a0,

ou « : @g — R est une fonction affine, i.e une fonction de la forme x — Az + s,
ou la fonction A (appelée partie vectorielle de «) est linéaire et s € R. Soit
® l'ensemble des fonctions affines a pour lesquelles H,, est un mur. La partie
vectorielle d’un élément de ® est alors un élément de ®. L’ensemble ® est un
systéeme de racines affines ou échelonnage. Un tel systéeme est décrit par son
diagramme (de Dynkin) local. 11 s’agit d'un diagramme qui s’obtient & partir
d’une « base » A C @ du systeme. Le diagramme ne dépend que du groupe
G|k,. Dans [Tit79, §4] apparait une liste des diagrammes de Dynkin locaux en
fonction du type de G relatif a k,. Nous aurons besoin par la suite d’utiliser
cette classification.

Les diagrammes de Dynkin locaux possedent la méme allure que les dia-

grammes de Dynkin vu en 7.17. Les différences sont les suivantes :

— les noeuds du diagramme local sont donné par des traits plutot que par
des cercles pleins. Ceci présente 'avantage d’éviter tout confusion entre
cas local et cas classique.

— En plus des arétes simples, doubles et triples, un quatrieme type d’arétes
peut apparaitre, représentées par un trait accentué : i Ce type
d’arétes correspond au poids co dans le graphe de Coxeter sous-jacent au
diagramme.
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— Les noeuds des diagrammes locaux sont souvent surmontés de labels qui
possedent des significations diverses. Ces labels incluent des nombres en-
tiers, ainsi que des croix : x. Nous n’aurons pas besoin des ces deux types
de labels, et nous les omettrons dans nos diagrammes. Un troisieme type
de labels, notés « s » ou « hs », sera expliqué dans la remarque 8.20.

Le fait important qu’il nous faut retenir concernant les diagrammes de Dynkin
locaux est donné dans la proposition que voici [Tit79, §1] :

Proposition 8.6. Le graphe de Cozeter sous-jacent au diagramme local de ®
correspond au graphe du groupe W.

Nous allons noter par A, le diagramme de Dynkin local du groupe G sur k.
Cette proposition permet d’identifier les noeuds de A, avec I'ensemble S des
générateurs du groupe W. Si r, est le k,-rang de G, alors A, comprend exacte-
ment 7, + 1 noeuds. L’omission du noeud correspondant au générateur sy € S
donne un diagramme de Dynkin dont le graphe de Coxeter sous-jacent est celui
du groupe de Weyl relatif W =, W. Cette proposition permettra surtout de
voir les types des sous-groupes parahoriques directement sur le diagramme :
chaque type correspond & un sous-ensemble I de noeuds de A,, ce que I'on
abrege par I C A,.

Voici quelques exemples de diagrammes de Dynkin locaux. Ils apparaissent
tous dans [Tit79, 4.2].

Exemple 8.7. Si G est déployé sur k, et de type As, alors A, est donné par :

hs hs

hs hs

Exemple 8.8. Si GG est déployé sur k, et de type D,. (avec r > 4), alors A, est

donné par :
hs >_ . _|< hs
hs hs

Exemple 8.9. Supposons que G soit de type D,. (avec r > 3) et qu’il soit quasi-
déployé sur k,, mais ne se déploie pas sur I'extension maximale non ramifiée k.
Si r =4 on suppose encore que G n’est pas une forme trialitaire (ceci impose a
G d’avoir un k,-rang égal & r — 1). Alors A, est donné par :

sE=—— ——=———s

Le graphe de Coxeter sous-jacent a A, est le graphe du groupe affine 1ié au type
sphérique C,._1 (cf. figure 8.1).
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§8.5 Indice de Tits local

On va plus loin dans 'analyse de la structure de G|k, en associant a chaque
groupe un « indice de Tits local ». La théorie de Bruhat-Tits fait appel a I’exten-
sion maximale non ramifiée I::U|kv (plutot que la cloture algébrique) pour passer
au cas « absolu ». On peut en effet analyser la structure de G sur k., selon les
mémes principes qu’exposés jusqu’ici pour k.

Remarque 8.10. Le groupe G est nécessairement quasi-déployé sur ko [Tit79,
1.10.4].

Considérons un k,-tore deploye maximal 7 de G qui contient le k,-tore T
En appliquant la théorie sur T plutot que sur 7' on obtient un appartement .Qf
dont ’ensemble des points fixés par Gal(k U|kv) s’identifie avec 'appartement 4&7
associé a T. Ceci associe un systeme de racines affines relatif a T caractérisé
par son diagramme de Dynkin local EU. Le groupe Gal(l%v|kv) opere alors sur
les noeuds de &v et, de maniere similaire au cas classique les orbites de cette
opération s’identifient avec les noeuds de A, U {0}.

Remarque 8.11. Contrairement au cas classique ot 'ensemble A? apparait
fréquemment, dans le cas local, a la seule exception pres du type nommé T hog_4

dans [Tit79, 4.3], chaque noeud de 81, est « projeté » sur un noeud de A,,.

L’indice (de Tits) local de G (relatif a k,) s’obtient en plagant le diagramme
A, sous ﬁm en mettant les éléments de ﬁv d’une méme orbite, ainsi que le noeud
de A, correspondant, dans le méme alignement. Dans [Tit79, §4] se retrouve
alors pour chaque type de k,-groupe son indice local associé. En voici quelques
exemples, qui seront utiles dans la suite de cette these.

Exemple 8.12. Si G|k, est déployé, son indice local correspond simplement
a deux copies de son diagramme local. Dans ce cas on se contente en pratique
de représenter l'indice local par une seule copie du diagramme local. C’est la
situation des exemples 8.7 et 8.8.

Exemple 8.13. Si comme dans I'exemple 8.9 le groupe G possede un k,-rang
égal au l;:v—rang, alors l'indice local est trivial (dans le méme sens que dans
lexemple 8.12). Une seule copie du diagramme local sera la aussi nécessaire.

Exemple 8.14. L’indice local d'un groupe G de type 1Az est de la forme :

S f— S

Les éléments de A, sur des sommets opposés sont donc dans la méme orbite.

Exemple 8.15. On suppose que G soit du type 2D,.,._1 (avec r > 4) et que G
soit déployé sur k,. Alors 'indice local de G vaut :

e
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§8.6 Sous-groupes spéciaux et hyperspéciaux

Considérons le diagramme local A, associé au groupe G sur k,.

Définition 8.16. Un noeud du diagramme de Dynkin A, est dit spécial si
lorsque on soustrait ce noeud a A, on obtient un diagramme dont le graphe de
Coxeter sous-jacent est le graphe du groupe de Weyl W =, W. Soit o un noeud
spécial de A,. Les sous-groupes parahoriques de G(k,) de type I = A, \ {a}
sont eux-mémes dits spéciau.

Nous avons vu en §8.1 que le graphe de Coxeter de W s’obtient en ajoutant un
noeud (qui correspond au générateur sp) au graphe de W. Comme le graphe de
W est sous-jacent a A, il existe donc au moins un noeud spécial sur A,,.

Un sous-groupe parahorique spécial est clairement maximal. Mais en général
il existe plusieurs noeuds « de A, qui ne sont pas spéciaux, et pour chacun de
ceux-ci correspond un sous-groupe parahorique maximal de type A, ~\ {a} qui
n’est pas spécial. Une propriété importante des sous-groupes spéciaux est liée a
la question du volume [BP89, A.5] :

Proposition 8.17. Supposons fizée sur G(k,) une mesure de Haar. Chaque
sous-groupe parahorique de G(k,) qui est de volume maximal est spécial.

Définition 8.18. Supposons G|IA€U déployé. Dans ce cas un noeud de A, sera
appelé hyperspécial si 'orbite qui lui correspond dans ﬁv sur I'indice local est
constituée d’un seul noeud spécial. De fagon similaire a ce qui est fait dans la
définition 8.16 on peut alors appliquer cette dénomination pour certains sous-
groupes parahoriques de G(k,).

Comme la terminologie le fait penser, tout sous-groupe hyperspécial est spé-
cial [Tit79, 1.10.2]. Lorsque A, posséde des noeuds hyperspéciaux, on a un
raffinement de la proposition 8.17 : les sous-groupes parahoriques de volumes
maximaux dans G(k,) sont hyperspéciaux [Tit79, 3.8.2]. Sous certaines condi-
tions on peut prouver 'existence de sous-groupes parahoriques hyperspéciaux
[Tit79, 1.10.2] :

Proposition 8.19. Si G|k, est quasi-déployé et G|I%U est déployé, alors A,
posséde au moins un noeud hyperspécial.

Remarque 8.20. Sur le diagramme local A, un noeud spécial (mais pas hy-
perspécial) est noté d’un label « s », tandis qu’un noeud hyperspécial est noté
avec le label « hs ».

§8.7 Structure des sous-groupes parahoriques

Nous examinons ici un aspect structural des sous-groupes parahoriques, qui
permettra le calcul de volume présenté au chapitre 9. Un sous-groupe para-
horique P C G(k,), & 'instar du sous-groupe Z., n’est pas formé par les points
rationnels d’un k,-sous-groupe de G. La théorie de Bruhat-Tits permet pourtant
d’attribuer une structure algébro-géométrique a P. Pour cela nous devons faire
appel a la notion de schéma en groupes affines (& laquelle le lecteur trouvera
une introduction dans [Wat79]). En effet, notre définition de groupe algébrique
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(définition 2.12) nécessite de travailler avec des objets (variétés) définis sur un
corps. Un schéma en groupes affines lisse peut étre vu comme une généralisation
de la notion de groupe algébrique linéaire qui permet (entre autres) de traiter
avec des objets définis sur un anneau (commutatif et avec élément identité).
Par exemple sur SL,|Q peut étre mis une structure de schéma en groupes défini
sur Z, dont les points rationnels sont alors SL, (Z). Plus généralement, si G est
un schéma en groupes affines lisse défini sur un anneau R, alors est défini son
groupe des points R-rationnels G(R). Une propriété essentielle dans théorie de
Bruhat-Tits est donnée dans la proposition suivante [Tit79, 3.4.1] :

Proposition 8.21. Chaque sous-groupe parahorique P de G(k,) s’écrit sous la
forme :

P = Gp(Oy),

ou Gp est un schéma en groupes affines lisse défini sur O, qui est défini canon-
iquement (da isomorphisme preés).

Cette proposition nous a placé dans la délicate situation consistant a parler
de schéma en groupes, sans avoir défini ou expliqué en détails cette notion. Fort
heureusement il y a un échappatoire : en utilisant 'application &, — F, de
réduction modulo v (cf. (5.8)) nous obtenons une application surjective :

Gr(0y) — Gp(Fy), (8.7)

ol Gp est un groupe algébrique défini sur le corps F,, et défini canoniquement
a partir de Gp. Sous notre hypothese que G est simplement connexe, on a que
G p est connexe.

Le F,-groupe Gp posséde une décomposition en produit semi-direct

—red

GP = gp 'UPa

ott U p est le radical unipotent de Gp [Bor91, 11.21] et a;fd est un F,-sous-groupe
connexe défini canoniquement & isomorphisme prés. Ce groupe U p n’aura pas
d’importance pour nous par la suite. Le groupe ?r;d est un groupe réductif,
c’est-a-dire qu’il peut s’écrire comme produit presque direct (i.e ?j_-? NTp est
fini) :

—red —SS =

gP = gP 'TP7 (88)

ol ES; est un groupe sur F, semi-simple, et Tp est soit le groupe trivial {1},
—red
soit un F,-tore. Le rang (absolu) de gj.f , défini comme la dimension des tores

. —red . N e oA
maximaux de Gp , s’obtient ainsi en additionnant dim(7") avec le rang absolu
—ss L, o . 412
de Gp. Nous résumons dans la proposition suivante les éléments de structure

—red .
concernant G, dont nous aurons besoin :
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Proposition 8.22. Soit P C G(k,) un sous-groupe parahorique de type I C A,.
Alors :

1. Le rang absolu de ?;fd est égal au I%U-mng de G.

2. Le Fy-rang de ?l}fd est égal au ky-rang de G.

3. L’indice de Tits du groupe G p|F, s’obtient d Uaide de Uindice local de la
maniere suivante : pour chaque élément de A, ~\ I, on retire 'orbite qui
lui correspondant sur A (ainsi que les arétes partant de cette orbite).
L’indice de Tits de QP est donné alors par ce qui reste de ce diagramme,
sur lequel on trace les orbites données par l'indice local.

Ces éléments de structure apparaissent avec une plus grande précision dans
—s8

[Tit79, 3.5]. Il est & noter que la remarque 8.11 assure le fait que G, est bien

quasi-déployé, comme l'impose le théoréme 7.55.

Exemple 8.23. Soit G comme dans 'exemple 8.7. Alors n’importe quel sous-
groupe parahorique maximal de G(k,) est de type A, ~\ {a}, ol « est néces-

sairement un noeud hyperspécial. Pour tous ces sous-groupes P maximaux, on
—red —Ss .. N .
aGp = Gp, et ce Fy-groupe semi-simple est de type 'A3. De méme si G est

comme dans I'exemple 8.8, il existe exactement quatre types de sous-groupes
L. —red —ss 1
hyperspéciaux, pour lesquels Gp = Gp est de type “D,..

Exemple 8.24. On suppose ici que G est comme dans ’exemple 8.9, et soit

a € A, 'un des deux sommets spéciaux. Soit P un sous-groupe parahorique de
d —g
type A, ~ {a}. On a gﬁf = QP, et ce groupe possede un rang absolu de r — 1.

Le F,-rang de [ » correspond a son rang absolu : Gr p est déployé. Il s’agit d’un
groupe de type 'B,._;.

Exemple 8.25. Soit G comme dans I'exemple 8.15, a € A, 'un des deux
noeuds hyperspéciaux, et soit P un sous-groupe parahorique de type A, \ {a}.
En retirant le noeud « et son noeud correspondant dans A, au diagramme local,

—red

on obtient I'indice de Tits de QP =Gp

Le groupe Gjﬁ est donc ici de type 2D,..

Exemple 8.26. Soit G comme dans l'exemple 8.14 et P C G(k,) un sous-
groupe parahorique maximal. [’indice de Tits du groupe ?b; s’obtient en retirant
un des deux sommets du diagranAnnes 5 A, s 211181 UE l€s deux sommets de
son orbite correspondante dans A, i.e. les deux sommets dans son alignement.
On trouve que ?b; possede un indice de Tits donné par :

@ _®

Ainsi ?s; est de type absolu A x Ay ; il est déployé sur I’extension quadratique

de F,,, sans étre déployé sur FF,,. Comme Gy P 4 est de ko -rang égal a 3 et que [ P
possede lui un ko -rang de 2, on voit que le F,-groupe T p est un tore anisotrope
de dimension 1.
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§8.8 Conjugaison des sous-groupes parahoriques

Il est clair, par la définition du type (définition 7.26), que lorsque l'on
conjugue un sous-groupe parahorique P par un élément g € G(k,) on ne change
pas son type. Par contre si ¢ € Auty, (G) désigne un k,-automorphisme de G
plus général, le sous-groupe parahorique ¢(P) ne doit pas forcément avoir le
méme type que P. En particulier, le groupe G(k,) des automorphismes internes
définis sur k, (cf. §2.9) permute les types de sous-groupes parahoriques. Cela
induit une opération de G(k,) sur le diagramme de Dynkin local A,. Plus
précisément, G(k,) opeére sur A, par symétries qui conservent les arétes ainsi
que les labels. On dénote par Aut(A,) ce groupe des symétries, et on a donc un
homomorphisme :

G(k,) — Aut(A,),

dont le noyau contient 7(G(ky,)).






Chapitre 9. La formule du volume de Prasad

L’outil central qui est utilisé pour obtenir les théorémes 1.3 et 1.4 est une for-
mule de volume pour les sous-groupes arithmétiques des groupes semi-simples,
développée par Prasad [Pra89]. Cette formule fait un usage intensif de certains
éléments de la théorie de Bruhat-Tits, aussi bien dans sa démonstration que
dans son application.

§9.1 Conventions sur le groupe G

Nous allons travailler dans ce chapitre (et dans les suivants) avec un groupe
algébrique G défini sur un corps de nombres k, avec G supposé absolument
simple et simplement connexe. La matiére exposée au chapitre 3 doit suffire a
expliquer ces restrictions.

Comme d’habitude V' = V,, U V; désigne I'ensemble des places (infinies et
finies) de k, et S C Vi est l'ensemble des places v € Vi, telles que G(k,) est
non compact. On suppose que S # (), c’est-a-dire que le groupe G, n’est pas
compact. Le groupe

Gs = []Gk) (9.1)

veES

et ses sous-groupes arithmétiques seront ’objet de notre attention. On rappelle
que G(k) s’y plonge diagonalement et que G, se projette sur Gs (avec noyau
compact). On note par C := Zg le centre (algébrique) de G. Le centre de G,
noté Z, peut s’écrire comme

z = J[Ctk). (9.2)

veES

§9.2 Sous-groupes arithmétiques principaux

La formule de Prasad ne permet pas de traiter n’importe quel sous-groupe
arithmétique dans Gs. Nous commencons ici par définir les sous-groupes en-
trant dans son champ d’application. On rappelle quune collection cohérente &2
de sous-groupes de G(k,) (avec v qui parcourt V;) détermine un sous-groupe
arithmétique dans G(k) (proposition 6.8).

Définition 9.1. Soit A un sous-groupe arithmétique de G(k). Supposons qu’il
existe une collection cohérente &2 = (P,),cy; telle que pour chaque v € V%
le sous-groupe P, est un sous-groupe parahorique de G(k,), et pour laquelle

93
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Ap» = A (avec Agp donné par (6.6)). Alors le sous-groupe arithmétique A est
dit principal.

On voit grace a la proposition 6.9 qu'un sous-groupe arithmétique principal
A C G détermine uniquement la collection cohérente qui le définit. Si (P,)
désigne cette collection cohérente, nous notons par 6, C A, le type du sous-
groupe parahorique P, tel que défini en §8.1. Ainsi pour chaque v € V; le type
0, dépend uniquement de A, et on définit la collection

0 = (0)ev; (9.3)

comme étant le type global du sous-groupe principal A.

Une collection quelconque de types 8 = (6,) n'est pas forcément le type
global d’un sous-groupe principal de G(k). Une condition nécessaire est donnée
dans le lemme qui suit, dont la démonstration apparait dans [Tit79, 3.9.1] :

Lemme 9.2. Soit A un sous-groupe arithmétique principal de G et soit & =
(Py)vev; sa collection cohérente associée. Alors P, est hyperspécial pour presque
tous les v € V.

Remarque 9.3. Si pour un nombre fini de places v € V; on remplace le sous-
groupe parahorique P, de la collection cohérente & par un autre sous-groupe
parahorique contenant le méme sous-groupe d’Iwahori que P,, on obtient une
collection également cohérente. Par cette procédure de modification on construit
une infinité de sous-groupes arithmétiques principaux de G(k) (tous commen-
surables).

Une condition nécessaire pour la validité du lemme 9.2 est 'existence de
sous-groupes parahoriques hyperspéciaux dans presque tous les G(k,). Nous
allons expliquer ici comment cette condition peut se vérifier. Au vu de la propo-
sition 8.19, il suffit voir que pour presque toutes les places v € V%, on a que G|k,
est quasi-déployé avec G|IA€U déployé. Une partie du chemin est alors accomplie
par le résultat suivant, démontré par exemple dans [PR94, theorem 6.7] :

Théoréme 9.4. G|k, est quasi-déployé pour presque tous les v € V.

Il faut encore voir que I’ensemble de places
X = {v eVr | G|I%v n’est pas déployé } (9.4)

est fini. Cela suit a aide du théoreme 4.22 de la description alternive de %2
donnée dans la proposition :

Proposition 9.5. Soit L le corps de déploiement de la forme interne quasi-
déployé G' de G. L’ensemble % peut alors se décrire comme 'ensemble des
places de Vi qui sont ramifiées dans Llk.

IDEE DE LA PREUVE. A laide des remarques 8.10 et 7.47, on voit que G|l§:v
n’est pas déployé si et seulement si il n’existe pas d’inclusion de L dans ky. Or
on peut observer grace a la discussion sur la ramification en fin de §5.3, que ceci
arrive exactement lorsque v n’est pas ramifié dans L|k. O
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§9.3 La mesure normalisée p

Nous introduisons ici une normalisation particuliere de la mesure de Haar
sur G. Soit v € V, une place fixée. Si v est réelle on peut identifier k, avec
R et ainsi considérer la forme réelle compacte G, de G|k,. Une mesure de Haar
sur G(ky) correspond (de maniére unique) a une forme multilinéaire alternée
de degré maximal sur gi,. Cette forme s’étend canoniquement a une forme sur
gk, ® C, et cela détermine une forme multilinéaire alternée de degré maximal
sur algebre de Lie de Gy (R) (comme G, (R) s’identifie avec un sous-groupe de
G(C)). Pour v € Voo \§ on a G(k,) = Gyu(R), et cette procédure est triviale.
Ainsi a chaque mesure de Haar sur G(k,) correspond une unique mesure de
Haar sur G, (R), et on notera ces deux mesures par le méme symbole. Pour v
réelle, on introduit alors la mesure de Haar p, sur G(k,), définie par

to(Gu(R)) = 1. (9.5)

Pour v complexe on fait la méme chose en prenant la forme réelle compacte du
groupe Ry, r(G). Il s’agit du produit direct de deux copies de I'unique groupe
réel compact de méme type que G. Pour chaque place complexe v cela détermine
alors également une mesure p,,, qui attribue la valeur 1 & ce groupe produit de
deux facteurs compacts.

On prend alors comme mesure sur G, le produit des mesures p,, :

foo = H - (9.6)
VEV

Cette normalisation est particulierement adaptée pour traiter le covolume dans
Gs. En effet, pour la mesure restreinte

ps = ] po (9.7)

vES

et pour un sous-groupe discret A C G(k) (qu’on voit comme sous-groupe de
G oo, resp. de Gg, par plongement diagonal) on a 1’égalité :

ps(Gs/A) = proo(Goo /).

Cela suit facilement du fait que pour les facteurs compacts G(k,) on a par
définition de p : p, (G(ky)) = 1.

Signalons encore que ps peut aussi se voir comme mesure de Haar sur Gs/Z.
Les algebres de Lie de Gs et Gs/Z s’identifient en effet canoniquement, et donc
la forme multilinéaire altérnée qui détermine ps donne également naissance a
une mesure de Haar sur Gs/Z. La aussi on utisera la méme notation us pour
la mesure sur le quotient. Si un sous-groupe arithmétique I' dans G contient
le centre Z, alors son quotient par Z est un réseau arithmétique de ¢ = Gs/Z
(cf. définition 3.17). Pour simplifier on notera simplement ¢ /T" pour 4 /(I'/ Z).
On a alors :

ps(Gs/T) = ps(@/T). (9.8)

Lorsque l'on travaille avec des groupes algébriques G admissibles pour un
méme groupe fixé 4, alors le groupe Gs ne varie pas avec GG, de méme que la
mesure ps sur Ggs (et sur ¢). Dans cette situation 'indice S devient inutile, et
I’on notera :

po= ps. (9.9)
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§9.4 Calcul dans le cas quasi-déployé

La formule du volume de Prasad s’obtient en ramenant le calcul au cas d’un
groupe quasi-déployé. Plus précisément, nous devons commencer par certains
calculs dans G, la forme interne quasi-déployée de G. Ce paragraphe sera ’oc-
casion d’introduire plusieurs notations intervenant dans la formule de Prasad.
Fixons sur G’ une forme de Tamagawa w. On rappelle (cf. §6.3) que pour chaque
place v € V cette forme détermine une mesure de Haar w, sur G'(k,).

9.6 La collection #’. Dans G’ on fixe une collection cohérente &’ = (P)) de
sous-groupes parahoriques de la fagon suivante : si G’ est déployé sur k, alors P/
est choisi hyperspécial, et pour le nombre fini de places ott G’ n’est pas déployé
sur l%v, on choisit P comme étant spécial. De plus dans ce dernier cas, si G
est de type A, avec rang r pair, on impose que le groupe fini semi-simple ?jj,
attaché & P! soit de type B. La remarque 9.3 garantit quun tel choix pour la
collection cohérente &2’ est possible. Notons que notre choix pour &’ revient a

dire que chaque P) est de volume maximal dans G'(k,).

9.7 Constantes 7, : cas archimédien. Pour chaque v € V,, on choisit ¢, €
R* de facon a ce que la forme différentielle ¢,w donne la mesure définie comme
dans §9.4 : l'intégration de c,w sur la forme compacte réelle de Ry, |z(G”)(R)
donne une mesure 1. Clairement v, := |¢,|, est déterminé de facon unique.

9.8 Constantes 7, : cas non archimédien. Soit Gp/ le schéma sur &), déter-
miné par le sous-groupe parahorique P, (cf. §8.7). Pour chaque v € V4, il existe
un ¢, € kS (pas unique) tel que
— la forme c,w induit sur Gp; une forme extérieure définie sur &, (de degré
maximal et invariante) ;
— de plus la réduction de ¢,w modulo v donne une forme extérieure (de degré
maximal et invariante) sur Em qui n’est pas nulle.
Pour chaque v € V4, la valeur

v o= e, (9.10)

ne dépend pas d’un choix particulier de ¢,. On peut voir que les facteurs -y, sont
presque tous triviaux (= 1) [Pra89, §1].

9.9 Le corps (. Soit L le corps de déployement de G’. On notera par £ une
extension finie de k fixée comme suit (en fonction de G) :

1. Si G n’est pas de type %Dy, alors £ := L.

2. Si G est de type ®Dy, alors £ est choisi comme un sous-corps ¢ C L con-
tenant k et de degré [¢ : k] = 3, fixé une fois pour toute. Un tel choix
détermine uniquement ¢ a k-isomorphisme pres.

9.10 La constante C(G’). On définit une constante C'(G’) qui ne dépend que
du type absolu de G’ par :

oGy = HL"! (9.11)
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ol r est le rang de G’ et m; sont des entiers appelés exposants, qui ne dépendent
que du type de G'. Une explication plus détaillée sur la nature des exposants est
donnée dans [Pra89, 1.5], ot une liste compléte pour chaque type apparait. On
donne dans le tableau 9.1 les exposants pour les types classiques. On remarque
que pour le type D, avec r impair, ’exposant r — 1 possede une multiplicité
double. On notera plus tard C(G) := C(G") lorsque l'on travaillera dans le cas
non quasi-déployé.

type de G’ mq,...,m,

A, 1,2,...,r
B,,C, 1,3,5,...,2r—1
D, 1,3,5,...,2r—5,2r—3,r—1

TAB. 9.1 — Exposants des types classiques

9.11 L’entier s. Si G’ n’est pas déployé nous avons besoin d’une derniére
constante, notée s = s(G’) et définie dans [Pra89, 0.4]. Pour les formes externes
des types classiques on donne dans le tableau suivant la valeur de s :

type de G’ 5

2A, (r pair) r(r+3)/2
2A, (r impair)  (r—1)/2
2D, 2r — 1
3D4.6 D, 7

TAB. 9.2 — Valeur de s

Nous possédons a présent tous les éléments pour énoncer le théoréme suivant
[Pra89, theorem 1.6] :

Théoréme 9.12. On a l’égalité :

[[w = 2077 c@)ka.

veV

Ce produit ne dépend pas d’un choix particulier de la forme de Tamagawa w. Le
facteur 7y i /2 apparailt essentiellement en lien avec les facteurs v, des places
finies, alors que le facteur C'(G’) est lié au v, des places archimédiennes. Dans
le cas ou G’ est déployé la partie concernant les places finies devient triviale :
Dy = 1. Ceci justifie le fait que nous avons renoncé a définir s dans ce cas.

Pour v € V4 les facteurs -, sont essentiels pour I'obtention d’une formule de
volume : la forme extérieure c,w qui apparait en 9.8 est telle que le calcul du
volume (par rapport & cette forme) est possible par réduction modulo v. On a
en effet [Pra89, 2.9] :

/ ]/U IB"U
(P = T, (9.12)
Qv N
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ou l'on utilise & présent la notation .#, pour désigner le F,-groupe réductif
—red ., . N , . , .
g ;, défini pour chaque P (cf. §8.7), et ou l'on désigne désormais par ¢, la
cardinalité de F,, :

G = #IF,.

Remarque 9.13. La notation .#, est reprise de [Pra89], ou la forme interne
quasi-déployée de G est notée par ¢ et le sous-groupe parahorique P/ par 2,,.
Malgré notre choix de notation G’ pour la forme interne, nous suivons donc
Prasad pour le F,-groupe .#,, associé a P..

§9.5 La formule du volume

Le calcul du covolume p(G/A) d’un sous-groupe arithmétique principal A
va se ramener a la situation de la forme interne quasi-déployée G'. Pour cela on
fixe un k-isomorphisme

e : GG

pour lequel ¢! 0 % € G pour chaque o € Gal(k|k). Cet isomorphisme déter-
mine, en prenant le pullback, une forme de Tamagawa sur G :

W = Yt
ol w est la forme de Tamagawa fixée sur G’. Pour chaque v € V on a ainsi une
mesure w sur G(k,) qui est étroitement liée & la mesure w, sur G’(k,).
Pour les places v € V, on a que v,w} est (tout comme ~,w,) la mesure qui
donne mesure 1 & la forme compacte réelle de Ry, |z (G)(R). En d’autres termes
on a légalité (pour v € V) :

Yowy = fhy- (9.13)

Soit & = (P,) la collection cohérente associée au sous-groupe principal A.
Des calculs de volume locaux dans [Pra89, §2] montrent que pour les places
finies v € V4, la mesure y,w;; appliquée sur P, donne :

Yowy (Py) = #M, (F,) (9.14)
vTuAT Y q(dimﬁv+dim]v)/27 '

ol M, est la notation qu’on utilisera dans ce contexte pour le F,-groupe ?r;f.
Comme pour ., la description de la structure M, suit de la proposition 8.22.
Pour tous les cas que nous aurons a traiter dans cette these, le contenu de §7.9
sera alors suffisant pour obtenir 1'ordre de M, (IF, ). Pour connaitre la dimension
de M, (resp. de .#,) on s’appuiera sur les dimensions des groupes semi-simples,
qu’il vaut la peine de rappeler dans le tableau 9.3 (pour les types classiques).
La notation M, est comme pour .#, (cf. remarque 9.13) reprise de [Pra89).
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type de H  dim(H)

A, r(r+2)
B,,C, r(2r+1)
D, r(2r—1)

TAB. 9.3 — Dimension de H semi-simple

Remarque 9.14. Si G est k,-isomorphe a G’ et que P, est du méme type que
P/, alors on peut identifier P, C G(k,) avec P, C G'(k,) et la mesure (9.14)
correspond exactement au calcul donné en (9.12). Selon le théoreme 9.4 et le
lemme 9.2 c’est le cas pour toutes les places v € V; a 'exception d’un nombre fini
d’entre elles, et on notera par T C V; I’ensemble de ces places ou I'identification
entre P, et P/ n’est pas permise. T contient au minimum ’ensemble des places
finies v pour lesquelles G n’est pas k,-isomorphe & G’.

Remarque 9.15. Selon [Prag89, 2.10], le quotient (9.14) est strictement inférieur
al.

A T'aide des notations qui ont été introduites tout au long du chapitre, on
peut donner la formule qui permet le calcul du covolume des sous-groupes prin-
cipaux :

Théoréme 9.16 (Formule du volume de Prasad). Le covolume dans Gs du
sous-groupe arithmétique principal A = A5 est donné par :

im 2 .

wGs/A) = ™ (2) (@) L g(2),
ou le dernier facteur est un produit d’Euler donné par :
q(dimﬁu+dim],u)/2

E(P) = _
P s

PREUVE. On veut calculer p(Gs/A), ce qui par le contenu de §9.3 revient &
calculer fioo(Goo/A). On remarque par (9.13) qu’on peut exprimer fi, comme

Hoo = H Yo Wee
UEVoo

Par le lemme 6.10 appliqué sur la forme de Tamagawa w™, on obtient ainsi :

dim G * —
Hoo(Goc/D) = [ v - 2™ T wip)™
V€V veVr
_ 9;:1mG/2 . H'Yu . H ’YJIWZ(PU)71~
veV veVE

La formule du théoréme suit alors du théoréme 9.12 et du calcul de mesure
donné par (9.14). O
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Remarque 9.17. On voit qu’avec 1'utilisation dans la preuve du lemme 6.10,
lequel repose sur I’approximation forte, I’hypothese que G est simplement con-
nexe est essentielle. Il y a bien une généralisation de Gross [Gro97] de la formule
pour les groupes semi-simples qui ne sont pas simplement connexes, mais la
preuve y est ramenée au travail de Prasad. De plus le travail de Gross semble
plus difficile a appliquer, notamment a cause de la théorie de Bruhat-Tits, ou le
cas non simplement connexe est moins évident.

Comme il est remarqué dans [Pra89, 3.11], la formule du théoréme 9.16
prend une forme encore plus concise en exprimant le produit &(&) comme un
certain produit de valeurs spéciales de fonctions L et fonctions zéta. Nous allons
expliquer cela dans les exemples 9.18 et 9.19 ci-dessous. Reprenons ’ensemble
fini de places T de la remarque 9.14, et définissons pour chaque v € T un facteur,
appelé facteur lambda, comme suit :

ql(}dimﬁv+dim]v)/2 . #]v(Fv)

s ALE g .
Ceci permet d’écrire le produit d’'Euler &(4?) sous la forme :
s = [[»- Hﬂ (9.16)
#M o(Fo)’ '

veT veEVE

C’est ce dernier produit infini qui pourra se ramener a des fonctions L et fonc-
tions zéta.

Exemple 9.18. Soit G de type 'D, pour r > 3 (avec D3 = A3). Pour chaque
place v € Vi N T, le groupe G|k, est quasi-déployé (car isomorphe sur k, a
G') et donc déployé. 11 suit alors de 'exemple 8.23 que pour v € T le groupe
M, =M, est semi-simple de type ID,.. Le tableau 7.1 nous donne alors la valeur
de #.# ,(F,). En utilisant le fait que pour le type 'D, on a dim(.#,) = 212 —r,
on obtient

_ ) @
for = 1 H@wﬂﬁﬂﬁ—w

veT veEVE Jj=1\41v

Or, comme pour v = p le nombre ¢, n’est rien d’autre que Ny g(p), selon §4.7
ce dernier produit peut s’écrire sous la forme :

1
(11 )

Exemple 9.19. Supposons & présent que G soit de type 2D,., avec r > 4. Pour
les places v € V; \. T il y a trois possibilités :

— Si G|k, est déployé sur k, et est de type 'D,., alors .Z, est de type D,
(cf. exemple 8.23). C’est le cas lorsque ¢ est un sous-corps de k,, ce qui
correspond au cas ot v est décomposé dans /|k.

— Si Gk, est déployé sur ky et est de type 2D,., alors .4, est de type 2D,
comme le montre 'exemple 8.25. C’est le cas lorsque £ ¢ k, et £ C I%v, ie.
lorsque v est inerte dans £|k.

e . - 1 r—1
Ck(r)jl;[l(k@]) = HW -

veVE J
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— Si G|k, n’est pas déployé sur k, : alors Pexemple 8.24 montre que .#,, est
de type B,_1. Cest le cas pour ¢ ¢ k,, i.e. pour v ramifié dans /¢|k.

En analysant I'ordre de .#,(F,) et dim(.#,) (cf. tableaux 7.1 et 9.3) pour ces
trois cas, on peut observer que le produit d’'Euler &(4?) prend la forme suivante :

r—1
&) = [[» Lawtr) T G20
j=1

veT

On montre que pour le cas 2A3 = *D3 la méme formule pour &(Z2) reste
correcte.

Remarque 9.20. Le fait que le covolume d’un sous-groupe arithmétique I' <
G's fasse intervenir un produit de valeurs spéciales de fonctions L et zéta était
déja connu avant le formule de Prasad. En effet la théorie de Tamagawa suffit
en quelque sorte pour calculer le covolume de I" & un facteur rationnel pres. De
tels calculs apparaissent déja dans [Ono66]. Si l'on se place au point de vue de
la théorie des nombres, connaitre un volume a un facteur rationnel pres est un
résultat tres satisfaisant. Mais sans avoir a disposition de bornes pour le facteur
rationnel, le géometre ne peut pleinement se contenter d’un pareil résultat.

Remarque 9.21. Il a déja été question dans notre introduction du fait que la
formule de Prasad généralise les calculs de volume de Borel [Bor81] pour Gg
formé de produit des groupes d’isométries de H? et H?3. Ces calculs arithmétiques
de volumes pour H? et H® sont présentés dans [MRO03, Ch. 11].






Chapitre 10. Sous-groupes arithmétiques
maximaux

Tout au long du chapitre, G désigne un k-groupe algébrique qui est comme
dans §9.1. Un sous-groupe arithmétique I' < Gs est mazimal dans Gg s’il n’est
strictement inclus dans aucun sous-groupe discret (qui serait nécessairement
arithmétique) de Gs. Ce court chapitre examine le probléme de la maximalité,
ingrédient important pour la preuve des théorémes 1.3 et 1.4 (cf. discussion
en §1.4). Une réponse compléte au probléme est donnée dans les travaux de
Rohlfs [Roh79] [MR&6]. Nous n’aurons besoin que d’une partie de la solution.

§10.1 Maximalité dans G(k)

Un sous-groupe arithmétique I' < G(k) est dit mazimal dans G(k) s'il n’est
strictement inclus dans aucun sous-groupe discret de G(k). C’est une propriété
plus faible que la maximalité dans Gs : un sous-groupe arithmétique de Gg
n’est pas nécessairement inclus dans G(k), comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 10.1. Soit G := SLy défini sur k := Q(1/—3). Dans cette situation
on a Gg = SLy(C). L’élément

= (%)

appartient & Gg, mais n’est pas dans SLy(k). Or si 'on ajoute le générateur g
au sous-groupe arithmétique SLo (&) on obtient un sous-groupe discret de Gg,
qu’on va noter I'. Ceci peut se voir en utilisant le groupe adjoint G. Pour un
plongement matriciel bien choisi, on a 7(T') = G(0}) (cf. 2.40), qui est donc
arithmétique. I" est alors lui-méme arithmétique dans G g, sans étre inclus dans

G(k).

La question de la maximalité dans G(k) est assez facilement réglée par le
résultat suivant :

Proposition 10.2. Un sous-groupe arithmétique de G(k) est mazimal dans
G(k) si et seulement s’il s’agit d’un sous-groupe arithmétique principal A o, ot la
collection cohérente & = (P,)yvev;, est telle que chaque sous-groupe P, C G(k,)
est un sous-groupe parahorique maximal.

IDEE DE LA PREUVE. Soit I' un sous-groupe arithmétique maximal de G(k).
Pour chaque v € V; on note par ', Padhérence de ' dans G/(k,,). On montre alors
que la collection (T',), est cohérente (voir par exemple [RC97, Prop. 1.4 et 1.6]).
Supposons qu’il existe une place v telle que I', n’est pas parahorique maximal.
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Soit alors P, C G(k,) un sous-groupe parahorique maximal qui contient I',,. En
remplacant ', par P, pour cette place dans la collection cohérente, on obtient
un sous-groupe arithmétique de G(k) qui contient I', et méme strictement selon
la proposition 6.9. Ceci contredit la maximalité de T'. ]

Les sous-groupes parahoriques maximaux de G(k,) sont décrits a 1’aide du
systeme de Tits affine présenté en §8.1 : ce sont les sous-groupes parahoriques
correspondants aux types obtenu en retirant un seul noeud au diagramme de
Dynkin local A,. La formule de Prasad permet le calcul du covolume des sous-
groupes arithmétiques maximaux de G(k).

§10.2 Maximalité dans Gg

L’étude de la maximalité dans G's est plus subtile que celle dans G(ﬁ) Elle
nécessite l'utilisation d’'une propriété particuliere du groupe adjoint G de G
[BP89, 1.2] :

Lemme 10.3. Chaque sous-groupe arithmétique de Gs = [loes G (ky) est con-
tenu dans G (k).

Une illustration de ce lemme apparait d’ailleurs déja dans l’exemple 10.1.
Relevons que dans le cas ot le groupe simplement connexe G est adjoint (i.e.
pour les types Eg, Fy et Go) ce lemme montre que la proposition 10.2 résout
la question de la maximalité dans Gs. Dans le cas général on a la condition
nécessaire suivante pour qu’un sous-groupe arithmétique soit maximal dans Gg :

Théoréme 10.4. Soit I un sous-groupe arithmétique mazximal de Gs. Alors il
s’écrit sous la forme d’un normalisateur :

I' = Ngg(A),
ot A est un sous-groupe arithmétique principal de G(k).

IDEE DE LA PREUVE. On renvoie & [Roh79, 3.4] ou [BP89, 1.4] pour les détails.
Soit 7 Iisogénie entre G et G, et soit I' maximal dans G's. Notons par I,
l’adhérence de w(I") dans G(k,) (comme w(I") C G(k)). Pour chaque v € V% il
existe un sous-groupe compact et ouvert maximal P, C G(k,) qui contient T',,.
La théorie de Bruhat-Tits montre que P, est le stabilisateur d’un sous-groupe
parahorique de G(k,) (G opére sur G comme automorphismes internes). On
note par P, ce sous-groupe parahorique de G(k,) que P, stabilise. La collection
P = (P,) est alors cohérente. Pour v € T, on a par construction 7(y) € P,
pour chaque v € V4, i.e. y"!P,y = P,. Ainsi I' C Ngs(A»); c’est un résultat
général sur les réseaux des groupes semi-simples (sans facteurs compacts) qu’un
tel normalisateur reste discret [Rag72, 5.17]. Par maximalité de I' on a donc

I = Neo(Am). 0

Remarque 10.5. Par définition (définitions 3.3 et 3.16) les sous-groupes A et
I" de ce théoréme sont commensurables. Plus généralement, si I' (pas supposé
maximal) est le normalisateur d’un sous-groupe arithmétique A de Gs, on voit
grace a (3.1) (avec le fait que T reste discret selon [Rag72, 5.17], et posséde donc
un covolume positif) que l'indice [T": A] est fini.
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La question de savoir quels sont les sous-groupes principaux A dont les nor-
malisateurs sont maximaux a été résolue par J. Rohlfs, d’abord dans le cas
déployé [Roh79]. Sa solution s’étend cependant sans difficulté au cas général
[MRS86, §2]. Signalons encore que l'article [RC97] donne une reformulation du
travail de Rohlfs. Pour notre part nous nous contenterons d’une condition par-
ticuliere suffisante pour la maximalité ; elle découle des travaux de Rohlfs :

Théoréme 10.6. Si le sous-groupe principal A est maximal dans G(k), alors
son normalisateur T' = N4 (A) est mazimal dans Gs.






Chapitre 11. Cohomologie galoisienne

Nous donnons ici quelques éléments concernant un outil classique qui ap-
parait lors de I’étude des groupes algébriques définis sur un corps non algé-
briquement clos : la cohomologie galoisienne [Ser02]. Dans ce chapitre nous
nous placons d’abord dans la situation général d’un corps K respectant les con-
ventions définies en §2.1. Nous avons en vue des applications ou le corps K
sera un corps de nombres ou un corps p-adique. Notre discussion a pour but de
préparer le chapitre 12, et nous laisserons de c6té une application essentielle de
la cohomologie galoisienne, a savoir la classification des k-formes des groupes
algébriques.

§11.1 Ensembles de cohomologie

Soit G un groupe algébrique défini sur K. L’opération de Gal(K|K) sur G =
G(K) nous permet de définir une « cohomologie » de Gal(K|K), pour laquelle
G jouera le role des coefficients. Pour ces donnés, 1’ensemble de cohomologie de
Gal(K|K) dans G de dimension 0 est simplement défini comme étant 1’ensemble
G(K) des points K-rationnels de G, qu'on peut également caractériser comme
I'ensemble des points fixes par I'action de Gal(K|K) :

G(K) = GOEIR) (11.1)

La notation H°(K, G), simplification de 'écriture H°(Gal(K|K),G), peut su-
tiliser pour G(K) (mais on préférera cette derniére notation a la fois plus succinte
et plus explicite).

La définition de ’ensemble de cohomologie de dimension 1 demande plus de
travail. On commence par définir un ensemble de cocycles. Une fonction de la
forme

a : Ga(K|K) — G (11.2)

o = Qg
pour laquelle il existe une extension finie LE( telle que a, = 1 pour tous les
o € Gal(K|L) est appelée cocycle de Gal(K|K) dans G si pour tous 0,7 €
Gal(K|K) on a :

Uor = ag - %ar, (11.3)

ou %a, désigne I'image de a, obtenue en laissant agir ¢ sur chaque composante
de a, (cf. 2.7). On note par Z'(K,G) I'ensemble des cocycles ainsi définis. On
introduit sur Z(K, G) la relation d’équivalence suivante : deux éléments a et a’
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de Z' (K, G) sont cohomologues s'il existe b € G tel que pour tout o € Gal(K|K)
on ait :

al, = b ta, 7b. (11.4)

Définition 11.1. La relation de cohomologie ainsi définie sur Z*(K, G) déter-
mine un ensemble de classe d’équivalence, appelé ensemble de cohomologie de
Gal(K|K) dans G de dimension 1. On note cet ensemble par H!(Gal(K|K), G),
ou plus simplement par H'(K,G). Le cocycle trivial o — 1 (V 0 € Gal(K|K))
représente 1'élément dit trivial de H'(K,G) et est noté par le symbole 1.

Remarque 11.2. Il est possible de représenter I'ensemble H' (K, G) comme
une certaine limite inductive, grace a une topologie naturelle sur Gal(K|K) qui
en fait en groupe profini.

Si G = A est un groupe abélien, A est un module sur Gal(K|K) et les
ensembles H(K,G) et H'(K,G) correspondent aux groupes de cohomologies
H4(Gal(K|K), A) pour ¢ = 0,1 pour le groupe profini Gal(K|K) [Ser02, Ch. I
§1]. En particulier dans ce cas les ensembles de cohomologie sont naturellement
équipés d’une structure de groupe commutatif. On note alors souvent dans cette
situation par 0 'élément trivial de H! (K, G). Mais dans le cas général ot G n’est
pas supposé abélien, I'ensemble H'(K,G) n’a pas de structure de groupe. De
plus dans ce cas les ensembles de cohomologies de dimensions ¢ > 1 ne sont
habituellement pas définis.

Le calcul de la cohomologie de G, est donné par le fameux théoréme :

Théoréme 11.3 (Théoreme 90 de Hilbert).

HY(K,G,) = 0.

§11.2 Propriétés fonctorielles de H'

Soient A et B deux K-groupes avec un K-homomorphisme A — B entre eux.
Cet homomorphisme donne de maniére évidente une application Z!(K, A) —
ZY(K, B) qui préserve la relation de cohomologie (11.4) et induit donc une
application

HY(K,A) — HY(K,B), (11.5)
qui préserve ’élément trivial.

Exemple 11.4. Si A est un K-sous-groupe de B, l'inclusion A C B induit une
application H'(K, A) — H'(K, B). Cette application ne doit pas forcément &tre
injective.

Plutdt que faire varier le groupe G dans I'expression H! (K, G), on peut faire
varier le corps K. Si L|K est une extension de corps (pour laquelle on fixe une
inclusion K C L), chaque élément o € Gal(L|L) détermine par restriction sur
K un élément de Gal(K|K) que I'on note par le méme symbole o. A un cocycle
a € Z*(K,G) correspond donc naturellement un cocycle dans Z!(L, @), ot G
est considéré ici par extension des scalaires comme un L-groupe. La aussi I'image
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de a dans Z!'(L,G) est notée par le méme symbole. La relation de cohomologie
est conservée, ce qui nous donne une application

HYK,G) — HYL,G), (11.6)

et celle-ci préserve 1’élément trivial.

En présence d’une extension finie L|K et d’'un L-groupe G, on peut consi-
dérer le K-groupe Ry k (G) obtenu par restriction des scalaires. La proprosi-
tion 2.29 montre alors I’existence d'une bijection canonique entre H(L, Q) et
HY(K, Ry (G)). Ceci reste vrai pour I'ensemble de cohomologie de dimen-
sion 1 : on a une identification canonique

H'(K.Ryx(G) = H'(L.G) (11.7)

§11.3 Suites exactes en cohomologie galoisienne

Comme toute théorie cohomologique, la cohomologie galoisienne associe a
une suite exacte courte une suite exacte « longue ». Considérons une suite de
K-homomorphismes

1-A—-B—-C—1, (11.8)
pour des K-groupes A, B et C' donnés. On définit une application
§ : C(K)— HY(K,A)

de la fagon suivante : pour y € C(K), on choisit un z € B dont 'image vaut y.
L’exactitude de la suite (11.8) garantit 'existence d’un tel x, mais on rappelle
(cf. exemple 2.40) que x ne doit pas étre dans B(K'). On définit alors 6(y) comme
la classe du cocycle

laquelle ne dépend pas du choix de x. La suite
1 — A(K) — B(K) — C(K) > H'(K,A) — H'(K,B) — H'(K,C) (11.9)

est alors une suite exacte, c’est-a-dire que I'image d’une application est égale a
la fibre de I’élément trivial de I'application qui suit. Les précautions que nous
prenons pour définir la notion d’exactitude dans cette situation sont nécessaires :
les ensembles H!(K, ) ne sont en général pas des groupes. Cependant, si A est
abélien, ¢ est bien un homomorphisme de groupes.

Remarque 11.5. La suite exacte (11.9) montre que 'ensemble de cohomologie
de dimension 1 sert a mesurer 'ampleur du phénomene expliqué dans I’exem-
ple 2.40. En effet, dans (11.9) 'ensemble H!(K, A) est trivial si et seulement si
I’homomorphisme B(K) — C(K) est surjectif.

Exemple 11.6. Soit n un entier et supposons le corps K de caractéristique
nulle. L’homomophisme G, — Gy, défini sur K donné par 7 : z — x" donne
la suite exacte :

1= pin = G = G — 1,
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ou iy < Gy, désigne le K-sous-groupe fini qui annule le polynéme z" — 1. On a
donc exactitude de la suite

KX 5 KX HY(K, ) — HY(K, Gu),

ce qui par le théoreme 11.3 montre qu’il y a identification naturelle entre groupes
(n est abélien) :

HY(K ) = K7 (K"
Exemple 11.7. Par (11.7) et 'exemple précédent, on a :

HY(E Rpjg () = L*/(L*)"

On aura encore besoin d’un calcul de cohomologie pour un exemple un peu plus
sophistiqué :

Exemple 11.8. On considere le groupe
R{(m) = Ryjg(pn) N R (G),

ol R(Ll&((Gm) a été défini dans l'exemple 7.36 comme noyau de 'application
norme Ny x. On a ainsi la suite exacte :

N
l— R%?K(Mﬂ) - RL\K(,UH) ﬂ)K MUy — 1.

Ce qui selon (11.9) et les exemples ci-dessus donne la suite exacte :

1= pin(K) /Ny g (i (L)) = H (K, R ()

s ker (LX/(LX)“ Moy KX/(KX)“) ~ 1 (11.10)

§11.4 Principe de Hasse

Pour comprendre les énoncés du chapitre 12, il nous faut encore exposer
deux résultats importants de la cohomologie galoisienne. Le premier concerne
la cohomologie des corps p-adiques [PR94, theorem 6.4] :

Théoréme 11.9 (Kneser). Soit k, un corps p-adique et soit G un k,-groupe
semi-simple simplement connexe. Alors

H'(k,,G) = 1.

Ainsi pour un corps de nombres k, la cohomologie d'un k-groupe G simplement
connexe devient triviale lorsque considérée sur les places finies. Les places infinies
suffisent alors & comprendre 1'ensemble H!(k,G), comme le montre le théoréme
suivant [PR94, theorem 6.6] :
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Théoréme 11.10 (Principe de Hasse, cas simplement connexe). Soit G un
k-groupe semi-simple simplement conneze, avec k un corps de nombres. L’ap-
plication diagonale

H'(k,G) — ] B (*. G)

vEVL
est alors bijective.

L’injectivité reste vérifiée pour G = SOy (qui n’est pas simplement connexe) si
I’on consideére toutes les places V' au lieu de V. C’est 1a une forme équivalente
du théoréme de Hasse-Minkowski [O’M63, 66 :4] pour les formes quadratiques;
on dit aussi que le principe de Hasse est valide pour les formes quadratiques. Ceci
explique le nom donné au théoreme 11.10. Il existe des contre-exemples pour des
groupes GG qui ne sont pas simplement connexes [Ser02, Ch. III : 4.7]. Le lecteur
intéressé peut consulter [PR94, §6.1 : page 286] pour un survol historique de la
preuve du théoreme 11.10, qui implique plusieurs auteurs.

§11.5 Complétions de corps et restriction des scalaires

Le théoreme 11.10 motive la question de décrire la cohomologie de k, a
coefficients dans un k-groupe, avec v une place du corps de nombres k. On
explique ici comment comprendre cette cohomologie lorsque le k-groupe est
défini a l'aide de la restriction des scalaires.

Nous avons vu en §6.1 que les points réels Ry o(G)(R) pour un k-groupe
G se décrivent comme le produit [[, .y, G(k,). Plus généralement, si £ est une
extension finie de k et v € V(k), alors on a

Ryu(G) (ko) = [[G(tw). (11.11)

wlv

Ce dernier produit peut s’écrire comme les £,-points de G :

Gt = [[Gw).

wlv

ou £, est défini par (5.2). Nous n’avons en fait uniquement défini pour des corps
la notion de point rationnel d’un groupe algébrique. Or 'anneau ¢, n’en est
pas nécessairement un. Cette derniere égalité peut cependant étre vue comme
une définition. L’isomorphisme canonique (11.11) suit de l'isomorphisme ¢, =
LRy ky.

Ce qui précede (et qui décrit la situation pour la cohomologie de dimen-
sion 0) peut s’utiliser pour comprendre le cas de la cohomologie de dimen-
sion 1. Ainsi si 'on reprend l'exemple 11.7, on observe que le groupe de coho-
mologie H' (k,, Ry, (1)) s’identifie naturellement avec £ /(£;)". L’application
H'(k,Ryi,(pin)) — H'(kv, Ryji(pn)) correspond & 'application

) = L5/ (E)"

qui est induite par le plongement diagonal ¢ — levfw. Traitons finalement
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le cas de l'exemple 11.8, i.e. avec G = Rf,‘lk) (4n)- Le groupe de cohomologie

H'(k,,G) s’obtient en remplagant K par k, et L par /£, dans la suite ex-
acte (11.10), la norme Ny, |z, : £, — k, étant donnée par le produit (dans k,) :

Nej, = H No, ik, -

wlv

L’homomorphisme H!(k,G) — H!(k,,G) est alors décrit par le diagramme
commutatif suivant (chaque ligne étant exacte, avec ’homomorphisme de gauche
injectif, celui de droite surjectif) :

pin(E)/Noj(pn(€)) —— H(k,G) —— ker <£X/(€X)" Ney kx/(kx)“)

|

b () Newi, (i () ——> H (ky, G) ——> ker (es/w;)“ Nealpo ki/(’fi)“)

FiG. 11.1 — Diagramme commutatif décrivant H* (k, Réllk) (ﬂn))



Chapitre 12. Calcul d’indice dans le
normalisateur

A la lumiére du chapitre 10 nous savons que le calcul du volume d’un sous-
groupe arithmétique maximal ne peut passer uniquement pas la formule de
Prasad, limitée aux sous-groupes principaux. Il nous faut encore pouvoir cal-
culer I'indice d’un sous-groupe arithmétique principal dans son normalisateur
(indice qui est fini, selon la remarque 10.5). Ce probléme est assez difficile en
général, et il faut se contenter dans bien des cas d’une borne supérieure pour cet
indice (et donc d’une borne inférieure pour le covolume). La méthode générale
qui permet ces estimations a été établie dans 'article [BP89]. Elle s’appuie sur
une formulation cohomologique. Notre exposition reprend les aspects impor-
tants de cette méthode, souvent dans une forme adaptée a notre situation plus
particuliére. Pour les preuves de plusieurs résultats nous renvoyons a [BP89, §2,
§3 et §5].

§12.1 Opération de H!(k,,C) sur A,

On travaille dans ce chapitre avec un k-groupe G qui suit les conventions et
notations de §9.1. Suivant la matiere exposée en §2.9 on identifie le groupe des
automorphismes internes de G avec le quotient G = G/C. On a donc la suite
exacte :

1 - C - G 5 G — 1. (12.1)

Pour une extension K |k quelconque on obtient par (11.9) la suite exacte :

G(K) & GK) % HY(K,C) — H'K,G). (12.2)

Si K = k, est un complété p-adique de k, le théoreme 11.9 réduit la suite
(12.2) & Iisomorphisme :

G(k,)/m (G(ky)) = H(ky,C). (12.3)

Ceci montre, en reprenant les idées exposées dans §8.8, que pour chaque v € V;
le groupe H'(k,,C) opére sur le diagramme de Dynkin local A, en permutant
les types des sous-groupes parahoriques. On note cette opération comme un
homomorphisme :

&  HY(k,,C) — Aut(A,), (12.4)

dont I'image est notée a ’aide du symbole Z,,.

113
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§12.2 Suite exacte de Rohlfs

On désigne par I' un sous-groupe arithmétique maximal de Gg. Par le
théoreme 10.4, T’ s’écrit comme normalisateur Ngg(A) d’un sous-groupe arith-
métique principal A C G(k). Le calcul de I'indice [I": A] repose en premier lieu
sur le lemme 12.1 ci-dessous, dont 1’énoncé requiert un peu de préparation.

On sait par le lemme 10.3 que la projection par 7m de I' est contenue dans
G(k). Comme A C G(k) on obtient donc une séquence d’homomorphismes (le
second venant de (12.2) avec K = k) :

I/A = Gh)/(G(k) > H'(k.O),
dont la composition est denotée par le symbole 0.

Pour x € H'(k,C), on note pour chaque v € V; par =, l'image de z
dans H'(k,,C) (c’est I'application donnée dans (11.6), qui est un homorphisme
comme C est abélien). On considére alors ’homomorphisme £ donné par

§x) = (Gl@o))ey, (12.5)

pour * € H'(k,C). On peut en fait facilement voir [MR86, §2] que l'image
&u(xy) est triviale pour presque tous les v € Vi, ce qui montre que I'image de &
est contenue dans la somme directe des =, :

¢ H'(kC) - PE.. (12.6)

veVr

Soit 6 = (6,) le type global du sous-groupe arithmétique principal A (cf. para-
graphe §9.2). On note par H!(k,C)g le sous-groupe composé des éléments z €
H'(k,C) dont I'image par ¢ laissent 6 invariant (i.e. £,(x,)-0, =0, Yov € V).
Contrairement & H*(k, C), le sous-groupe H'(k,C)g est fini. On impose égale-
ment des restrictions sur les places archimédiennes, en définissant le groupe :

A = ker (Hl(k,C)—> 11 Hl(k;v,C)>, (12.7)

vEV

I’homomorphisme dont on prend le noyau étant donné de facon diagonale. En
intersectant avec H'(k,C)g on obtient un sous-groupe fini Ay.

On remarque finalement que comme I' est maximal, il contient le centre
Z de Gs; et comme A est principal, il contient C(k) (c’est le cas de chaque
sous-groupe parahorique).

Lemme 12.1. On a la suite exacte suivante :

1 — Z/Ck) — T/A 2 4y — 1.

PREUVE. Pour le normalisateur dans G(k) (plutot que dans Gs) cette suite
exacte apparait d’abord dans [Roh79] (cas déployé) et [MR&6]. Ceci explique
le titre de ce paragraphe. Notre énoncé est un cas particulier de la proposition
donnée dans [BP89, 2.9], a la différence prés que A doit étre remplacé par le

groupe 6(G(k)) donné par
§(G(k) = {xe€d(G(k) | Ty € (6, 07)(G(ky)), Vv ES}.
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(Ici 6, désigne lapplication ¢ de la suite (12.2) qu’on obtient pour K = k,,.) Il
s’agit donc de montrer que dans notre situation (ot 'on dispose notamment de
I'hypothese selon laquelle G est simplement connexe), on a bien A = §(G(k))’.

Un élément z € H*(k,C) est dans §(G(k))’ si et seulement si les deux con-

ditions suivantes sont respectées :

1.z € 5(G(k))
2. 2, € (6, om)(G(ky)) Yv € S.

Par exactitude de la suite (12.2), la deuxiéme condition est clairement équiva-
lente & dire que x,, est trivial dans H'(k,,C) pour chaque v € S. On utilise le
théoréme 11.10 pour réécrire la premiere condition. Avec ce théoréme on voit
que cette condition revient & dire que x,, est trivial dans H'!(k,, G) pour tous les
v € Vao. Or de la condition 2 il suit déja que x, = 1 € H'(k,, G) pour les places
v € S. Pour les places v € Vo, NS on sait que G(k,) est compact, ce qui implique
que l'application 7 : G(k,) — G(k,) est en fait surjective [PR94, §3.2 : corol. 1
et 3], et que donc I'application H!(k,,C) — H'(k,, G) posséde un noyau trivial.
Pour ces places v € Voo \ S étre trivial dans H'(k,,G) équivaut donc a étre
trivial dans H'(k,, C). Ce qui prouve que A est bien égal a §(G(k))’. O

Le calcul de Z/C(k) suit immédiatement de la description du centre C de G
(qu’on donnera en §12.4). Plus compliqué sera le calcul de lordre de Ay : il
nécessite de savoir comment le groupe H'(k,C) opére sur les diagrammes de

Dynkin locaux A,.

§12.3 Covolume minimal et indice

Le groupe A ne dépend que du groupe algébrique G, contrairement a son
sous-groupe Ay qui lui dépend du sous-groupe arithmétique A. Nous expliquons
ici que lorsque le normalisateur I" est de covolume minimal dans la classe de
commensurabilité des sous-groupes arithmétiques de Gg, alors Ag possede une
forme simplifiée qui elle ne dépend que de G.

Notons par Ag¢ (resp. H'(k,C)¢) le sous-groupe de A (resp. de H'(k,C))
qui opere trivialement sur chacun des A,, et par Zp, le sous-groupe de Z, qui
stabilise 6,,. Le groupe A¢ est le noyau de 'opération de Ag sur le produit [ [, A,
et on a alors I'inégalité :

#49 < #Ac [] #50. (12.8)

veEVs

Or cette inégalité n’est pas triviale, dans le sens ou le produit sur la droite est
fini. Cela suit (avec le lemme 9.2) du constat suivant :

Proposition 12.2. Sile type local 0, C A, est spécial, alors g, = 1.

IDEE DE LA PREUVE. ! Dans le cas ot G|k, est déployé, cela suit du fait déja
observé par Iwahori et Matsumoto [IM65, 16.8] que le groupe E, opére alors
simplement transitivement sur ensemble des sommets (hyper)spéciaux. Si G
n’est pas déployé mais le devient sur ’extension maximale non ramifiée I%v, on

LCette démonstration, qui n’apparait pas dans [BP89], nous a été communiquée par Gopal
Prasad.
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peut utiliser [BP89, 2.3] pour ramener le probleme sur k, a la situation sur k.
Si G n’est pas déployé sur k, on conclut par une analyse au cas par cas des
indices de Tits possibles [Tit79, §4]. O

Considérons la collection cohérente (P,) attachée au sous-groupe principal
A. Les sous-groupes parahoriques P, qui sont hyperspéciaux (c’est-a-dire tous
sauf un nombre fini) sont de volume maximal. On peut remplacer chaque sous-
groupe parahorique P, C G(k,) qui n’est pas hyperspécial par un sous-groupe
parahorique P de volume maximal, qui contient un méme sous-groupe d’Iwa-
hori que P,. Cela nous donne (cf. remarque 9.3) une collection cohérente qui
détermine un sous-groupe arithmétique principal A™, dont le type global sera
noté par ™ = (). La proposition 8.17 montre que chaque type 6 est spécial,
et ainsi (par la proposition 12.2) :

A9m — Ag (129)

La formule de volume de Prasad montre que A™ atteint le covolume minimal
des sous-groupes arithmétiques principaux de G(k). Son normalisateur I'™ :=
Nes(A™) est d’apres le théoreme 10.6 un sous-groupe arithmétique maximal
de GS-

Proposition 12.3. Le sous-groupe arithmétique I'™ défini ci-haut posséde un
covolume inférieur ou égal a T.

PREUVE. Par [BP89, 3.1-3.3] on a l'inégalité :
AT AT NA _
I

[A: A" A] P

Pour une mesure de Haar p, en combinant cette inégalité avec (12.8) on obtient :
1
I
#(Z/C(k)) - #Ao

. = m
#(Z/C(k)) - #Aq (H #%> w(Gs/A™)

veE Ve
1

> HEZjCw) At

Or par (12.9) cette derniére expression correspond exactement & pu(Gs/T™). O

u(Gs/T) (Gs/A) (lemme 12.1)

(Gs/A™)

Cette proposition montre que pour I’étude du volume minimal on pourra se
retreindre a ’étude des sous-groupes de la forme I'™. Le choix du groupe I'™
a partir de I n’est pas unique : de différents sous-groupes parahoriques P;* de
volume maximal peuvent étre choisis. Par contre le covolume de A™ est bien
uniquement déterminé par I', et méme uniquement déterminé par le groupe
algébrique G. De plus, comme A¢ ne dépend que de G, le covolume de I'™ ne
dépend également que de G. N’importe quel normalisateur d’un sous-groupe
principal A qui posséde une structure locale similaire a celle de A™ atteint donc
le covolume minimal des sous-groupes arithmétiques? de Gs. On résume ceci
dans la proposition suivante :

20n rappelle que par « sous-groupe arithmétique de Gis » on entend uniquement la classe
de commensurabilité de G(0}), et non pas tous les réseaux arithmétiques dans le groupe de
Lie Ggs.



§12.4. Description du centre 117

Proposition 12.4. Soit I' < Gg qui atteint le covolume minimal parmi les
sous-groupes arithmétiques de Gs. Alors T = Ngg(A), ot A < G(k) est un
sous-groupe arithmétique principal, associé a une collection cohérente (P,) telle
que chaque sous-groupe parahorique P, C G(k,) est de volume mazimal. L’indice
de A dans T se calcule par

T:A] = #(2/C(k)) - #Ae.

§12.4 Description du centre

Nous avons besoin de décrire le centre C du groupe G, non seulement pour
calculer Z/C(k), mais surtout pour comprendre 'opération de H'(k,C) (et
donc V'opération de A) sur chaque A,. Par la proposition 7.54 nous savons que
le centre ne dépend que de la forme interne quasi-déployée. La description par
type que nous donnons ci-dessous couvre ainsi tous les cas.

Si G est de type Eg, F4 ou Gy alors le centre de G est trivial; en d’autres
termes G est adjoint. On sait alors que dans cette situation les sous-groupes
arithmétiques maximaux sont précisément les sous-groupes principaux maxi-
maux, et la question de I'indice ne se pose pas.

Pour les cas non triviaux nous allons commencer par les types internes : pour
ceux-ci le centre est particulierment simple. En effet, si G' est une forme interne
de la forme déployée, alors dans tous les cas le centre est donné par

C = (), (12.10)

ou les entiers n et € sont donnés pour chaque type dans le tableau suivant :

type de G

A, r
B,,C,, Er

D, (r pair)

D, (r impair)
Eg

[ O N T
L e S

TAB. 12.1 — Entiers n et ¢

11 nous reste & décrire le centre des formes externes, i.e. pour les types 2A,.,
’D,, 3Dy, %Dy et 2Eg. On reprend pour cela les entiers n et e du tableau 12.1.
Nous avons également besoin de l'extension de corps |k définie en 9.9 (on ob-
serve notamment qu’a part pour le type °Dy, le groupe G|¢ devient une forme
interne, et C doit étre f-isomorphe & (p,)). Alors, & 'exception du type 2D,
avec r pair, le centre d’une forme externe (simplement connexe) est donné par
(y compris pour les types 36Dy) :

1
C = Ry (). (12.11)
Le centre d’un groupe G de type 2D,. dont le rang r est pair est lui donné par :

C = Ryp(pe) (12.12)
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§12.5 Calcul du noyau de ¢

On présente ici les idées qui permettent de s’attaquer au délicat probléeme
du calcul de l'ordre de A (ou plus généralement de H'(k,C)¢). Rappelons
d’abord pour cela les calculs de cohomologie pour C que donnent les exemples
vu en §11.3. On va souvent noter r = 2m + 1 ou r = 2m pour différencier un
rang pair ou impair. On a les descriptions suivantes pour H!(k,C) :

— pour G de type interne, sauf Dy, : k> /(k*)";

— pour G de type ‘Do, : (kx/(kx)z)z;

— pour G de type 2Da,, : £*/(£%)%;

— dans le reste des cas, on a la suite exacte :

1= pn(R)/Nae(pa(0)) — H'(k,C) — L/(C)" — 1,

ou L = {z € £*|Nyy,(z) € (kX)"}.

Afin d’unifier la discussion nous allons exclure le deuxieme cas de cette liste
(nous n’en aurons du reste pas besoin aux chapitres 13 a 15). Nous pouvons en
effet pour les cas restants toujours parler de I'image de H'(k, C) dans £* /(£*)"
(ot pour les formes internes on a ¢ = k). En posant L := ¢* dans les cas des
formes internes et pour le type 2Da,,, on a la notation unifiée L/(£*)" pour
cette image de H!(k,C) dans ¢* /(¢*)". Comme nous porterons notre attention
sur le sous-groupe A de H'(k, C), nous définissons encore A < L comme le sous-
groupe maximal de £* pour lequel 'image de A dans £ /(£*)" vaut A/(£*)".

12.5 « Mauvaises places ». On considere Z 'ensemble des places finies v ou
G |IA€7, n’est pas déployé et on définit T comme Iensemble des places finies v 7
ou G|k, n’est pas quasi-déployé. On notera par M la réunion disjointe TUZ.
Nous avons déja vu que M est un ensemble fini (théoréme 9.4 et proposition 9.5).

Remarque 12.6. Pour G qui n’est pas de type Dy, la proposition 9.5 affirme
que Z correspond a I'ensemble des places v € V; qui ne sont pas ramifiées dans
{|k (comme ¢ = L dans ce cas, cf. 9.9). En fait cela reste vrai pour le type Dy :
on peut voir que dans ce cas v est ramifiée dans L|k si est seulement si v est
ramifiée dans £|k (cf. [Pra89, page 98]).

En dehors de cet ensemble fini de places M, le lemme suivant (qui découle de
[BP89, 2.3, 2.7 et 5.3]) permet d’expliciter le noyau de I'opération de H'(k, C)
sur A,. On rappelle que pour une place finie w d’un corps de nombres, w0 désigne
sa valuation normalisée associée (cf. §5.3).

Lemme 12.7. Soit une place finie v € M. Un élément de H'(k,C) opére triv-
ialement sur A, exactement lorsque son image dans L/(£*)" est représentée par
un élément x € L tel que w(x) € nZ Y wv.

Dans la situation idéale ot M = (), on peut ainsi décrire H'(k,C)¢ comme
une éventuelle extension (par un sous-groupe de fin(k)/Nyj(pia(£)) ) du groupe
L,/(¢*)", avec L, := LN ¥, et ce dernier groupe est défini par

by = {zel*|w(x)enZ YweVi(l)}

De méme la description de A¢ dans cette situation idéale passe par la consid-
ération du groupe A, :=AN¥,.
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Si M n’est pas vide on va également ramener le calcul de l'ordre de A¢ au
probléme du calcul de A, /(¢*)". Pour cela définissons le groupe A¢ v comme
le noyau de 'application

fM D A— @ E’U)

veVr\M

définie de facon similaire a £, mais sans considérer les places dans M. On définit
le sous-groupe de £* suivant :

AM = {zcA|w(x)EnZ Ywvetve VM) (12.13)

Selon le lemme 12.7 'image de Ag¢ i dans A /(%)™ est égale & AM/(£*)™. Nous
pouvons alors décrire la situation par le schéma suivant :

Acy —% AM/(@¥)

K

A An/ ()"

oll ¢ et ¢’ représentent les indices des inclusions verticales, et ¢ est I'ordre du
noyau de la surjection horizontale.

12.8 Calcul de q. Si £ = k (i.e. G est une forme interne) ou si G est de type
2Dy, alors A= A/(£*)" et dans ce cas on a trivialement ¢ = 1. Pour les autres
cas, H'(k,C) est une extension de L/(£*)" par fin(k)/Ngjj(pn(£)). Si G est une
forme trialitaire, n = 2 et [¢ : k] = 3 et on calcule facilement avec ga que ce
dernier groupe quotient est trivial. Donc ¢ = 1 dans ce cas également. Pour
le reste des cas, I'orde de i (k)/Ngjp(pn(£)) (qui vaut en fait toujours 2) peut
servir de borne pour ¢, mais n’est en général pas la valeur exacte de g. On doit
en effet se restreindre & A (et non tout H'(k,C)), ce qui implique d’utiliser
la relation (12.7) a l'aide du diagramme de la figure 11.1 pour calculer ¢ avec
précision.

12.9 Borne pour ¢'. Le groupe A¢ \ opere sur [[, oy A, avec noyau Ag. On
a donc la borne :

¢ < J]#=E.

veM

12.10 Borne pour ¢. Notons par My (resp. T‘g, resp. %¢) Uensemble des places
de ¢ qui sont au-dessus de M (resp. de T, resp. de Z). On a M, = T, U %,
et clairement #M, < [¢ : k] - #M. On fait encore remarquer que si f|k est
quadratique, alors %, est en bijection avec &, ce qui améliore cette derniere
borne. L’application produit (cartésien) des valeurs absolues normalisées :

[Me : A — z#M (12.14)
weMy
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induit un homomorphisme de AM/(£*)" vers (Z/nZ)#M¢ dont le noyau est
A, /()" Cette application n’est pas surjective en général. En fait dans le cas
ou L = {x € £*|Nyy(z) € (kX)"}, la relation

77(]\fﬂk(x)) = Z[]Fw Fv] IZ)($)

wl|v

permet de borner l'ordre de I'image de (12.14) (cette dernieére égalité est la
version additive du cas général de (5.10)). Pour un tel L, si I’'on suppose en plus
que G n’est pas de type trialitaire, cela permet de voir qu'on a la borne :

g < n#T (12.15)

Cette borne reste valable pour les cas ou £ = k (& I'exception du type 'Da,,
qu'on a exclu). Pour G une forme externe de type Da,, (y compris le cas des
formes trialitaires), on a la borne :

g < 2#Fg#T (12.16)

On renvoie le lecteur a [BP89, §5] pour les détails qui concernent ces deux bornes
pour q.

§12.6 Calcul de 'ordre de A, /({*)"

Pour calculer 'ordre du groupe A, /(£*)", on généralise quelque peu l'argu-
mentation utilisée dans la preuve de [BP89, prop. 0.12].

Pour Uy le groupe des unités entiéres de £, on note par Up son sous-groupe
A NU,. Notons encore par Pa le groupe des idéaux fractionnaires principaux
qui possédent un représentant dans A. De méme que A contient ()", on a
également l'inclusion U}' C Ua. On montre facilement l'existence de la suite
exacte suivante :

1= Ua/U} = A/ — Pa/P} — 1.

On a clairement Ux C A,. On peut remplacer A par A, dans cette suite sans
en changer le début. Décrivons alors 'image de ¢, dans P, : (z) € Py est 'image
d’un élément de ¢, si et seulement si (x) = a” pour un idéal fractionnaire a € J;.
On obtient de la sorte une nouvelle suite exacte :

1 — Un/UP — Ay/(0°)" — (Pa N TP)/PE — 1. (12.17)

Pour un élément (z) = a" € P, N J;* le corollaire 4.3 montre que l'idéal
a € JJ' est déterminé de facon unique par (x). On considere alors I'application :

PanJd; — %
(x) =a" — aPy.

On observe que son noyau vaut P}, et on notera par ¢a son image dans le
groupe des classes €. La suite exacte (12.17) devient alors :

1= UAJU} — An /() — €A — 1. (12.18)
En particulier on a la borne suivante :

LA/ < by #UAJUL. (12.19)



Chapitre 13. Réseaux arithmétiques
hyperboliques

Ce chapitre a pour but d’appliquer la théorie présentée jusqu’a présent sur
le cas de la géométrie hyperbolique. On travaille avec les espaces hyperboliques
H™ pour n > 4, et dans 'optique du traitement des résultats discutés en §1.4,
on va se restreindre assez tot au cas des dimensions n impaires.

§13.1 Groupes admissibles pour Isom™ (H")

Le groupe Isom(H") des isométries hyperboliques s’identifie avec le groupe
PO(n,1) des transformations projectives qui conservent la forme quadratique
réelle de signature (n,1). Son sous-groupe Isom™ (H") des transformations qui
préservent l'orientation s’identifie alors avec la composante connexe PO(n, 1)°.
Ce dernier groupe est isomorphe & 4 := SO(n,1)°, et c’est avec cette derniére
représentation de Isom™ (H") que nous allons travailler.

Dés maintenant G désignera toujours un k-groupe algébrique simplement
connexe admissible pour ¢ = SO(n,1)° (cf. définition 3.17), et on reprend des
chapitres précédents les notations standard qui accompagnent G. L’exemple 7.23
avec la proposition 7.31 nous donne le type du groupe de Lie ¢ en fonction de
la dimension! : B, pour n = 2r > 4 et D, pour n = 2r — 1 > 5 . Comme ces
types sont irréductibles, on voit que le type de ¢ correspond au type de G et
que S ne contient qu'un seul élément, nécessairement réel. On notera par vg
cette unique place de S, et on supposera (sans restriction) qu’elle correspond au
plongement k& — R donné par Uidentité. Les deux notations G(R) ou G sont
alors équivalentes. Comme les places dans S \ {vp} sont nécessairement réelles,
le corps k doit étre totalement réel. La proposition 7.32 permet d’affirmer que
G|k, est isomorphe au R-groupe Spin,, ;. Pour les places archimédiennes v # vg
le groupe G|k, correspond & la forme compacte réelle Gy, = Spin,, ;.

Remarque 13.1. Pour n = 3 le groupe ¥ est de type A; X A; avec un rang
réel de 1, ce qui impose au groupe admissible G d’étre une k-forme de SLo,
avec k qui possede exactement une place complexe vg. Les k-formes de SLs se
construisent comme certains sous-groupes multiplicatifs dans des algebres de
quaternions. C’est effectivement le point de vue usuel pour traiter les réseaux
arithmétiques de Isom™ (H?). Ce sujet est largement couvert dans la littérature,
e.g. dans [MRO3]. La distinction entre le cas n = 3 et n > 3 peut donc se
comprendre par le choix fait en §3.3 de travailler avec des groupes algébriques
qui sont absolument simples.

11’entier n désignera maintenant exclusivement la dimension de I’espace hyperbolique con-
sidéré. L’espace quadratique de signature (n, 1) associé est de dimension n + 1.

121
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La proposition 3.20 montre clairement que si k # Q, alors les sous-groupes
arithmétiques de Gs = G(R) sont cocompacts. On peut en fait montrer que
I'inverse est également correct, ce qui nous permettra dans la suite d’identifier
le cas cocompact avec la situation k # Q :

Proposition 13.2. Soit G un k-groupe admissible pour 9 = Isom™ (H") (avec
n>4), tel que G(Oy) n'est pas cocompact. Alors k = Q.

Le résultat est détaillé dans [LM93, §1 et §2]. Il se base sur une classification
des groupes algébriques de types B, et D,., laquelle suit de [Tit66].

13.3 Classification des groupes admissibles. Nous décrivons ici briéevement
la classification dont il est question ci-haut. Chaque groupe simplement connexe
de type B, s’obtient comme groupe Spin; pour une forme quadratique f de
dimension 27 + 1. Les groupes de la forme Spiny avec f de dimension 2r sont de
types D,.. Mais ce ne sont pas les seuls : il est possible de créer des groupes de
type D, a partir de formes hermitiennes plutét que quadratiques. Pour le type
D, il existe encore une construction basée sur des algebres de Cayley qui donne
des formes trialitaires 3Dy et 5D,. Chacune de ces familles permet effectivement
de construire des réseaux hyperboliques. La construction la plus évidente (la
seule dont nous aurons besoin) est celle qui apparait essentiellement dans les
exemples 3.10 et 3.15 : si f est une forme quadratique définie sur un corps de
nombres k totalement réel, et que :
— [ est de signature (n, 1) sur une place archimédienne vy ;
— f est de signature (n + 1,0) sur les places dans Vo, ~ {vp},

alors Spin est admissible pour . En particulier pour n pair cette construction
est a la base de tous les réseaux arithmétiques de Isom(H"™). Pour n impair cette
construction avec k = Q donne tous les réseaux de AQ%.. En particulier les
formes trialitaires ne permettent pas la construction de réseaux hyperboliques
non cocompacts : celles-ci ne peuvent s’obtenir & partir de formes quadratiques.
Cela suit par exemple de la discussion en §14.1.

Remarque 13.4. Si la preuve de la proposition 13.2 est effectivement basée
(tout au moins dans [LM93]) sur une description explicite des constructions des
réseaux arithmétiques hyperboliques, il ne nous sera pas nécessaire au chapitre
15 de connaitre la classification 13.3 (une fois 13.2 admis). La connaissance de
la structure des groupes admissibles, sans une description concrete de chacun de
ceux-ci, suffira en effet pour la preuve des théoréemes 1.3 et 1.4, qui examinera
bien tous les cas de réseaux arithmétiques hyperboliques.

Remarque 13.5. On s’attend clairement a ce que la question du volume des
quotients orientables arithmétiques de H™ soit plus délicate pour n impair que
pour n pair (traité dans [Bel04]). Deux aspects interviennent ici. D’une part
il existe pour le type D, des formes externes (et méme trialitaires pour r =
4). Nous verrons plus bas (proposition 13.6) que dans la plupart des cas les
groupes admissibles pour Isom™ (H") (avec n impair) sont de type externe. La
formule de volume des sous-groupes arithmétiques est dans cette situation plus
élaborée, avec le role joué par l'extension f|k. D’autre part le centre C d’un
groupe algébrique simplement connexe de type D, (et a fortiori pour un type
externe) est plus compliqué que le centre dans le cas du type B,.. Or le probléme
du calcul de 'indice d'un sous-groupe principal dans son normalisateur passe
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par des calculs impliquant H'(k, C), qui seront plus difficiles & maitriser pour
les dimensions impaires.

Nous nous restreignons des maintenant au cas des dimensions n > 5 impaires.
Cette restriction sera admise dans tout le reste de cette these. Le centre C du
groupe admissible G differe selon la parité du rang r = (n+1)/2 (cf. §12.4). On
aura souvent besoin de distinguer le cas r pair du cas r impair. On utilisera les
notations r = 2m et r = 2m + 1 pour faire cette distinction.

Le fait que le groupe G soit admissible pour ¢ permet de montrer qu’il doit
respecter certaines conditions plutét évidentes, qui le distingue d’un groupe de
type D, quelconque. Voici un premier résultat :

Proposition 13.6. Soit G un k-groupe admissible pour Isom™ (H™), avec n > 5
impair. Si k # Q, alors G doit étre une forme externe (i.e de type 2D, ou35Dy).
Si k= Q alors G est de l’'un des types suivants : 'Doyui1, 2Dopmg1 ou 2Day,.

PREUVE. I’exemple 7.52, associé a la discussion en §14.1, affirme que Spin, 1)
est une forme interne (sur R) exactement lorsque (—1)" = —1, c’est-a-dire
lorsque 7 = 2m + 1. Cela empéche G d’étre de type 'Da, (si G est externe
sur k,, alors G doit déja étre une forme externe sur k). La forme compacte
Spin,,  ; est elle externe lorsque r = 2m + 1. Donc pour k # Q et r =2m + 1 le
type doit aussi étre externe. Comme nous ’avons mentionné au point 13.3, les
formes trialitaires admissibles n’apparaissent pas pour k& = Q. ]

§13.2 Notations et conditions pour ¢

On voit par la proposition 13.6 que dans la plupart des cas il faudra compter
sur une extension £|k non triviale (cf. 9.9 pour la définition de ¢). On peut donner
des conditions nécessaires que ¢ doit respecter pour que G soit admissible. Nous
commengons par fixer une notation pour les places archimédiennes de k et £.

Nous noterons par v; (i =0,...,d — 1) les places réelles de k, ou d désigne
donc désormais le degré [k : Q]. On rappelle que selon notre choix fait en §13.1
vg correspond au plongement identité k C R, et que S = {vg}. Pour les notations
qu’on introduit maintenant on suppose que [¢ : k] = 2. Pour v; € Vo (k) fixé il y
a alors deux possibilités. Soit il existe deux places (réelles) de Vo (€) qui divise
v; ; ou alors il existe une seule place (complexe) qui divise v;. Dans le premier cas
de figure on note par o; et o} les deux plongements £ — R qui correspondent aux
places; dans le deuxieme cas on note par o; : { — C un plongement complexe
(uniquement déterminé & conjugaison pres). Ces plongements indexent donc les
places archimédiennes de £. Si o; est réel, alors £,, = R@R ou ¢ est inclus dans
R @ R grice a Papplication o; x o}. Si 0; est complexe, on a 0; : £ — C = {,,.
Ces deux situations déterminent pour [¢ : k] = 2 la signature de £, qu’on notera
dans tous les cas par (s1, $2).

Proposition 13.7. Soit G admissible pour Isom™ (H"). On suppose que G est
une forme externe.

1. Sir=2m+1, alors (s1,s2) = (2,d — 1).

2. Sir=2m et G n'est pas de type >°Dy, alors (s1,s2) = (2d — 2, 1).
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3. Si k # Q alors dans tous les cas £ posséde au moins une place réelle. En
particulier les seules racines de 'unité dans { sont +1.

PREUVE. Si G n’est pas de type ®Dy, alors £ est le corps minimal de déploiement
de G’ et est donc le corps minimal pour lequel G|¢ est une forme interne (cf.
définition de £ au point 9.9 et remarque 7.51). Ainsi pour une place v € Vo (k)
on a que G|k, est interne si et seulement si £ — k,. Or k, est toujours isomorphe
a R (k est totalement réel), et pour autant que [¢: k] = 2 (ce qui n’exclut que
le cas ®Dy) ceci correspond & dire que £ posséde deux places réelles au-dessus
de v. A Tinverse si G|k, est une forme externe, ¢, doit étre une extension de
corps non triviale de k,, i.e. £, = C. On utilise alors comme dans le preuve
de la proposition 13.6 la structure de Spin(, ;) et Spin,,; (formes externes ou
internes en fonction du rang) pour obtenir les deux premieres affirmations. On
voit que dans ces deux cas on obtient immédiatement la troisieéme affirmation
(ott pour r = 2m on a besoin de '’hypothese d > 1, i.e. k # Q). Il reste a
prouver laffirmation 3 pour les types °D,. Pour cela on utilise le fait que
> wjollw ko] = [€: k] = 3. Ainsi pour v € Vi fixé il existe nécessairement une
extension ¢, |k, triviale, i.e. avec £,, = R. O

§13.3 Mesure normalisée et volume hyperbolique

La mesure p sur 4 = SO(n, 1)° définie en §9.3 n’a pas la méme normalisation
que le volume hyperbolique voly. Rappelons que la mesure voly sur H” est
définie par la métrique riemannienne sur H™, normalisée par la condition que
la courbure sectionnelle est constante égale a —1. Nous établissons dans ce
paragraphe la relation entre u et voly.

La mesure p est considérée aussi bien comme mesure sur SO(n,1)° que
comme mesure sur le revétement Spin(n,1). De plus g peut étre vue comme
une mesure sur la forme compacte réelle Spin(n + 1), ainsi que sur le groupe
SO(n + 1) dont elle est le revétement (cf. §9.3). Par définition p est normalisée
par la relation :

p(Spin(n+1)) = 1.

Comme le revétement Spin(n + 1) — SO(n + 1) est double (et bien surjectif),
on obtient : u(SO(n + 1)) =1/2.

Notons ici par g l'algebre de Lie de 4. L’espace hyperbolique peut s’écrire
comme espace symétrique sous la forme H" = ¢4 /SO(n). A ce quotient corre-
spond une décomposition g = £@p, ou £ est I'algebre de Lie de SO(n), et 'espace
vectoriel p peut s'identifier avec l'espace tangent de H™ au « point » SO(n). Con-
sidérons alors w' la forme multilinéaire altérnée sur p qui correspond & la mesure
voly, ainsi que la forme alternée de degré maximal w® sur SO(n), normalisée
par fSO(n+1) w? = 1. La mesure de Haar pupm déterminée par w® A w! est alors
telle que :

volg(H"/T) = p(¥/T),

pour chaque réseau I' de ¥.
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On utilise a présent la dualité entre I'espace hyperbolique et 1'espace sphé-
rique, explicitée dans [Hel62, Ch.V §2]. L’algebre E®ip (o1 i2 = —1) est I'algebre
de Lie (réelle) du groupe compact SO(n + 1), et cette algeébre possede la méme
complexification que g. Ceci permet de voir w® A w! comme une forme multil-
inéaire sur SO(n+1), plus précisément comme la forme qui induit sur le quotient
SO(n +1)/SO(n) la mesure de la sphére, normalisée par le fait que la courbure
sectionnelle vaut +1. Comme w” donne mesure 1 sur SO(n), on obtient :

pa(SO(n+1)) = vol(S"),

le volume (surface) standard de la sphére unité. En comparant avec 1’évaluation
de p sur SO(n + 1) on a finalement :

g = 2vol(S") w. (13.1)

La formule du volume de S™ différe en fonction de la parité de n. Pour n = 2r—1
impair, on obtient :

4"
= — . 13.2
1E i (13.2)
Remarque 13.8. Pour n pair le covolume des réseaux est proportionnel a la
valeur absolue de la caractéristique d’Euler. En utilisant ce fait on peut obtenir
dans ce cas la correspondance (13.1) d’une seconde maniere (cf. [BP89, 3.4]).

§13.4 Calcul du volume

Soit T un sous-groupe arithmétique maximal de Gs = G(R), avec G admis-
sible pour ¥ = Isom™ (H") (n > 5 et impair). La discussion en §13.3 permet de
ramener le calcul du volume hyperbolique du quotient H"/T" & la considération
de la mesure p. Selon (9.8) on a p(4/T') = u(Gs/T). Comme il est supposé max-
imal, I' s’écrit comme normalisateur d’un sous-groupe arithmétique principal A
(cf. théoréme 10.4) :

I = Ng.(A).

Le covolume de I' est donc donné par :

1(Gs/T) W(Gs/A).

1
[T:A]

Le calcul du covolume de A est donné par la formule de Prasad (théo-
réme 9.16) :

wGs/N) = g0 g o E(2), (13.3)

ol & est la collection cohérente attachée a A, et la constante C(G) ne dépend
que du rang de G (G admissible est de type D,.), et sera ainsi désormais notée
C(r) dans ce contexte. De plus, selon les exemples 9.18 et 9.19, on peut réécrire
cette formule sous la forme :

wGs/N) = ;" 9 PO Lw(r) Hgk 2i) T[] Ao, (13.4)

veT



126 Chapitre 13. Réseaux arithmétiques hyperboliques

avec Ly, := (j si £ = k. On rappelle encore la valeur de la constante C(r), selon
le point 9.10 :

(13.5)

On termine ce paragraphe avec quelques considérations a propos des facteurs
lambda. On va supposer que G n’est pas une forme trialitaire. De plus on note
dans la suite par r, le k,-rang de G. Selon [Pra89, 2.10] on a pour tout v € T :

(dimMU +dim]u)/2 ro+1
o > b (13.6)
#MU (Fv) Gy + 1

Cette borne est valable plus généralement dans n’importe quel groupe absolu-
ment simple, et peut étre améliorée lorsqu’on travaille (comme nous) avec un
cas particulier. Elle sera cependant suffisante pour nos besoins. Si G est déployé
sur l?:v, ie r = r,, le groupe .4, est de type 'D, ou 2D, (cf. exemples 9.18
et 9.19), et on a donc selon les tableaux 7.1 et 9.3 :

#Mo(F) e
W = (1+¢q,") 1(1—% 7). (13.7)

.
I

En combinant (13.6) et (13.7) et en utilisant ¢, > 2, on obtient aisément dans
ce cas la borne suivante pour A, (cf. définition en (9.15)) :
v

ni (e’

2/(3 \"

2(2 . 13.8

(30 (138)
Pour v € T avec GG qui n’est pas déployé sur ko (et doncve Z)onar,=r—1
et A est de type B,_1. Un méme calcul que le précédent montre alors que dans

cette situation :
2 3 r—1
A > = —qy . 13.
> 3 (Ga) (139)

Remarque 13.9. Les bornes (13.8) et (13.9) permettent de voir (pour G non
trialitaire) que A, > 1 si v € T. On rappelle pour cela qu'on travaille avec
r > 3. Ainsi Papparition de facteurs lambda dans (13.4) implique une augmen-
tation du covolume pour les sous-groupes arithmétiques principaux. D’apres la
remarque 9.14, pour obtenir un volume faible il s’agit de considérer un k-groupe
admissible G qui est quasi-déployé sur chaque complété p-adique k,. Un tel
groupe n’existe cependant pas dans toutes les situations.

Ay

Y

§13.5 Calcul de l’indice [I': A]

On applique ici dans le cas hyperbolique les connaissances du chapitre 12
pour calculer (ou du moins borner) l'indice [I' : A], pour I' et A comme ci-
dessus. On reprend librement les notations qui y ont été introduites. Il nous
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faudra faire usage des distinctions de cas amenées par les propositions 13.6
et 13.7. Avec ces cas varie notamment la description du centre C de G (cf. §12.4).
Or celui-ci joue un role central dans le calcul de 'indice. On rappelle dans le
tableau 13.1 la description du centre C de G pour les cas qui apparaissent dans
la proposition 13.6, ainsi que d’éventuelles restrictions sur k.

type de G C restriction pour k
Dot Ha k=Q
"Dom+1 R§|1k) (p4)

*Dop, Ry (p12)

36D, R (1) k#Q

TAB. 13.1 — Centres des groupes admissibles

On suppose ici que I' possede un covolume minimal parmi les sous-groupes
arithmétiques de G(R) = Gs. Ainsi A posséde la propriété de la proposition 12.4,
et son indice dans I' est donné par :

T:A] = ##(2/C(k)) - #Ae.

Sur les places archimédiennes, le centre C de G admissible pour Isom™ (H") ne
dépend que du rang . On calcule facilement que C(R) = Z posseéde un ordre
égal & 2, aussi bien pour un rang pair que pour un rang impair. On voit aisément
que C(k) = £1 pour les cas oul G n’est pas une forme trialitaire. Par contre pour
une forme trialitaire, le fait que [¢ : k] = 3 permet d’obtenir C(k) = 1. Ce qui
nous donne :

(13.10)

[:A] = 2 #Ae S? G est de type 36Dy;
# A sinon.

La seconde étape pour le calcul qui nous occupe est de décrire le groupe A,
a l'aide de son image A/(£*)". On rappelle que A est sous-groupe de L C £*,
ou L prend des formes variées en fonction du type de G (cf. §12.5). On a avec
les notations pour ¢ introduites dans §13.2 :

Proposition 13.10. Pour chacun des types admissibles non trialitaires, le
groupe A est donné comme suit :

1. Si G est de type Doy - A ={z€Q* | x> 0}.

2. Si G est de type *Day, : A = {z € 0% | 04(z),0l(x) >0 Vi#0}.

3. Si G est de type Doy : A ={x € L| oo(x) > 0}.
PREUVE. Commencons par expliquer le cas le plus simple : G de type ‘Do, 1

et donc nécessairement k£ = Q. Alors A est donné par définition (cf. (12.7)) par
le noyau de

Q*/(@*)* — RX/(R*)*=R/Rso,

et A est 'image inverse dans Q* de ce noyau. Ceci donne la premiére affirmation.
Pour le reste on s’appuie notamment sur la matiere présentée en §11.5. Pour
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le deuxiéme cas, on a que L = £*/(£X)? et A se décrit comme I'image inverse
dans £* du noyau de

GG | Y IGak

eV

Selon la discussion en §13.2, £,, = C et donc €7 /(£ )? est trivial. Par contre
aux places v; avec ¢ # 0 on a £,, = R® R et cela détermine les conditions
données en 2. Pour le type 2Ds,, 1 le raisonnement similaire s’applique avec

L = {ze0|Ny(z)e (k)*}.
Pour ce type on a £,, = R® R et ¢,, = C pour i # 0. Ces places v; # vg

n’apportent aucune condition pour étre dans A /(£*)%. En vg, on doit considérer
le noyau du produit

(RX/R>O) X (RX/R>0) — RX/R>Q.

L’élément trivial de ce noyau est Rsg X Ryg. Un élément x € L représente cet
élément si et seulement si og(x) > 0 (ou de fagon équivalente o(y(z) > 0). O

L’ordre du groupe A¢ est relié a Pordre de A, /(¢*)" par les entiers q,q et
q (cf. §12.5). Plus précisément :

HAe = ‘?q',q BA, /()" (13.11)

Parmi les cas qui nous intéressent, g peut étre différent de 1 pour le type 2Da,y, 4 1.
La détermination précise de g (voir le point 12.8) nécessite de calculer 'ordre
du noyau de

pa(k)/New(pa(0))  — [ rallo)/Neyje, (1))
VeV

On voit immédiatement, comme p4(k) = £1, que cet ordre vaut au plus 2. Si
k # Q il existe une place v; # vg, pour laquelle on doit avoir £,, = C. Pour une
telle place v = v; on remarque que le groupe

tia (ko) /Ne, i, (1a(€y)) (13.12)

est égal & {+1}. Ainsi lexistence d’une telle place montre que ¢ = 1, ou de
fagon équivalente : A = A/(¢*)" si k # Q. Par contre pour la place v = vy le
groupe (13.12) est trivial, ce qui montre que pour k = Q et G de type ?Day, 11
on a q = 2, ce nombre étant 'ordre de ju4(k)/Nyj (pa(£)). En résumé :

(13.13)

i = { 2 si G est de type 2Day,11 avec k = Q;

1 pour toutes les autres situations.
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Nous sommes préts pour donner pour chaque type admissible une borne
supérieure pour 'indice [T : A]. On rappelle qu’'on note d := [k : Q.

Proposition 13.11.

1. Pourk #Q :
(a) Si G est de type *Dopyi1 - [[:A] < 9d+14#Tp,.
(b) Si G est de type *Da,, : [[': A] < 92d—29# K y# T},
(c) Si G est de type >°Dy : [T : A] < Q3d+19#A#T ],

2. Pour k=Q :
(a) Si G est de type 'Dopyi1 : [[:A] < 4#T
(b) Si G est de type 2Dopiq : [T A] < 8- 4#Th,.
(c) Si G est de type *Da,, : [[:A] < 4- HAL#T],.

IN

PREUVE. Les résultats établis dans (12.15), (12.16), (12.19), (13.10) et (13.13)
rameénent le probléme & borner 'ordre du groupe Ua /U}'. Le théoréme des unités
de Dirichlet (théoréme 4.24) permet directement de donner nl*¢ comme borne
de #U,/U}. Mais plusieurs améliorations sont possibles au cas par cas pour
la borne de #Ua /U}'. Ainsi les bornes énoncées sont démontrées a l'aide des
considérations suivantes :

— La proposition 13.7 précise la signature du corps ¢ ainsi que l'ordre des
racines de I'unité ; ceci permet au cas par cas d’appliquer le théoreme 4.24
avec une plus grande précision.

— Pour le type ?Dayq1 (ot L # £%) on utilise le fait que UZ C Ny (Uy),
ce qui permet d’améliorer la borne de #UL/Ug1 par un facteur 2971 (=
#U? /U par rapport a la borne pour #U,/U}}.

— Dans bien des cas la description de A donnée dans la proposition 13.10
permet une amélioration d’un facteur 1/2 : lorsqu’elles apparaissent, les
conditions de positivité montrent que x, —x € L ne peuvent étre simul-

tanément dans A.
O






Chapitre 14. Candidats au volume minimal

Nous construisons dans ce chapitre pour chaque dimension n impaire supé-
rieure ou égale & 5 un réseau arithmétique hyperbolique cocompact (resp. non
cocompact) dont le covolume a la méme allure que le covolume qui apparait
dans I’énoncé du théoreme 1.3 (resp. du théoréme 1.4). Il sera clair par con-
struction que les quotients orientables ainsi obtenus sont de sérieux candidats
pour atteindre les minima v et v7, des ensembles voly(AQY) et voly(AQ~L.).
La preuve des théoremes 1.3 et 1.4 au chapitre 15 s’appuiera sur 1’existence de
ces candidats.

Dans ce chapitre et le suivant, nous prendrons la liberté d’utiliser sans tout
détailler certaines propriétés de corps de nombres explicitement donnés. Ces pro-
priétés (calcul du nombre de classes, base de anneau des entiers, etc.) peuvent
souvent pour nos exemples particuliers se calculer a la main. Nous le précis-
erons lorsque nous avons eu recours a 'utilisation du précieux systéme de calcul
PARr1/GP, disponible & I’adresse :

http://pari.math.u-bordeaux.fr/

§14.1 Formes quadratiques

On va utiliser dans ce chapitre certaines propriétés bien connues des formes
quadratiques et de leurs groupes Spin associés. On résume ici ces propriétés.
Notre discussion porte essentiellement sur deux aspects. D’une part on va expli-
quer les implications qu’ont certaines propriétés d’une forme f sur la stucture du
groupe algébrique Spin;. Pour cette question le lecteur peut se référer a [Bor91,
23.4], ou la structure de SOy est explicitée (le cas de Spin; étant similaire).
L’autre aspect concerne la classification des formes quadratiques définies sur les
corps p-adiques. Ce sujet est en principe couvert par n’importe quel ouvrage
traitant de la théorie classique des formes quadratiques, par exemple [O’M63].
On va également utiliser les diverses informations et définitions que nous avons
collecter jusqu’a présent dans les exemples concernant les formes quadratiques.
On rappelle en particulier les conventions de la remarque 2.17. De plus, comme
nous avons en téte des applications sur les espaces hyperboliques de dimensions
impaires, on va considérer uniquement des formes quadratiques de dimensions
paires.

Soit k un corps de caractéristique # 2. Une forme quadratique f est dite
anisotrope (sur k) si pour chaque € V; ~ {0} on a f(z) # 0. Dans le cas con-
traire f est dite isotrope. La méme terminologie s’applique aux espaces quadra-
tiques associés. Si deux formes binaires (i.e. de dimension 2) sont isotropes, alors
elles sont nécessairement équivalentes. On peut donc noter par h I'unique (& iso-
morphisme prés) espace quadratique sur k de dimension 2 correspondant aux

131
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formes quadratiques isotropes. Le discriminant d(h) vaut —1 dans kX /(k*)2.
Une propriété fondamentale est la suivante : si f est une forme isotrope (non
dégénérée), alors h est un facteur direct orthogonal de V. Cela peut bien str
s’itérer jusqu’a décomposer V; comme somme

Vy = h' 1D,

ou D est un espace quadratique anisotrope. Pour une telle décomposition le
discriminant est donné par :

d(f) = (-1)*-d(D) € /(") (14.1)

Comme nous l'avons déja mentionné au point 13.3, le groupe algébrique
Spin; (avec f de dimension 2r > 4) est de type absolu D,. On sait que le
k-groupe Spin; est déployé¢ exactement lorsque V¢ = h". Le contenu de I'exem-
ple 7.52 assure alors que Spin est une forme interne si et seulement si

d(f) =d(h)" = (=1)" dans k*/(k*)2.

En particulier, le groupe Spin; devient une forme interne lorsque considéré sur
I’extension

¢ = k (\/m) : (14.2)

qui est au plus quadratique. On constate alors que les formes trialitaires ne
peuvent apparaitre sous la forme de groupes Spin. On peut encore voir que
Spin; est quasi-déployé exactement lorsque Vy = h"' 1L D pour un espace
quadratique D de dimension 2. Dans ce cas Spin; n’est pas déployé exactement
lorsque D est anisotrope.

Supposons a présent travailler avec une forme f définie sur un corps de
nombres k. Par extension on obtient pour chaque place v € V une forme f
définie sur le complété k,. Pour les places v € Vi, réelles, les formes quadratiques
d’une dimension fixée sont complétement classifiées (& équivalence preés) par
leur signature. Pour les places finies on aura besoin d’un autre invariant, défini
a l'aide du symbole de Hilbert. Pour chaque place v € V, étant donné deux
éléments a,b € k,, le symbole de Hilbert :

a,b
v
est défini comme valant 1 si I'équation az? + by? = 1 posséde une solution dans

ky, et —1 dans le cas contraire. Le symbole de Hilbert respecte la formule du
produit : si a et b sont dans k, alors

H(a;}b> N

veV

Pour les unités sur une place finie, le symbole de Hilbert est trivial a condition

que la place en question ne soit pas dyadique. En d’autres termes : si v € V; est

a,b

telle que v 1 2 et si a et b sont dans &)F, alors 7) = 1. L’invariant de Hasse

d’une forme quadratique est défini a partir du symbole de Hilbert comme suit.
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A équivalence pres, on peut supposer que la forme f définie sur k, est écrite
sous forme diagonale (cf. remarque 7.53) :

2r
flzy, ... x9,) = Zaix?.
i=1

Alors Vinvariant de Hasse (ou invariant de Hasse-Witt) de f (en v) est donné
par :

H(f) = ] (M) (14.3)

b v
1<i<j<1

La formule du produit est donc la aussi respectée. Aux places finies 'invariant
de Hasse compléete le discriminant pour classifier les formes quadratiques. En
effet, soient f et g deux formes quadratiques de méme dimension définies sur
k,, avec v € V. Alors f et g sont équivalentes (sur k) si et seulement si :

d(f) - d(g) et Hv(f) = Hv(g)'

Les discriminants d(f) et d(g) sont ici des éléments dans kX /(kX)2. Notons
encore que, comme pour le discriminant, il existe d’autre normalisation de I'in-
variant de Hasse.

La classification donnée ci-dessus pour les formes définies sur les corps p-
adiques repose en fait sur le résultat suivant : toute forme quadratique de di-
mension > 5 sur un corps p-adique k, est isotrope. Ceci implique que sur k,
avec v € Vi, I'espace quadratique V ¢ est nécessairement de 1'une des trois formes
suivantes :

h’l“
vV, h™1 1 D, (14.4)
h™2 1 Dy

o D; (i = 2,4) est un espace anisotrope de dimension i. Un autre fait re-
marquable intervient alors : il n’existe & isomorphisme pres sur k, qu’un seul
espace quadratique anisotrope D4 de dimension 4, et celui-ci possede un dis-
criminant égal a 1. Si V; & h"=2 1| Dy, Spin est alors une forme interne non
déployée. On voit alors aussi que si Spin; est une forme externe sur k,, celle-ci
doit nécessairement étre quasi-déployée.

§14.2 Candidat cocompact

Pour la dimension n impaire, on fixe 'entier r par la relation n = 2r — 1.
Soit la forme quadratique fo définie sur kg := Q(v/5), donnée par

folzo, ... xn) = ((-1)%3-2%) 22+ a2+ o+ a2, (14.5)
Le ko-groupe Go := Spiny, est alors admissible pour Isom™ (H™) et suit notre

convention admise en §13.1 que l'identité ky — R correspond a 'unique place
qui compose S. On peut donc écrire Go(R) plutét que Gog. Une base libre de
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lanneau Oy, est donnée par 1 et w := 1+T\/5 On sait aussi que hg, = 1. Comme
+d(fo) n’est pas un carré dans kg, on a selon §14.1 que Gq est de type 2D,.
Tout sous-groupe arithmétique dans Go(R) est cocompact.

Par (14.2) on voit que le corps de déploiement de la forme interne quasi-
déployée G est donné par :

lo = ko(V/a), (14.6)

ott @ :=3 — (—1)" - 2¢/5. A isomorphisme prés ce corps ne dépend pas du rang
r. Une base libre de 0y, sur 0}, est donnée par 1 et 7 := % On en déduit
que Py, |k, = 11, ou de fagon équivalente %, = 275.

Remarque 14.1. Ce choix de G est motivé par la volonté de minimiser 1’ex-
pression du volume donnée par (13.3). Si on laisse dans un premier temps de
coté la considération du facteur C(r)?&(22), il s’agit de minimiser 7 et Z;.
Or kg est le corps totalement réel dont le discriminant est le plus petit, et £
est le corps de signature (2,1) (condition de la proposition 13.7) de plus petit
discriminant (en valeur absolue). On peut obtenir cette derniere information en
interrogeant par exemple la base de données QA0S (cf. remarque 15.1).

En plus de la minimisation des discriminants, il faut s’assurer que le groupe
G contienne des sous-groupes arithmétiques principaux pour lesquels le produit
d’Euler &(22) reste faible. D’apres la remarque 13.9, cela est vérifié par ce
résultat :

Proposition 14.2. G est quasi-déployé sur chaque complété p-adique de k.

PREUVE. On utilise la structure de Spin; sur les corps p-adiques, explicitée
en §14.1. On a d(fy) = +a, et cet élément engendre un idéal premier de Oy, .
Il s’agit de l'unique place finie ou fylko est ramifié. Grace a la proposition 9.5
on voit que le groupe G est nécessairement de type externe sur le complété
de ko en («), et donc y est quasi-déployé selon §14.1. Aux places v € Vi(ko)
qui sont non dyadiques, —1 tout comme +a sont dans 0, ce qui implique
que H,(fo) = H,(h"), prouvant 1a aussi que Gglk, est quasi-déployé. I reste a
examiner 1'unique place dyadique de k, donnée par 'idéal premier (2) C Oy, .
On controle que I'équation

€T = «

ne possede pas de solution modulo (8) dans I'anneau O}, , ce qui empéche encore
Gy d’étre une forme interne sur le complété de Gy en (2). O

Soit alors Ag = A™ un sous-groupe arithmétique principal de Gy de covolume
minimal (on se réfere a §12.3 pour la construction et les propriétés de A™).
Notre proposition montre que I’ensemble T défini dans la remarque 9.14 et qui
indexe les facteurs lambda dans la formule du volume, est en fait vide pour Ag.
On obtient selon (13.4) le covolume :

p(Go(R)/Ag) = 577211712 . C(r)? Loy o(r) Hgk 27) (14.7)

La proposition 12.4 montre que le normalisateur :

Lo = Ngymr)(Ao) (14.8)
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est de covolume minimal parmi les sous-groupes arithmétiques de Go(R). Il s’agit
de calculer l'indice [Ty : Ag], & l'aide du matériel présenté en §13.5. Comme le
nombre de classe hy, vaut 1, la suite exacte (12.18) montre que A, /(¢ )" est
isomorphe & U/ Uj,. Une base pour le groupe Uy, est donnée par les deux
éléments :

1+

. 11—
2 ’ a ’

T1 - B

T2
On peut alors identifier les éléments du groupe Uy, /Uy avec le systeme de
représentants :

{iﬁﬁ‘@g@jgn—@.

Il faut alors distinguer le cas r = 2m du cas r = 2m + 1 pour appliquer la
proposition 13.10. Celle-ci nous montre que le sous-groupe Ua /Uj. est représenté
par les éléments :

1, 7127'227 —7'175’7 —Tf’Tg si r=2m+1;

1, —717 si r=2m,

ce qui nous donne

#Ua /U (14.9)

4 sir=2m+1;
{ 2 sir=2m.

Pour obtenir la valeur de [I'g : Ag] il nous faut encore connaitre les valeurs
des entiers ¢,q et ¢'. Selon (13.13) on a ¢ = 1. La proposition 14.2 montre
que ’ensemble de places T est vide dans le cas qu’on examine. En particulier,
par (12.15) on voit immédiatement que ¢ = 1 si r = 2m + 1. Comme ’ensemble
% = M contient I'unique place correspondante a 'idéal premier («), on voit
par (12.16) que ¢ < 2 si r = 2m. Mais dans ce cas il est également aisé de
déterminer g avec précision : 1'élément 71,/ appartient a A} sans étre dans
As. On en déduit que lindice ¢ de Ao/ (¢5)? dans A3/ (¢5)? vaut 2.

La détermination de ¢’ est plus problématique (aussi bien avec r = 2m que
r = 2m + 1). Pour l'unique place finie v = (a)) qui compose #, le diagramme
local A, est donné par (cf. exemple 8.9) :

va
$ Ay

NV
@

et ce diagramme possede une seule symétrie non triviale. La discussion dans
[Tit79, 2.5] montre qu’on a effectivement #=, = 2 dans cette situation. Ainsi
q est soit égal & 1, soit égal & 2 (et a priori cette valeur peut dépendre de r).
Aucun élément présenté dans cette these ne permet de lever cette incertitude,
et on se contentera donc ici du résultat :

[FO . Ao] = 2 ou 4. (1410)

Cette indice achéve avec (14.7) le calcul du volume u(Go(R)/Ty). A Taide
de §13.3 on constate que le quotient H" /Ty posséde un volume hyperbolique
qui a la méme forme que la valeur v} donnée dans notre théoreme 1.3.
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Remarque 14.3. Dans cette thése nous ne prétendrons pas que volg (H"/T)
est égal a v (méme si l'on s’attend a avoir ce résultat). Les valeurs voly (H" /T)
et v sont toutes deux déterminées a un facteur 2 pres, et a priori ce facteur ne
doit pas étre égal.

Remarque 14.4. Pour déterminer ¢’ il faudrait savoir si dans notre cas A¢ 5 =
AZ/(£5)" opere trivialement ou non sur le diagramme A, (ou {v} = %). Ce
probléme nécessite d’expliciter 'opération de H'(k,C) sur A, pour v € %,
dans la méme idée que le lemme 12.7 le fait pour les places v ¢ M. L’article
[BP89] ne donne pas de moyen de le faire (les auteurs n’en ont du reste pas
besoin). En travaillant avec un cas particulier, il semble cependant possible de
parvenir au calcul de ¢’, spécialement dans le cas de G, ou le groupe est quasi-
déployé (et donc pas trop compliqué) sur le complété de kg en 'unique place
v = (ya) de Z. Un argument tout a fait similaire & celui que l'on recherche
apparait dans la prépublication [MSG] pour le cas des groupes de type A. Si les
auteurs parviennent a adapter cet argument au cas qui nous intéresse, la version
finale de [BE] devrait contenir le calcul de ¢'. Cette thése n’examine pas plus
loin le probléme du calcul de ¢, lequel nécessite un examen de la structure de
G|k, plus détaillé que celui que nous avons donné. Toutefois nous verrons au
paragraphe §14.4 des considérations de nature géométrique qui peuvent laisser
penser que pour n =5 on a [y : Ag] =2 et donc ¢ = 2 dans ce cas.

§14.3 Candidat non cocompact

On procede maintenant a la construction de candidats non cocompacts, c¢’est-
a-dire qu’on travaille avec k = Q. Pour unifier la notation avec le cas cocompact
on va parfois noter k1 := Q. Contrairement au cas cocompact, nous devons faire
des distinctions de cas en fonction du rang. Pour chaque rang r > 3, soit la
forme quadratique :

—x3 + 22 + -+ 22 sir=2m+1;

fi(zo, .. ) = { a2 b a2 dr—om (14.11)

On considére le groupe admissible G := Spiny, associé. Le corps de déploiement
¢ de la forme interne quasi-déployée de G vaut :

0 = Q sir=2m+1;
v Q(V-3) sir=2m.

En particulier, pour » = 2m+ 1 le groupe G est une forme interne. Le discrim-
inant de Q(y/—3) vaut 3. De facon similaire au cas compact (remarque 14.1),
ce corps {1 est celui de plus petit discriminant parmi les corps ¢ des groupes
admissibles. L’analogue de la proposition 14.2 demande aussi une différentiation
des cas :

(14.12)

Proposition 14.5.

1. Soit r =2m+ 1. Si m est pair, alors Gy est déployé sur le corps p-adique
Qp pour chaque nombre premier p. Si m est impair, alors G est déployé
sur Q, si et seulement sip # 2 (p premier).

2. Pour r =2m le groupe G est quasi-déployé sur chaque corps p-adique.
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PREUVE. La deuxieme partie de 1’énoncé se démontre de maniere tout a fait
analogue a la proposition 14.2. Soit alors r = 2m + 1. Dans ce cas G est une
forme interne sur chaque complété Q,,. L'invariant de Hasse H,(f1) := Hp)(f1)
contrdle si G est déployé ou non sur Q, (p premier). Pour p # 2 on voit que
cet invariant est trivial, comme pour h”. Ainsi G1|Q,, est déployé lorsque p # 2.
D’apres la formule du produit pour le symbole de Hilbert, on a (%71) = -1
On calcule alors que Ha(f;) = —1, tandis que Hp(h?™+!) = (—1)"*1 Ceci
termine la preuve de la premiere partie. ]

Soit A; = A™ un sous-groupe arithmétique principal de covolume minimal
dans G (cf. §12.3). La proposition 14.5 montre que si 7 est pair ou r = 2m + 1
avec m impair, alors la formule du volume (13.4) pour G; ne contient pas de
facteurs lambda : T = {). Si par contre r = 2m+1 avec m impair, on a T = {(2)}.
Ceci nous donne la formule suivante pour le covolume :

A2 C(r)¢(r) TT523 ¢(24) sir=2m+ 1;
w(G1(R)/Ay) = . (14.13)
37120 (r) Ly, 1o(7) [[=1¢(25)  sir=2m,

ol pour 7 = 2m + 1 on a Ay := 1 si m est pair et Ay := \(g) si m est impair.

On procede pour le cas r = 2m + 1 avec m impair au calcul de Ay. On
traite de facon séparée le cas r = 3, o G est de type D3 = 'Aj. Dans ce
cas G possede sur Qz le type Az (cf. §14.1). L'exemple 8.26 permet alors
la description du Fo-groupe My := M(Q). Il s’agit en effet d’'un produit presque
direct entre le tore T := RI(FﬂIFQ (G) et le groupe semi-simple Gy := Ry, r, (H),
ou H est un Fy-groupe semi-simple de type A;. Avec le théoréme 7.56 on voit
que #M,(Fy) s’obtient comme le produit des ordres de T(F3) et Gy (F3). Le
paragraphe §7.9 contient toute la matiere pour obtenir ces ordres, tandis que
le tableau 9.3 permet de déterminer la dimension de My. On voit facilement
que le groupe ](2) est quant & lui semi-simple et de type 'As. En insérant ces
données dans la formule (9.15), on obtient finalement :

(@ -nE-1

Ny = 3 (14.14)

Meéme si ce calcul a été effectué pour r égal a 3, nous laissons le  tel quel dans
cette formule a dessein : le calcul de Ay pour les rangs supérieurs montre en
effet que (14.14) reste valable pour ces cas. Ce calcul pour le type 2D, ,_ est
analogue au cas >A3 ;. Nous nous passons de le présenter ici.

On définit le normalisateur

Fl = NGl(R) (Al), (14.15)

qui est de covolume minimal parmi les sous-groupes arithmétiques de G1(R).
Le calcul de l'indice [’y : A1] est assez similaire au cas cocompact. On doit 1a
aussi distinguer les cas r = 2m et r = 2m + 1. Pour ce dernier la parité de m
joue aussi un roéle : si m est pair alors M = T = 0, tandis que pour m impair
onaM=T={(2)}. Pour r = 2m on a M = Z = {(3)}. Dans tous les cas on
a hy, = 1, ce qui ramene le calcul de A,/(£)" au calcul de Ua /U} . Que £
soit égal & Q ou & Q(v/—3) on a U,, = {£1}, ce qui avec la proposition 13.10
montre facilement que

1 sir=2m+1;

2 sir=2m.

NG {
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Dans tous les cas on a A = A/({{)", et donc ¢ = 1. Pour r = 2m + 1 avec m
pair, comme T = () on obtient immédiatement ¢ = ¢’ = 1. Si r = 2m + 1 on
a #T = 1, et donc ¢ vaut au plus 4. Mais 2,4 et 8 sont des éléments de QI
qui représentent trois éléments distincts dans A /(Q*)* . Ay/(Q*)%. Ainsi ¢
est égal a 4. On procéde de maniére similaire pour le cas r = 2m, ou ¢ est a
priori égal & 1 ou 2 : v/—3 représente un élément de A¢yy qui n’est pas dans
(01)2/(£5)? et donc ¢ = 2 dans ce cas. Tout comme dans le cas cocompact, on
fait référence a [Tit79, 2.5] pour s’assurer du fait que, aussi bien dans le cas
r = 2m que dans le cas r = 2m + 1 avec m impair, on a #=, = 2 pour 'unique
place v € M. Toutes ces considérations permettent 1’énoncé :

) S% r =2m+ 1 avec m pair; (14.16)
20u4 sinon.

[Fl : Aﬂ = {
On en déduit que le volume hyperbolique de H"/T'; a la méme forme que le vj},
donné dans le théoreme 1.4. Contrairement au cas cocompact, la discussion au
paragraphe §15.7 montrera que voly (H"/T'1) est bien égal a v,..

Remarque 14.6. On peut reprendre pour le cas non compact le contenu de
la remarque 14.4. Une différence est toutefois a relever : le calcul de ¢’ pour
r = 2m+ 1 et m impair sera sans doute plus difficile, comme le groupe G n’est
pas quasi-déployé sur Q2. D’autre part, on peut faire remarquer que c’est avec
certitude que le contenu du paragraphe §14.4 donnera la valeur de ¢’ pour les
rang r =3 et r =4.

§14.4 Comparaison avec les résultats géométriques

Nous avons déja mentionné en §1.4 la possibilité de comparer nos résultats
dans le cas non compact avec ceux de [Hil07]. Comme il sera vu en §15.7 que
voly(H™/T'y) = v7,, on peut notamment déduire du théoréme 1.4 la valeur ex-
acte de [T’y : Ay] pour r = 3 et r = 4. En fait on peut méme utiliser cette
comparaison sans avoir recours a notre théoreme. En effet, les quotients non
compacts (non orientables) de H®, H et H? qui possédent le volume minimal
sont formés par des réseaux qui sont commensurables avec des groupes de Cox-
eter simpliciaux. Il est connu (cf. [JKRT99, §5]) que ces groupes de Coxeter
s’obtiennent a commensurabilité pres comme stabilisateurs de la forme quadra-
tique f; donnée en (14.11). Ce stabilisateur est commensurable avec I';. Comme
I'y est par construction de covolume minimal dans sa classe de commensurabil-
ité (dans Isom™ (H")), on en déduit que pour n = 5,7,9 le quotient orientable
H" /Ty est de méme volume que le revétement double du quotient minimal donné
dans [Hil07] (cf. remarque 1.2). En comparant alors le covolume de H" /Ty avec
les volumes minimaux donnés chez Hild, en plus de constater la cohérence de
nos calculs avec les résultats connus, on peut déduire que [I'y : A1] = 2 et donc
¢ =2pourr=3etr=4.

Pour le cas compact, on ne dispose pas de résultats géométriques aussi forts
que dans le cas non compact. Il existe cependant pour les dimensions 5 et 7 des
groupes de Coxeter cocompacts, et ceux d’entre eux qui possédent une présen-
tation particulierement simple apparaissent comme candidats naturels a réaliser
le covolume minimal dans le cas non orientable. Ainsi on considére le groupe de
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Coxeter hyperbolique suivant :

—> o ° ° ° ° ° (14.17)

11 s’agit d'un groupe arithmétique, opérant dans H° de maniére cocompacte,
avec un domaine fondamental qui est un 5-orthoschéme tronqué. Le probleme
du calcul analytique du covolume d’un groupe discret devient difficile en di-
mension 5, quand bien méme il s’agisse d’un groupe de Coxeter. En utilisant la
différentielle de Schlafli et des calculs volumétriques pour les 3-faces de (14.17)
[Kel89], Ruth Kellerhals a toutefois pu nous communiquer le covolume hyper-
bolique suivant pour (14.17) :

1 2 Acos(1/5)

16 /s (H(b(x) +t(z)) — J(b(z) — t(z)) + J(x/6 — t(z))

— JI(7/6 + t(z)) + JI(x/3 + t(x))
— JI(n)3 — t(x)) + 271 (7 /2 — t(x)))dx, (14.18)

ou JI est la fonction de Lobatchevsky (qui est définie & partir de la fonction
dilogarithme, cf. par exemple [Hil07, §1]), et les fonctions b et ¢ sont données ici

par :
b(z) = Acos (4:11;1((5))21> ;

t(r) = Re (Atan ( 1-— 2tan(b(x))2)) ,

avec Re(Atan(z)) € |—7/2,7/2[. Si 'on prend la peine de donner le covolume
de (14.17) c’est a cause du fait suivant : en utilisant PARI/GP nous pouvons
contrdler que la valeur numérique de (14.18) coincide avec la valeur numérique
de 1voly(H®/Ap) . Nous nous sommes satisfaits d’un controle jusqu'a 50 déci-
males significatives.

Remarque 14.7. Pour le calcul numérique de (14.18) il est important (en tout
cas sous PARI/GP) d’intégrer séparément sur les intervalles [Z, 3 Acos(1/4)] et
[3Acos(1/4), $Acos(1/5)]. La valeur Acos(1/4) est en effet en quelque sorte
singuliere dans le calcul de Kellerhals, et une perte trés importante en précision

suit d’'une intégration numérique qui ne prend pas en compte cet aspect.

11 apparait ainsi quasiment siir que le covolume de (14.17) est commensurable
au covolume de Ag. Il est trés probable que H? /T soit le revétement orientable
du quotient de H® par le groupe de Coxeter (14.18). Dans ce cas on aurait ¢/ = 2
dans le calcul de [T'g : Ag].

Remarque 14.8. La trés probable égalité entre (14.18) et $volm(H®/Ag) est &
notre connaissance difficile & déduire par un calclul analytique direct. Elle per-
met d’exprimer le produit des évaluations des fonctions zéta et de la fonction L
qui apparait dans (14.7) en termes de fonctions impliquant des polylogarithmes.
Le probléeme général d’une correspondance entre valeurs spéciales de fonctions
zéta ou fonctions L et polylogarithmes est 'object des conjectures de Zagier
(voir par exemple [Oes93]).






Chapitre 15. Preuve des théorémes

Nous présentons dans ce dernier chapitre la preuve des résultats énoncés
en §1.4. La preuve suit le méme raisonnement pour le cas compact (théoréme 1.3)
et non compact (théoréme 1.4). La méthode, ainsi que la plupart des techniques
qui interviennent dans cette démonstration, apparaissent dans [Bel04].

Dans ce chapitre G sera toujours un k-groupe admissible pour Isom™ (H")
(avec n > 5 et impair) et dont un sous-groupe arithmétique I' < G(R) atteint
le covolume minimal v si k # Q, respectivement v}l si k = Q. On rappelle que
selon la proposition 13.2 le cas cocompact s’identifie a la situation k # Q, et le
cas non cocompact a la situation £ = Q. Comme d’habitude on désigne par ¢ le
corps attaché a G selon le point 9.9. De maniere générale on admet pour G et I'
les notations qui ont été introduites aux chapitres 9, 12 et 13. L’hypothese n > 5
implique que le rang » = (n + 1)/2 de G vaut au minimum 3. Le sous-groupe
I" s’écrit comme le normalisateur I' = Ng(g)(A), ot A = A™ est un sous-groupe
arithmétique principal comme dans la proposition 12.4.

L’idée de la preuve est de s’appuyer sur les constructions des sous-groupes 'y
et I'y du chapitre 14, et d’utiliser I'inégalité (comme I" est supposé de covolume
minimal)

WGo(R)/To) stk #Q

p(G1(R)/T)  sik=Q (15.1)

MGR)/T) < {

afin de déduire des bornes pour %, (pour le cas compact) et pour Z,. En amélio-
rant progressivement les bornes pour % et %, on pourra finalement déduire que
si T est cocompact alors k = kg et £ = £, tandis que ¢ = ¢; (défini en (14.12))
si I' n’est pas cocompact. Pour conclure la démonstration il suffira de montrer
qu’aucun k;-groupe algébrique G pour lequel £ = ¢; (i = 0, resp. i = 1) ne peut
produire un covolume inférieur a la plus basse valeur possible de v (resp. de
v.) donnée dans le théoréme 1.3 (resp. dans le théoréme 1.4).

Notre présentation de la preuve est un peu particuliere et mérite d’étre
expliquée. Pour des raisons techniques, il est plus agréable de distinguer les
cas r = 2m + 1 et r = 2m, et naturellement les cas k = Q et £k # Q. La
parité de m joue aussi un réle lorsque £ = Q. Mais il n’y a pas de grande
différence conceptuelle entre le traitement de ces différents cas. Ainsi nous nous
contenterons de donner les détails de la preuve pour le rang r = 2m + 1 avec
k # Q (cas compact). Chacun des paragraphes §15.1 a §15.7 correspond a une
étape bien délimitée de la preuve pour ce cas. Les paragraphes §15.8 et §15.9
montreront comment la démonstration s’adapte pour les cas restants. Pour ceux-
ci la routine de plusieurs argumentations nous autorise a ne pas tout détailler,
en insistant par contre sur les éléments nouveaux lorsqu’il y en a.

141
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§15.1 Premiére borne inférieure pour u(G(R)/T)

On suppose jusqu’a la fin du paragraphe §15.7 que G est de rang r = 2m+1
et k # Q. Ainsi G est de type 2Da,, 41 et le sous-groupe arithmétique I' < G(R)
est cocompact. Comme d’habitude on note par d le degré [k : Q]. Selon la
proposition 13.11 (borne pour [I' : A]) et la formule de volume (13.3) pour A,
on peut borner comme suit le covolume de T :

1

L g2 =12 d
2d+14#Thé‘@k Dy, O E(P), (15.2)

pGR)/T) =

ou & désigne la collection cohérente qui détermine le sous-groupe principal A
dont I' est le normalisateur. Nous allons voir ici qu’on peut simplifier dans cette
borne le facteur 4~ #1&(22).

Suivant la notation de [BP89], on définit pour chaque place v € Vs = V(k)
le facteur f, comme suit :

fo =

€y sive VN T;
(15.3)

-1 . s
47 .e, siveT,
ou
q(dimM1,+dim]7,)/2

#M,(F,)

€y =

sont les facteurs locaux pour lesquels &(Z?) = [[,cy, €v (cf. théoréme 9.16) et

T est défini en 12.5. 11 a déja 6té controlé dans [BP89, Appendix C] qu'on a
Pinégalité (plus généralement dans tout groupe absolument simple) :

fo > 1 (YoeW). (15.4)

Dans le cas ou G est de type D,., cette affirmation suit facilement de la remar-
que 9.15 et de (13.6). On déduit immédiatement de (15.4) :

1

prtdCINERt (15.5)

et ainsi la borne simplifiée pour le covolume de I :

1

r2—r/2 r—1/2

WGR)T) > "

§15.2 Borne supérieure pour h,

Afin de rendre la borne (15.6) utilisable, il nous faut borner h, par une
expression qui va dépendre du discriminant %;,. Le probleéme général qui consiste
a donner une borne supérieure pour hy ne semble pas connaitre de réponse
pleinement satisfaisante. Il faudra se contenter d’une borne qui est sans doute
loin d’étre optimale. Notre discussion est largement inspirée de [BP89, §6].
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En utilisant certains éléments de la preuve du théoréeme de Brauer-Siegel
[Lan86, Ch. XVI §1], on peut obtenir I'inégalité suivante, donnée dans [BP89,
§6 (1)] et valable pour tout ¢ > 1 :

heRe < #p(l)-t(t —1)27° T'(¢/2)° T'(¢)™ (27252777[&(@] ge)tﬂ Ce(t),

ot l'on rappelle que p(¢) désigne le groupe des racines de I'unité dans ¢ et
(81,82) est la signature de ¢ (en particulier : s; + 2s9 = [¢ : Q]). Ici Ry désigne
le régulateur de ¢ [Lan86, Ch.V §1] et t +— T'(¢t) est la fonction Gamma d’Euler
(en particulier I'(1) = I'(2) = 1). On remplace ¢ par 2 dans cette inégalité, et
en utilisant

o\ [:k]d
@ = @@= ()

valable selon (4.7), on obtient :

7\ [6:k]d
MRe < #ull)-2(73) % (15.7)
On utilise alors le résultat de [Fri89], qui dit qu’a l’exception de trois corps
totalement imaginaires le régulateur doit étre > 1/4. Or selon la proposition 13.7
aucun de ces trois corps exceptionnels ne peut apparaitre comme le corps £ d’'un
k-groupe admissible pour Isom™ (H™). Pour le cas cocompact k # @, on a selon

cette méme proposition que u(¢) = {£1}. Ce qui nous donne finalement :
7 2d
he < 16 (ﬁ) . (15.8)

On introduit alors I'inégalité (15.8) dans (15.6). En prenant également en
considération la proposition 4.21 (dont on tire notamment : %, > %7), on
obtient les bornes :

1 2 _a
HCR)T) = oy " g () (15.9)
> %@;2‘”2‘%@)‘1, (15.10)

avec

a(r) = ;(”)20@). (15.11)

§15.3 Le cas des rangs élevés

Pour un r = 2m + 1 fixé, la borne (15.10) est adéquate pour comparer le
covolume de T' (qu’on suppose atteindre ) avec le covolume de I'g. On veut
cependant obtenir une preuve pour une infinité de r, raison pour laquelle on va
rendre la comparaison avec I'y indépendante du 7, du moins pour r suffisamment
grand.

On observe facilement grace a sa définition (13.5), que la constante C(r)
tend vers 'infini pour r — oo. Ainsi pour r suffisamment grand la constante
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a(r) est supérieure a 1. Plus concrétement on vérifie que a(r) > 1 pour r > 15.
Dans ce cas on peut remplacer le facteur a(r)? par a(r)? dans (15.9) et (15.10)
sans changer la validité des inégalités. Pour des rangs suffisamment grands le
degré d = [k : Q] ne sera donc pas un probléme pour notre preuve.

D’apres le calcul d’indice (14.10) et la formule (14.7) pour le covolume de
Ag, on a la borne supérieure pour p(Go(R)/To) :

5r2—r/2 . llr—l/QC(T)2
2

H(Go®)/To) < L) TLG(23). (15.12)

()

le produit (x) dépendant également de r. Selon la discussion dans [Bel04, §4 :
p.769] on a pour tout r 'inégalité :

r—1

[I¢@i < €5 (15.13)

j=2
On peut alors utiliser les relations (4.7) et (4.8) pour obtenir l'estimation :
(¥) < Crolr) - G (2) - €'V,

La fonction s +— (i, (s) est décroissante sur s > 1, ce qui permet de remplacer
Cio () Par (1, (3) dans cette borne. Par une évaluation numérique (par exemple
sur PARI/GP) on constate qu’on a (*) < 1.7 (pour tout r > 3).

Pour r > 15 les deux discussions précédentes montrent que la comparai-
son (15.1) entre les covolumes de I' et 'y permet I'inégalité :

L e, (15:10)
S T S wGR)T) (15.14)
< wG®/T) < L5t on,

qui par des transformations élémentaires débouche sur

P, r2—r/2—2 a4
_—r < 7). o 2, 2/7‘. )
(5.111”) < (L7) 64(12) 5211 (15.15)

Ceci donne une borne supérieure pour %y, la plus mauvaise s’obtenant en posant
r = 15. Elle suffit pour voir que pour chaque r > 15 on a 7} < 5 (le discrim-
inant est un entier). Le seul corps k totalement réel qui peut respecter cette
inégalité au niveau du discriminant est k = ko (avec Zj, = 5). On peut deés lors
remplacer dans (15.14) I'inégalité (15.10) par (15.9) avec &) = 5, afin d’obtenir
une inégalité analogue & (15.15) mais impliquant 9, cette fois-ci. Elle permet
de voir avec r > 15 que Z; < 396. Selon QA0S (remarque 15.1), il existe trois
corps £ de signature (2,1) (cf. proposition 13.7) dont le discriminant est borné
par cette valeur. Mais seul ¢ = {y est une extension de k. Ainsi dans le cas
r > 15 (cocompact et r = 2m + 1), pour que I' réalise le covolume minimal
v on doit nécessairement avoir (k,f) = (ko,%y). Pour ce cas le contenu du
paragraphe §15.7 suffit a ’achévement de la démonstration.
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Remarque 15.1. Pour déterminer les possibilités pour ¢, nous interrogeons la
base de données QAOS, accessible en ligne a ’adresse :

http://qaos.math.tu-berlin.de

1l s’agit d’une base de données contenant pour chaque degré jusqu'a 7 (compris),
la liste des corps de nombres jusqu’a une valeur limite du discriminant (valeur
limite en fonction du degré). La base de données contient entre autres pour
chaque corps la valeur du discriminant (avec signe), la signature et le nombre de
classes. Des recherches peuvent notamment étre faites en spécifiant la signature
et une borne pour le discriminant. Nous aurons fréquemment recours a QA0S
dans la suite du chapitre. De telles listes de corps de nombres sont également
disponibles dans un format lisible par PARI/GP, a ladresse

http://megrez.math.u-bordeaux.fr/pub/numberfields/

Remarque 15.2. 1l est assez remarquable que la démonstration de notre théo-
reme est nettement plus aisée dans les dimensions élevées que dans les dimen-
sions basses. C’est 1a une particularité du cas arithmétique, diamétralement
opposé au cas général pour cet aspect (cf. §1.3).

§15.4 Exclusion des degrés [k : Q] élevés

Selon le paragraphe qui précede il nous reste a examiner les rangs r =
3,5,...,13. Pour ceux-ci la constante a(r) définie en (15.11) est inférieure a
1. On ne peut plus alors se débarrasser du a(r)? qui apparait dans (15.10) de
maniere aussi simple qu’en §15.3. On fait ici appel au résultat énoncé dans
[0d190, table 4], qui donne des bornes pour le discriminant %, en fonction du
degré. On a ainsi pour k totalement réel :

d= D > (6.5)°
d= D > (7.9)4
d> Dy 3)?

TAB. 15.1 — Bornes d’Odlyzko pour k totalement réel

On vérifie pour 7 = 3,5,...13 que (9.3)" ~"/2=2q(r) > 1, ce qui nous permet de
voir & partir de (15.10) que si d > 7 (cf. tableau 15.1), alors

W(GR)/T) > 3% (9.3?"24/2—2@(@)7. (15.16)

En utilisant (15.12) on voit pour chaque r = 3,5,...,13 que le covolume de T’y
est inférieur & la borne (15.16). On en déduit que pour atteindre le covolume
minimal, on doit avoir d = [k : Q] < 6.
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§15.5 Examen des 7, et ¥, possibles

Pour chaque rang r = 3,5,...,13 il reste a examiner les situations d =
2,3,4,5,6. La procédure est la suivante. La comparaison de la borne (15.10)
avec (15.12) (ou l'on peut vérifier numériquement que (x) < 1.17 pour r =
3,5,...,13) permet d’obtenir pour chaque rang r et chaque degré d =2,3,...,6
une borne supérieure pour 7. Les bornes qu’on obtient pour % sont suffisantes
pour exploiter la base de donnée QAOS. On peut pour chaque degré et chaque
rang lister les corps k totalement réel pour lequel I' peut encore espérer avoir
un covolume inférieur a celui de I'y. L’idée est d’ensuite utiliser I'inégalité (15.9)
pour trouver pour chaque r,d et &, encore possibles une borne supérieure pour
Py, qui doit nous permettre d’obtenir une liste de corps ¢ possibles, et dont on
peut obtenir la valeur hy. Le maximum de ces valeurs hy est sensiblement in-
férieur a la borne donnée par (15.8), et 'on a avantage avec cette connaissance &
revenir & l'inégalité (15.6). On applique alors la méme procédure que précédem-
ment pour borner %y, et 7, avec cette meilleure borne pour p(G(R)/T"). Pour les
casr =5,7,...,13 tout peut se faire a ’aide de QAOS, pour obtenir finalement
D, =5 et 9y = 275. Le cas r = 3 demande plus d’effort, et nous allons donc le
détailler.

Soit donc r = 3. Gréace au bornes (15.10) et (15.12) (avec (x) < 1.17) on
obtient & partir de la comparaison (15.1) pour chaque degré d = 2,...,6 une
borne supérieure pour %y, :

d=2 : 9 <22
d=3 : 9 <198;
d=4 : 2, <1778;
d=5 : 9 <15956;
d=6 : 9 <143195.

En interrogeant QAOS on obtient la liste complete des corps k totalement réel
dont le discriminant respecte la borne donnée ci-dessus. Nous donnons dans le
tableau 15.2 la liste des discriminants & de ces corps. Pour tous ces cas le
discriminant &, détermine uniquement le corps k. Pour chacun de ces degrés d,
en remplagant 2 dans (15.9) par sa plus petite valeur possible (5 pour d = 2,
49 pour d = 3, etc.), on obtient par comparaison avec la borne (15.12) une borne
supérieure pour Zy. Pour les degrés d = 2, 3 on peut vérifier avec QAOS que tous
les corps £ possibles (avec signature donnée par la proposition 13.7) possedent
un nombre de classes hy égal a 1. Mais contrairement aux cas r = 5,7,...,13,
notre liste intermédiaire de possibilités pour k contient des corps de degrés d > 4,
pour lesquels on a [¢ : Q] > 7. On sort alors des limites de la base de données
QAOS (et des bases de données disponibles pour PARI/GP).

Pour poursuivre notre preuve sans disposer d’une meilleure borne que (15.8)
pour hy, il nous est essentiel de pouvoir lister les extensions ¢|k possibles, afin
de connaitre les valeurs qui peuvent apparaitre pour hy. Or, 'extension ¢|k est
quadratique et donc abélienne, et la théorie des corps de classes [Neu99, Ch.VI]
classifie les extensions abéliennes d’un corps k fixé. Il est donc théoriquement
possible d’obtenir pour chacun des quatre corps k avec d = 4,5 du tableau 15.2,
une liste des ¢ possibles. Pour étre candidat un corps ¢ doit avoir la signature
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[k: Q] Dy,

d=2 58,12, 13,17, 21

d=3 49, 81, 148, 169

d=4 725, 1125, 1600

=5 14641
6

TAB. 15.2 — Premiere liste finie des & possibles pour r = 3

donnée par la proposition 13.7, et doit posséder un discriminant inférieur a la
borne qu’on obtient pour %, en comparant (15.9) (ou la valeur % est déter-
minée par le choix de k) avec le covolume de I'y. Les aspects algorithmiques
qui permettent une résolution concrete du probleme de lister les extensions £|k
possibles, sont expliqués dans [Coh00, Ch. 4]. Nous pouvons utiliser PARI/GP,
ol sont implémentées toutes les procédures nécessaires!, pour obtenir la liste
des corps £ possibles dans notre cas. Nous trouvons que pour le corps k de degré
d = 5, aucune extension £|k ne satisfait aux conditions. Il en est de méme pour
les deux cas quartiques 2, = 1125 et &, = 1600. 1l existe par contre pour
Dy, = 725 deux corps ¢ de signature (2, 3) respectant la borne obtenue pour %.
Ces deux corps sont donnés par les polynémes :

28— 2T+ a0 — 25t — 23 -+ 1;

a8 — 227 + 228 — 32° 4+ 32* — 323 + 222 — 22 + 1.

Toujours avec PARI/GP on peut alors controler que ces deux corps possédent
un nombre de classes hy égal a 1.

Remarque 15.3. Il vaut la peine de relever le caractére général de cette
derniere technique exposée pour obtenir une liste de corps £ possibles. En ef-
fet, a la seule exception du type ®Dy, I'extension ¢|k associée & un k-groupe
semi-simple est galoisienne et de degré au plus 3. Ainsi pour tous ces cas £|k
est une extension abélienne. Pour un corps k fixé, apres 'obtention d’une borne
supérieure pour Z; on peut en déduire une liste de ¢ possibles. Pour obtenir
une liste de corps k permettant d’atteindre une certaine valeur minimale pour
le covolume il faut par contre pouvoir exclure les cas d = [k : Q] > 7, afin de
pouvoir utiliser les bases de données de corps de nombres.

Pour toutes les possibilités restantes pour (k,¢) on a hy = 1, information
que l'on insére dans (15.6) pour obtenir une meilleure borne inférieure pour
u(G(R)/T). Ceci permet en comparant avec le covolume de T’y d’obtenir de
meilleures bornes pour %. Les possibilités sont alors réduites a 2 = 5,8,12
(pour d = 2) et 7}, = 49 (pour d = 3). Pour chacun de ces discriminants on
déduit de méme une borne pour 2, qui nous laisse finalement avec les trois
possibilités &, = 275,400,475, toutes avec k = k.

INous remercions Henri Cohen, qui en réponse & un courrier nous a éclairé sur ce point.
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§15.6 Calcul d’indice pour les derniers cas

Pour le cas r = 3 le processus d’optimisation des bornes pour 2, ne permet
pas d’exclure les possibilités 2, = 400 et &, = 475. Pour ce faire il faut calculer
pour ces cas particuliers une meilleure borne pour Uindice [I" : A] que ne donne
la proposition 13.11. Le calcul s’effectue de facon similaire a ce qui est fait
dans §14.2 pour [['g : Ag] avec r = 2m + 1.

Les données pour le calcul sont les suivantes. Les deux corps £ avec &y = 400
et 9, = 475 sont donnés par £ = kq(y/w) et £ = ko(v/B), avec

1++5
w =

5 et B=-1+2V5.

Un systéme d’unités fondamentales est donné respectivement par {\/w, 1 + /w}

et {1+\/Ev -

2

2\/5 } Ces informations permettent de calculer (de fagon tout a

fait analogue & ce qui est fait en §14.2 avec ¢y) pour chacun de ces deux cas :

HAL/() = 4

D’apres la discussion en §13.5 on peut en déduire la nouvelle borne [I' : A] <
4-4%#T qui présente une amélioration d’un facteur 1/2 par rapport a la proposi-
tion 13.11. Ceci améliore pour ces cas la borne inférieure (15.6) pour le covolume
de I, dont on peut a présent vérifier qu’il dépasse celui de T'y.

§15.7 Preuve lorsque (k, /() = (ko, {o)

On termine dans ce paragraphe la preuve du cas cocompact (k # Q) avec
r = 2m+1. Selon les paragraphes précédents, pour que le covolume I' atteigne v/}
on doit nécessairement avoir (k, ) = (ko, ). On observe alors que le covolume
de T' ne peut différer de celui de T’y que par l'indice [I' : A] et les facteurs

lambda [[,cp Ay qui apparaissent éventuellement dans le covolume de A. Plus
précisément, on considere le quotient :
pGE/T) _ [Py: dol
#(Go(R)/To) T:Al
2
- Av,s 15.1
Sl )

laborne [I" : A] < 4-4#7T se déduisant du calcul de Ay /(€5 )* (effectué en §14.2) et
de la borne (12.15) pour l'entier ¢ pour I'. Par définition, pour chaque place v €
T , le groupe G|k, n’est pas quasi-déployé et ainsi un facteur \, doit apparaitre.
En d’autres termes : T C T. Comme selon la remarque 13.9 on a A\, > 1,
I'inégalité (15.17) nous donne :

WGR)T) > 5 [T\ | #(Go(®)/To). (15.18)
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Il se trouve que les deux nombres premiers 2 et 3 sont inertes dans ’extension
ko|Q. Ainsi pour le cas k = ko, la cardinalité ¢, = [F, : Fp] (ou v|p) est toujours
plus grande que gy = 4. Pour v € T, linégalité (13.8) pour A, reste alors
valable en remplagant ¢, par 4. Avec r > 3 on obtient que A, > 18 pour tout
v e T. Cela est largement suffisant pour voir dans (15.18) que la seule situation
ou I' peut avoir un covolume inférieur ou égal a I'y est lorsque T=0 (cest la
situation de T, selon la proposition 14.2). Mais dans ce cas 'indice [I" : A] vaut
soit 2 soit 4 (méme raisonnement que pour [y : Ag]). Le covolume de A est lui
égal au covolume de Ag. Donc I' qui atteint le covolume minimal v} est pour
r = 2m+ 1 soit de méme covolume que I'y, soit de covolume deux fois plus petit
que celui de Ty (cas avec [I' : A] =4 et [y : Ag] = 2). Cela avec (13.2) achéve
la démonstration du théoreme 1.3 lorsque r = 2m + 1.

Remarque 15.4. Notre preuve montre que G doit étre un kg-groupe qui est
isomorphe a G sur chaque complété de k. Ceci permet facilement de voir que le
covolume de A est égal au covolume de Ag. Afin de voir que [I' : A] = [Ty : Ag],
il faut en plus pouvoir montrer que G est kg-isomorphe a Gy. Au vu de la
propriété singuliere donnée dans la proposition 14.2 nous pensons qu'un tel
résultat d’unicité pour Gy doit étre valable, et les auteurs de [BE] s’efforceront
de faire figurer une preuve pour ceci dans la version finale de l'article. Cela
permettrait de ramener la question de la détermination de No(r) au calcul précis
de [T'g : Agl, lequel est envisageable selon notre remarque 14.4.

Remarque 15.5. L’unicité de G proposée dans la remarque précédente ne
suffit pas a prouver I'unicité (a isométrie preés) du quotient arithmétique réalisant
le volume minimal 2. La construction du sous-groupe arithmétique I'y (et plus
généralement celle de T'™ en §12.3) contient en effet une ambiguité : en précisant
le type global du sous-groupe arithmétique principal Ag (ou A™) on ne détermine
pas ce groupe de fagon unique (il y a une infinité de sous-groupes parahoriques
d’un méme type donné). Pour prouver 'unicité du quotient réalisant v/, il faut
en plus de Punicité de G, pouvoir montrer que les images dans Isom™ (H") de
tous les sous-groupes arithmétiques de la forme de I'™ = N, ) (A™) (pour un
sous-groupe arithmétique principal A™ de covolume minimal) sont conjuguées
entre elles dans Isom™ (H"). La méthode pour aborder ce probléme apparait dans
[Bel07] (pour les dimensions paires) ; elle est basée sur le concept de nombre de
classes d’un groupe algébrique.

§15.8 Preuve du cas compact de rang pair

Nous supposons a présent que le k-groupe G est de rang r = 2m, toujours
avec k # Q. On traite donc les rangs restants pour compléter la preuve du
théoreme 1.3. Comme annoncé en début de chapitre, nous allons nous passer de
présenter en détails les éléments de preuve qui sont analogues au cas r = 2m+1.
Le cas du rang pair voit apparaitre pour r = 4 les formes trialitaires comme
possibilités de groupes admissibles pour Isom™ (H"). Notre preuve va montrer,
en fin de paragraphe, que celles-ci ne sont pas responsables pour le volume
minimal. Pour l'instant nous supposerons (pour r = 4) que G n’est pas une
forme trialitaire.
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La principale différence entre le cas r = 2m + 1 et r = 2m pour la borne
de T'indice [I" : A] (proposition 13.11) est I'apparition du facteur 2#% lorsque
r = 2m. On fait alors usage de I'inégalité :

227 < 9y, (15.19)

qu’on obtient par [Pra89, Appendix : theorem A], & 1’aide de la remarque 12.6.

Grace & ceci et & la discussion dans §15.1 pour éliminer 4~#7 on peut obtenir
une premiére borne inférieure pour p(G(R)/T') similaire & (15.6) (mais a priori
un peu moins bonne). La discussion de §15.2 pour borner hy est valable dans
le cas 7 = 2m; en particulier on peut utiliser la méme inégalité (15.8). Il en
découle pour une constante a(r) analogue a (15.11) des bornes correspondantes
a (15.9) et (15.10). Tout comme dans §15.3 on peut alors par comparaison avec
1(Go(R)/Ty) facilement prouver pour les rangs élevés (plus exactement pour
r > 16) qu’on doit avoir (k,¢) = (ko, ).

On travaille alors avec les cas r = 4,...,14. Pour chacun d’entre eux on
montre comme dans §15.4, grace & la borne d’Odlyzko ), > (6.5)% si d > 5
(cf. tableau 15.1), que le groupe G doit étre défini sur k avec d = [k : Q] < 4.
Pour chaque 7 et chaque d on utilise alors la borne inférieure pour u(G(R)/T")
impliquant 2, (resp. 2 et %) pour déduire en comparant avec le covolume de
T'y des bornes supérieures pour 7 et %,. Ces bornes sont toutes suffisantes pour
obtenir de QAOS une liste finie de possibilités pour (k,£) (avec £ qui doit avoir
la signature donnée par la proposition 13.7). Comme c’était le cas avec r = 3
pour les rangs impairs, c¢’est ici pour » = 4 que la liste est la plus étendue. Dans
cette liste on a toujours hy < 2, et I'on revient a la borne pour le covolume de T"
impliquant h, pour avoir une estimation plus précise. Ceci donne de meilleures
bornes supérieures pour %y, et Iy, écartant plusieurs possibilités pour (k,¢). En
particulier dans cette liste épurée on a hy = 1. A nouveau, en améliorant les
bornes pour Z et Py, ceci écarte plusieurs possibilités, ne laissant que k = ky,
et 9y = 275,400,475 ou 775 (pour r = 4, qui comme pour r = 3, est le cas le
plus fastidieux).

Pour tous ces quatre corps ¢ restant on a #% = 1 (on peut le voir a l'aide
du théoréme 4.22), ce qui nous permet d’éviter la borne grossiere (15.19) et
d’améliorer encore la borne supérieure pour Z,. On constate alors que pour les
cas 9y = 475 et Yy = 775, le sous-groupe I' ne peut atteindre un covolume
inférieur & celui de T'y. Pour le cas 2y = 400 on doit procéder (pour r = 4)
comme dans §15.6 au calcul de l'indice [I" : A]. On calcule que #Ao/((*)? = 2,
ce qui permet 'amélioration [I' : A] < 4-47T. Avec cela on peut exclure cette
derniere possibilité &, = 400. Ainsi on doit avoir k = kg et £ = £, pour atteindre
le covolume minimal v7.

La fin de la preuve (formes trialitaires exclues), correspondante & §15.7, est
tout a fait analogue au cas r = 2m + 1. En particulier les calculs en §14.2
montrent que la borne [T : A] < 4 - 4#T (= 2. 2#%4#7T) est également valable
pour 7 = 2m, ou 'on suppose désormais que (k, ) = (ko, o). L'inégalité (15.18)
est alors aussi respectée. On en déduit que p(G(R)/T') ne peut pas contenir de
facteurs lambda s’il atteint v, et qu’ainsi G doit étre quasi-déployé sur chaque
complété non archimédien de k. Il s’ensuit que pu(G(R)/T") est au mieux la
moitié de u(Go(R)/Ty). Les remarques 15.4 et 15.5 ont la méme pertinence ici
que pour le cas r = 2m + 1.

Il reste pour achever completement la preuve du théoréme 1.3 a exclure que
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le volume minimal v/ est atteint a 'aide de formes trialitaires. Supposons donc
que G (dont T' est supposé atteindre v7) est de type 35D,. Comme [¢ : k] = 3,
selon (15.7) on a la borne hy < 16(7/12)3?%,. De maniére tout a fait similaire
aux cas précédemment traités (en utilisant aussi I'inégalité (15.19)), on obtient
des bornes inférieures pour p(G(R)/T') analogues & (15.8) et (15.9). Il faut faire
attention d’utiliser ici I'égalité Py, = Z¢/Zp. Pour d = [k : Q] > 5 la borne
d’Odlyzko 2, > (6.5)% suffit & voir que le covolume de I'y est plus petit que
celui de T'. Pour d = 2,3 et 4 on compare u(G(R)/T) avec u(Go(R)/Ty) pour
obtenir des bornes supérieures pour 7 et %,. Pour d = 4 aucun corps ne peut
respecter la condition obtenue sur Z. Pour d = 2 et d = 3 plusieurs possibilités
de corps k apparaissent et avec 7 = 5 (pour d = 2) et ), = 49 (pour d = 3)
on obtient les plus mauvaises bornes pour % :

d=2 : 9, <445619;
d=3 : 2,<7.7-10°.

Pour exclure le cas d = 3 on utilise une borne d’Odlyzko disponible sur [Odl].
Dans ces tables, la deuxieme colonne du tableau 2 donne une borne de discrim-
inant (en fonction du degré) valable pour tout corps de nombres. Notamment
pour le degré [ : Q] = 9 on a: Z, > (6.1)°. C’est plus grand que notre borne
supérieure pour %y, ce qui exclut le cas d = 3. Pour le degré d = 2 on a
[¢: Q] = 6, ce qui permet 'utilisation de QA0S. Dans la liste des possibilités
pour ¢ qu’on obtient (avec la condition que ¢ posséde au moins un plongement
réel selon 13.7), on a toujours hy = 1. Ceci améliore la borne : 2, < 20165,
et pour celle-ci il n’existe aucun £ satisfaisant. Les sous-groupes arithmétiques
des formes trialitaires admissibles possedent donc tous un covolume supérieur a
celui de T'y.

§15.9 Preuve du cas non compact

Le cas non compact (théoréeme 1.4) est sensiblement plus simple que le cas
compact. On a en effet ici £k = Q et la preuve se réduit pour I’essentiel a prouver
que ¢ = /1. Pour le rang v = 2m + 1 avec m impair, I’apparition d’un facteur
lambda est par contre une nouveauté par rapport au cas compact. Dans ce para-
graphe le Q-groupe G est tel qu'un de ses sous-groupes arithmétiques I" atteint
le covolume minimal vj,. On rappelle (cf. point 13.3) que G est nécessairement
de la forme G = Spin; pour une forme quadratique f (définie sur Q), et que G
ne peut pas étre une forme trialitaire.

On commence par le cas le plus facile : » = 2m + 1 avec m pair (et donc
r > 5). Il S’agit dans un premier temps de prouver que £ = Q. Supposons que ce
ne soit pas le cas (i.e. G est une forme externe). La proposition 13.7 montre alors
que ¢ est un corps quadratique réel. Ainsi u(¢) = {£1} et selon (15.7) la borne
(15.8) pour hy est valable dans notre situation. Tout comme dans §15.1 on peut
utiliser I'inégalité 4~ #T& () > 1. Avec la borne pour 'indice [I" : A] < 8-4#Th,
donnée dans la proposition 13.11 et la formule (13.3) pour le covolume de A, on
obtient :

2
We®T) = e (B) e (15.20)
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La comparaison (15.1) entre le covolume de T' et celui de T'y (donné par (14.13)
et (14.16)) permet alors I'inégalité :

128 \

2 r—1
! <12) 77 < ¢ [[ @) (15.21)

Gréce a (15.13) on obtient la borne
() < C(9)C(2)e® < 2,

valable pour chaque r > 9. Pour r = 5 on calcule directement (numériquement)
que (xx) < 2. L’inégalité (15.21) (avec r > 5) donne alors la borne 2, < 2, ce
qui montre que £ = Q. Ainsi G ne peut pas étre une forme externe. On suppose
donc A présent que G est une forme interne. Il nous faut voir que T = 0.
Comme G = Sping, il y a exactement trois possibilités pour G|Q,, chacune
donnée par (14.4). En particulier si v = (p) € T, alors G |Q, ne peut étre que
I'unique forme interne non déployée. De plus le sous-groupe arithmétique I" est
supposé étre de covolume minimal, ce qui selon la proposition 12.4 implique
que les sous-groupes parahoriques qui déterminent A sont tous spéciaux. Il en
résulte que pour chaque v = (p) € Tona I'unique possibilité :

AU _ (pr — 1)(pr—1 — 1), (1522)

p+1

le calcul s’effectuant comme pour (14.14), mais avec v = (p), plutot que v = (2).
On observe avec p > 2 et 7 > 3 que 471\, > 1, et ainsi u(G(R)/T') ne peut
étre inférieur & u(G1(R)/T1) (ces deux volumes ne différant que par lindice
[ : A] < 4#7T et les facteurs lambda). Cela termine la preuve du théoréme 1.4
pour le cas r = 1(4).

On traite a présent le cas r = 2m + 1 avec m impair. Il se distingue du cas
précédent essentiellement par 'apparition dans le covolume de I'; du facteur
non trivial Ay, donné par (14.14). De plus cette fois [['1 : Aj] > 2. Ainsi dans
I'inégalité (15.21) le terme sur la droite doit étre remplacé par le produit entre
A2/2 et (xx). Comme précédemment, on peut montrer que (xx) < 2 pour tout
r > 7. Par contre ce n’est pas le cas avec r = 3, ou I'évaluation numérique nous

donne toutefois (#x) < 2.2. Le facteur lambda peut lui facilement étre borné
q4r—1/2
3

. Pour r» > 7, cela nous donne :

(%) <m0,

dont on obtient : &, < 6. Cela nous limite aux possibilités 2y = 1 et ¥y = 5. En
particulier on peut remplacer la borne pour hy par la valeur hy = 1. Ceci donne
I'amélioration &, < 4, suffisante pour prouver que G doit étre une forme interne
(i.e. £ = Q). On procede de la méme fagon pour r = 3 avec la valeur précise
A2 = 7 et la borne (x*) < 2.2. Dans ce cas la borne qu’on obtient pour %
n’est pas suffisante pour exclure le cas & = 5, qu’il nous faut examiner plus en
détail. Pour cela, on remarque que comme pour le cas r = 2m + 1 avec m pair,
si v e T alors le facteur lambda qui apparait dans la formule du covolume de T"

par Ao <
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doit étre de la forme (15.22). La aussi on peut facilement voir que 471\, > 1.
Ce qui montre (avec hy = 1) que

WG®T) > —— a7 | [ A | Lyelr) f[<< 27)

8. 4#T
UET
1 .
> 3% Y2C(r) Lyg(r) Hg2] (15.23)

Pour le cas £ = Q(v/5) (i.e. 2y = 5) et 7 = 3, nous pouvons calculer en évaluant
Lyjg(r) sur PARI/GP que cette derniere borne est supérieure au covolume de
I'y. Pour ce cas 7 = 3 on a donc aussi £ = Q. Il reste alors a voir que pour G
une forme interne, son sous-groupe arithmétique I' ne peut avoir un covolume
inférieur a celui de I';. On utilise pour cela le fait que G = Spin;. Comme G
est admissible, on calcule que linvariant de Hasse Hoo (f) & la place infinie doit
étre égale & —1. La formule du produit pour l'invariant de Hasse montre alors
que H,(f) = —1 pour au moins une place v = (p) € V;. Selon la discussion
en §14.1 (cf. également la preuve de 14.5), pour cette place le groupe G|Q, n’est
pas déployé (et donc non plus quasi-déployé : G est une forme interne). Ainsi
il apparait au moins un facteur lambda dans le covolume de T' (nécessairement
pour une place de T) Or on observe facilement que pour chaque v # (2) € T,
on a 471\, > 2Xy. Méme si [I' : A] = 4 (maximum possible selon §14.3) et
[['1 : A1] =2, on voit donc qu'un facteur lambda ailleurs qu’en v = (2) implique
un covolume plus grand que celui de I'y. Le covolume minimal est ainsi atteint
avec T = {(2)}, comme pour T';. Cela achéve le cas 7 = 2m + 1.

Soit & présent G de rang r = 2m (avec r > 4), avec comme toujours I' <
G(R) qui réalise le covolume minimal v]l.. Comme il est admissible, G doit
étre de type 2Da,,. On cherche comme d’habitude & montrer que ¢ = ¢; (ici
{1 = Q(v/=3)). D’apres la proposition 13.7 le corps £ est un corps quadratique
imaginaire. Ainsi p(¢) peut contenir plus que deux éléments. Mais c’est le cas
pour l'unique exception ¢ = Q(y/—1), pour laquelle hy = 1. En particulier
on voit a partir de (15.7) que la borne (15.8) pour h, reste correcte ici (avec
d = 2). Avec la borne pour l'indice [I" : A] donnée dans la proposition 13.11, et
I'utilisation des inégalités (15.5) et (15.19), on a :

w(GR)/T) > 614<1j> 7,72 C(r). (15.24)

Le covolume de T'; respecte lui (cf. §14.3) :

r—1

p(Gr(R)/Ty) < 237 2C(0) Lujolr) [T ¢(2). (15.25)

Jj=1

(k%)

De maniére analogue & ce qui a été fait pour () et (sx), on peut montrer que
pour chaque r > 4 on a (* **) < 2. Avec ceci la comparaison entre (15.24)
t (15.25) donne la borne %, < 13 (obtenue avec le « pire cas » r = 4). Pour
les corps ¢ possibles (on consulte par exemple QAOS), on a toujours #% = 1 et
he = 1. Ceci améliore I'inégalité (15.24), dont on tire une nouvelle borne pour
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PDy. Pour r > 6 cela suffit & montrer que 7, = 3 (i.e £ = {1). Pour r = 4,
il nous reste en plus la possibilité %, = 4. Pour ce dernier cas £ = Q(v/—1),
on calcule facilement que #A,/(£*)? = 2 (ici d’aprés la proposition 13.10 on
a A = (%), ce qui permet une amélioration d’un facteur 1/2 par rapport a la
borne générale pour [T : A] telle que donnée dans la proposition 13.11. De plus
en utilisant comme auparavant I'inégalité 4=\, > 1 (également valable ici pour
tout v € T) on obtient une borne inférieure pour x(G(R)/T) qui contient encore
le produit d’Euler Ly g(3)¢(2)¢(4)¢(6) (de maniere similaire & (15.23)). Par une
estimation numérique de cette borne (sous PARI/GP), on voit qu’avec &y = 4
le covolume de I' serait supérieur a celui de I';. On a donc également ¢ = /4
dans le cas r = 4. L’inégalité 4=\, > 35/4 (ot 35 = )\, avec r = 4 et v = (2)
selon (15.22)) permet encore de prouver qu’'avec £ = /1, le covolume minimal
v, est atteint dans un groupe G qui comme G est quasi-déployé sur chaque

nc
corps p-adique. Cela suffit a prouver le cas r = 2m du théoréeme 1.4.

Remarque 15.6. Dans les trois cas examinés notre preuve montre que si G
contient un sous-groupe I' qui atteint v}, alors G est isomorphe a G sur chaque
complété de Q. Comme G est de la forme Spin; pour une forme quadratique, le
théoréme de Hasse-Minkowski (principe de Hasse pour les formes quadratiques)
permet de voir que GG doit méme étre Q-isomorphe a G;. En particulier on a
nécessairement [I' : A] = [I'; : Ay], et donc T'; réalise bien le minimum v},..
Comme signalé dans la remarque 15.5 pour le cas compact, un tel résultat
d’« unicité » pour G ne permet pas encore de déduire 'unicité du quotient

arithmétique non compact de volume minimal.
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Liste des symboles

Aut(A,) groupe des symétries de A,, page 91

A certain sous-groupe de H!(k, C), voir équation (12.7), page 114

Ag noyau de ¢ dans A, page 115

A, - D, types classiques, page 70

C centre de G, page 93

C(G), C(G") certaine constante associée au type de G, page 97

C(r) C(G) pour le type fixé D,., voir équation (13.5), page 126

36D, types trialitaires, page 77

G groupe adjoint de G, page 30

G° groupe o(G) pour o : K — k, page 27

Ga groupe adélique de G, page 61

Goo produit des groupes G(k,) archimédiens (cf. aussi (3.4)), page 61

Gs produit des groupes G(k, ) archimédiens non compacts (cf. aussi §3.4),
page 93

G’ forme interne quasi-déployée de G, page 78

Gy forme compacte réelle de G, page 74

G° composante connexe de I'unité, page 24

Gal(K |k) groupe de Galois, page 19
H, invariant de Hasse, page 133

HY(K,G) ensemble (resp. groupe si G est abélien) de cohomologie de di-
mension 1, page 108

Isom™ (H") groupe des isométries de H" préservant l'orientation, page 15

Ly fonction L associée & lextension quadratique |k, page 50

M, notation du IF,-groupe ?;’:i dans la formule du volume, avec P, C
G(k,) parahorique, page 98

M « mauvaises places » pour le calcul de I'indice [I" : A], page 118

N¢(H) normalisateur, page 25

Nkiw norme (cf. aussi exemple 7.36), page 45

No(r) imprécision sur v, page 17

Ny(r) imprécision sur vy, page 17

SO(n, 1) groupe de Lie spécial orthogonal de signature (n, 1), page 32
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SO(n,1)
Spin(n, 1)
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Sping,, 1
T

T

Uy
V=VuUVy
W(G,T)
Wr

d(f)

S OS SsS o oo
s 8

<

4.9',q

(81,82)
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VOIH

w|v

Liste des symboles

groupe spécial orthogonal, page 23

R-groupe SO de signature (n, 1), page 32
groupe de Lie Spin de signature (n, 1), page 33
groupe des spineurs, page 31

R-groupe Spin de signature (n, 1), page 33

ensemble des places qui indicent les facteurs lambda dans la for-
mule du volume, page 99

places finies v € Z ou G|k, n’est pas quasi-déployé, page 118
groupe des unités, page 51

places (finies et infinies) d’un corps, page 57

groupe de Weyl absolu, page 68

sous-groupe du groupe de Coxeter (W, S), engendré par I C S,
page 72

points k-rationnels de X, page 21
variété X considérée sur I'extension K, page 21
centre, page 30

centralisateur, page 25

discriminant de la forme quadratique f, page 79
indice de ramification, page 49

degré d’inertie, page 49

nombre de classes, page 44

cloture algébrique du corps k, page 19

extension maximale non ramifiée, page 57

produit des k, archimédiens (cf. aussi (4.3)), page 55
complété de k par rapport a [|-||,, page 54

extension £|k associée & un k-groupe semi-simple, page 96
certain sous-groupe de £*, page 118

anneau lev L., page 54

entiers reliant #A¢ & #A,./(0*)", page 119
cardinalité de F, (v € V%), page 98

signature du corps ¢, page 123

valuation normalisée (v € V), page 58

volume hyperbolique, page 15

division de places, voir équation (5.1), page 54



Liste des symboles 161

A certain sous-groupe de L lié a A, page 118

A, AN/, page 118

AM certain sous-groupe de A contenant A, page 119
G, groupe additif, page 23

G, groupe multiplicatif, page 23

L certain sous-groupe de £*, page 118

Rypi(-) restriction des scalaires, page 27

Réllk)(Gm) noyau de Ny, dans Ry, (Gnm), page 75
V¢ espace quadratique, page 23
X =X(T) groupes des caracteres de T, page 67

h espace quadratique binaire isotrope, page 131
n espace affine sur k, page 20
AQu quotients arithmétiques orientables compacts de H", page 16
AQr. quotients arithmétiques orientables non compacts de H", page 16
Tk groupe des idéaux fractionnaires, page 44
?r;d [F,-groupe réductif associé au sous-groupe parahorique P, page 89
?i F,-groupe semi-simple associé au sous-groupe parahorique P, page 89
Nk\Q norme d’idéal, page 45
Pk groupe des idéaux fractionnaires principaux, page 44
T.X espace tangent, page 21
Z centre de G s, page 93
G groupe des classes, page 44
Dy discriminant (valeur absolue), page 47
Dok discriminant relatif, page 49
E(P) produit d’Euler dans la formule du volume, page 99
M,y notation du FF,-groupe ?;f dans la formule du volume, avec P), C

G’ (k,) parahorique, page 98
O, anneau des entiers p-adiques, page 56
Oy, anneau des entiers algébriques de k, page 43

X places finies v ou G \I;v n’est pas déployé, page 94
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]Fpa ]FU

Hn

Yo

Ay (v ET)
Hoos HS = H
Ho

Liste des symboles

anneau des adeles, page 59

anneau des adeles finis, page 60
corps Oy /p, avec v = p, page 46
corps fini a p éléments, page 56

Espace hyperbolique, page 14

algebre de Lie, page 28
entier qui sert a la description du centre C de G, page 117
division d’idéaux, page 49

certain entier associé aux types externes, page 97

diagramme de Dynkin local d’un k,-groupe, page 86
diagramme de Dynkin local sur k,, page 87

éléments de la base absolue A envoyés par j sur 0, page 75
systeme de racines par rapport a T', page 67

normalisateur de A™, page 116

sous-groupe arithmétique principal de covolume minimal (dans sa
classe de commensurabilité), page 116

sous-groupe principal associé a la collection cohérente &, voir
équation (6.6), page 64

image de &, dans Aut(A,), page 113

certaines constantes (dans Rs() déterminées par une forme de
Tamagawa, page 96

facteurs lambda dans la formule du volume, page 100
produit des mesures p, (v € Vu, resp. v € S), page 95

mesure de Haar sur G(k,) normalisée par j,(Ry, z(G)y) = 1,
page 95

groupe des racines de l'unités dans k, page 51
minimum de voly (AQ%), page 17

minimum de voly(AQL.), page 17

mesure normalisée sur k,, page 59

projection G — G, page 30

réflexion associée a la racine a, page 68
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0 =(0,) type global d’un sous-groupe arithmétique principal, page 94
wa mesure de Tamagawa, page 63
homomorphisme défini sur H!(k, C), voir équation (12.5), page 114

fonction zéta de Riemann, page 50

Ck fonction zéta associé a k, page 50
(7) symbole de Hilbert, page 132
[o] classe {0,7} d’un plongement archimédien, page 39

Il valeur absolue normalisée (v € V'), page 58
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adeles, 60

algebre de Lie, 28

anneau
des entiers algébriques, 43
des adeles, 60
des entiers p-adiques, 56
des entiers p-adiques, 57
principal, 44

appartement, 83

base, 69

caractere (d’'un tore), 67
centralisateur, 25
centre, 30
chambre, 83, 84
cléture algébrique, 19
collection cohérente, 64
commensurable, 35
complétion/complété, 54
archimédien(ne), 55
p-adique, 55
corps
p-adique, 56
p-adique, 56
de déploiement, 78
de nombres, 39
local, 56
parfait, 19
covolume, 36
critere de compacité (Godement), 37

degré d’inertie, 47, 49
diagramme de Dynkin, 69

local, 85
différentielle (application), 22
dimension (groupe algébrique), 28
discriminant (corps), 47

relatif, 49
discriminant (forme quadratique), 79

entier algébrique, 43
espace affine, 20
espace quadratique, 23
espace tangent, 21
extension de corps, 19

absolue, 48
non ramifiée, 57
relative, 48
séparable, 19
extension des scalaires, 21
extension maximale non ramifiée, 57

facteur lambda, 100

fonction L, 50

fonction zéta, 50

forme (groupe algébrique)
compacte réelle, 74
interne de, 78
interne quasi-deployée, 78
interne/externe, 77
trialitaire, 77

forme (extérieure), 63
de Tamagawa, 63

formule du produit, 58

formule du volume (Prasad), 99

graphe de Coxeter
sous-jacent, 70

groupe
adélique, 62
de Coxeter, 69, 81
de Lie semi-simple, 29
de Weyl, 68, 69
de Weyl relatif, 75
des classes (d’idéaux), 44
des idéaux fractionnaires, 44
des unités, 51
modulaire, 13

groupe algébrique, 22
absolument simple, 29
additif, 23
adjoint, 31
admissible, 41
anisotrope, 75
connexe, 24
déployé, 77
des spineurs, 31
k-simple, 29
multiplicatif, 23
(spécial) orthogonal, 23
quasi-déployé, 78
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semi-simple, 29 QAO0S, 145
simplement connexe, 31 quotient de H™, 14
non orientable, 15
homomorphisme (algébrique), 24

racine, 67
idéal rang, 68, 69, 89
fractionnaire, 44 reél, 42
principal, 44 relatif, 75
idéal premier, 46 réduction modulo p, 57
au-dessus de, 47 réseau, 36
décomposé, 50 arithmétique, 41
inerte, 49 cocompact, 36
ramifié, 47 irréductible, 40
immeuble affine, 83 restriction des scalaires, 27
indice (de Tits), 76
local, 87 schéma en groupes, 89
indice de ramification, 47, 49 signature (corps), 45
invariant de Hasse, 133 sous-groupe
isogénie, 31 algébrique, 24
d’Twahori, 82
k-fermé, 22 de Borel, 73
k-forme, 24 parabolique, 73
k-isomorphe, 24 sous-groupe arithmétique, 36, 41
irréductible, 38
mesure de Tamagawa, 63 maximal, 103
morphisme (de variétés), 20 principal, 93
mur, 83 sous-groupe parahorique, 82
hyperspécial, 88
noeud spécial, 88
hyperspécial, 88 symbole de Hilbert, 132
spécial, 88 systeme de racines, 68
nombre de classes, 44 affines, 85
nombre de Tamagawa, 63 irréductible, 69
nombre premier réduit, 69
inerte, 47 systeme de Tits, 72
ramifié, 47 affine/sphérique, 81
normalisateur, 25
norme, 45, 75 théoreme
d’un idéal, 45 90 de Hilbert, 108
d’approximation, 60
opération adjointe, 28 d’approximation forte, 62
ordre, 39 d’arithméticité (Margulis), 42
de Borel et Harish-Chandra, 37
Pari/GP, 131 de Hasse-Minkowski, 111
place, 57 de Wang, 15
plongement archimédien, 46 des unités (Dirichlet), 51
plongement matriciel, 26 théorie
points rationnels, 21 absolue/relative, 22
principe de Hasse, 111 classique/locale, 72

produit presque direct, 89 topologie de Zariski, 22
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tore, 67
anisotrope, 74
déployé, 74
déployé maximal, 75
maximal, 68

type (dans un systeme de Tits), 72

parabolique, 73
parahorique, 82
type (systéme de racines)
classique/exceptionnel, 70
type (groupe de Lie), 73
type (groupe semi-simple), 71, 77
interne/externe, 77
relatif, 75
type (systéme de racines), 69
type global, 94

unipotent, 26
unité fondamentale, 51

valeur absolue, 53

p-adique, 56

p-adique, 56

normalisée, 58
valuation normalisée, 56
variété (algébrique) affine, 20
variété produit, 20
volume hyperbolique, 15
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