Priifungsstoff Topologie
(Algebra & Geometrie 11, 2014)

Der Priifungsstoff umfasst die Vorlesungen und die Ubungsaufgaben.

Es folgt eine unvollstdndige Liste von DEFINITIONEN, Beispielen und Theoremen

aus der Topologie Vorlesung;:

SIMPLIZIALE HOMOLOGIE, RANDOPE-
RATOR

FEin-dimensionale Beispiele

Allgemeine Topologie

TOPOLOGIE, TOPOLOGISCHER RAUM,
OFFENE MENGEN, ABGESCHLOSSENE
MENGEN

STETIGE ABBILDUNGEN, HOMOOMOR-
PHISMEN, X =~ Y, OFFENE ABBIL-
DUNGEN, GESCHLOSSENE ABBILDUN-
GEN

UMGEBUNG EINES PUNKTES, BASIS
DER TOPOLOGIE, SUBBASIS, ERZEUG-
TE TOPOLOGIE, KLEINERE TOPOLO-
GIE

METRISCHE RAUME, OFFENER €-
BALL, VON DER METRIK INDUZIERTE
TOPOLOGIE

Standardtopologie auf dem R™, Klum-
pentopologie, diskrete Topologie, Teil-
raumtopologie, Produkttopologie —auf
X xY, topologische Summe X +Y

X = R, z— d(xz, A), ist stetig.

Urysohns Lemma fiir metrische

Raume.

Tietze Erweiterungslemma fiir metri-
sche Raume.

HOMOLOGIE SIMPLICIALE, OPERATEUR
DE BORD

Ezxemples en dimension un

Topologie générale

TOPOLOGIE, ESPACE TOPOLOGIQUE,

PARTIES OUVERTES, PARTIES
FERMEES
APPLICATIONS CONTINUES, HOMEO-

MORPHISMES, X =~ Y, APPLICATIONS
OUVERTES, APPLICATIONS FERMEES

VOISINAGE D’UN POINT, BASE DE LA
TOPOLOGIE, SOUS-BASE, TOPOLOGIE
ENGENDREE, TOPOLOGIE MOINS FINE

ESPACES METRIQUES, BOULE OUVER-
TE DE RAYON €, TOPOLOGIE INDUITE
PAR LA METRIQUE

topologie standard sur R™, topologie
grossiére, topologie discréte , topologie
de sous-espace, topologie produit sur
X xY, somme topologique X +Y

X > R, x> d(x, A), est continue.

Théoreme d’Urysohn pour les espaces
métriques.

Théoreme de Tietze pour les espaces
métriques.



OFFENE  UBERDECKUNG, ENDLI-
CHE TEILUBERDECKUNG, KOMPAKTE
RAUME

stetige Bilder und abgeschl. Teilmen-
gen kompakter Mengen sind kompakt
X,Y sind kompakt =— X xY, X+Y
sind kompakt

(0,1] ist nicht kompakt,
X :={0}U{L | n>1} ist kompakt

HAUSDORFFSCHE RAUME, NORMALE
RAUME, LIMES EINER FOLGE

Beispiel eines micht Hausdorffschen
Raums. Beispiel eines Hausdorffschen
Raums, der nicht normal ist.

Produkt, Summe und Teilrdume von

Hausdorffschen Raumen sind Haus-
dorffsch

metrische Rdume und diskrete Riume
sind Hausdorffsche Rdume

X Hausdorff, A C X, A kompakt —>
A abgeschlossen.

X kompakt und Hausdorff — X
normal.

Satz von Heine-Borel

f X — Y bijektiv stetig, X kompakt,
Y Hausdorff = f Homoéomorphismus

f X — R stetig, X kompakt —
f nimmt Max./Min. an

HAUFUNGSPUNKT, ISOLIERTER
PuNKT

Satz von Bolzano-Weierstrass

Lemma von Lebesgue

RECOUVREMENT OUVERT, SOUS-
RECOUVREMENT FINI, ESPACES COM-
PACTS

I’image continue et le sous-espace des
espaces compacts sont compacts

X,Y sont compacts —= X xY, X+Y
sont compacts

(0,1] n’est pas compact,
X :={0}U{L | n>1} est compact

ESPACES SEPARES, ESPACES NOR-
MAUX, LIMITE D’UNE SUITE

exemple d’espace non séparé,

exemple d’espace séparé mais pas nor-
mal.

produit, somme et sous-espace des es-
paces séparés sont séparés

espaces métriques et espaces discretes

sont séparés

X séparé, A C X fermé, A compact
= A fermé.

X compact et séparé — X nor-

mal.
Théoreme de Heine-Borel

f X — Y une bijection continue,
X compact, Y séparé = f homéo.

f: X — R continue, X compact —
f atteint ses bornes (max/min)

POINT D’ACCUMULATION7 POINT
ISOLE

Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Lemme de Lebesgue



PRODUKT- UND “B0X”-TOPOLOGIE
Satz von Tychonoff (ohne Beweis)
LOKAL KOMPAKTE RAUME

X lokal kompakt und Hausdorff —
jede Umgebung enthélt eine kompakte
Umgebung

EINPUNKTKOMPAKTIFIZIERUNG X T,
EIGENTLICHE ABBILDUNGEN

X lokal kompakt = X7T kompakt
und X ~ (X — {c0})

X, Y lokal kompakt, f: X — Y stetig.
Dann gilt: f eigentlich <= 3 stetige
Fortsetzung f*: X+ — YT

f:C=C, 2z 2F

QUOTIENTENTOPOLOGIE, QUOTIEN-
TENABBILDUNG, QUOTIENTENRAUM

X/ ~, Quotientenraum bzgl. einer
Aquivalenzrelation

reell projektive Raum RP™

Universelle Eigenschaft der Quotien-
tentopologie

B"/oB" ~ 8", C/L ~ T = S* x S,
Ankleben einer Zelle,

Y =R/~ wozx~y < xz—y€Q,
X/A, der Kegel CX von X

REGULARE RAUME
A C X abgeschlossen. Dann gilt:

X regulir = X /A Hausdorffsch
X normal = X/A normal

TOPOLOGIE PRODUIT ET DE <BOX>
Théoreme de Tychonoff (sans dém.)
ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

X localement compact et séparé —
tout voisinage contient un voisinage
compact

COMPACTIFIE D’ALEXANDROV X,
APPLICATION PROPRE

X localement compact => X 7T com-
pact et X ~ (X+ — {c0})

X, Y localement compact, f: X — Y
continue. Alors on a : f propre < f
se prolonge en une application conti-
nue fF: X+t Y+

f:C—C, z— 2F

TOPOLOGIE QUOTIENT, APPLICATION
QUOTIENT, ESPACE QUOTIENT

X/ ~, espace quotient de X par la
relation d’équivalence ~.

espace projectif reel RP™

Propriété universelle de la topologie
quotient

B"/oB" ~ 8", C/L ~ T = S* x S,
attacher une cellule,

Y =R/~ otx~y < 22—y €Q,
X/A, le come CX de X

ESPACES RECGULIERS
A C X fermé. Alors on a :

X régulier — X /A séparé
X normal = X/A normal



ABBILDUNGSZYLINDER My, ABBIL-
DUNGSKEGEL Cf

ZUSAMENHANGENDE RAUME, WEG-
ZUSAMMENHANGENDE RAUME

die zusammenhingenden Teilrdume
von R sind die Intervalle

wegzusammenhidngend =— zusam-
menhdngend
Beispiel  eines  zusammenhdngen-

den Raums, der mnicht wegzusam-
menhdngend ist

X (weg)zusammenhéngend und f ste-
tig = f(X) (weg)zusammenhéingend

X,Y (weg)zusammenhingend
X xY (weg)zusammenhingend

=
RN mit der “Box”-Topologie ist nicht
zusammenhéngend (ohne Bew.)

A C X zusammenhéingender Teilraum,
A C B C A= B zusammenhingend

A, C X zusammenhidngend und
p € Ay ¥V a = |J,As zusam-
menhéngend

ZUSAMMENHANGSKOMPONENTEN

Komponenten sind zusammenhéngend,
abgeschlossen und disjunkt

CYLINDRE DE L’APPLICATION My,
CONE DE L’APPLICATION Cf

ESPACES CONNEXES, ESPACES CONNE-
XES PAR ARCS

les parties connexes de R sont les in-
tervalles

connexe par arcs —— connexe

Ezemple d’un espace conneze,
connexe par arcs

non

X connexe (par arcs) et f continue
= f(X) connexe (par arcs)

X,Y connexes (par arcs) = X xY
connexe (par arcs)

RY  muni de la topologie de
<box> n’est pas connexe (sans dém.)

A C X sous-espace connexe, A C B C
A = B connexe

A, C X connexe et p € A, Va —
U, Ao connexe
COMPOSANTES CONNEXES

composantes connexes sont connexes,
fermées et deux a deux disjoints



Fundamentalgruppe und
Uberlagerungen

HOMOTOPIE ZWISCHEN ZWEI ABBIL-
DUNGEN f,f: X =Y, f ~ f, NULL-
HOMOTOPE ABBILDUNCEN, MENGE
DER, HOMOTOPIEKLASSEN [X, Y]

HOMOTOPIE ZWISCHEN ZWEI ABBIL-
DUNGEN VON PAAREN

ff + (X,A) — (Y,B), MENGE DER
HOMOTOPIEKLASSEN [(X, A), (Y, B)]

HomMmoTOPIE VON WEGEN, [ ~~, f
ADDITION VON WEGEN, fxg

f =p f7.(]2p§ - f*gzp f*ag,

FUNDAMENTALGRUPPE 71 (X, 2g) VON
X 7ZUM BASISPUNKT z

m1(X, 2p) ist eine Gruppe

X konvex — m(X,z0) =0
STERNFORMIGE TEILMENGE DES R"™
A sternformig = (A, x0) =0
Weg v von x( nach 1 definiert Isomor-
phismus 4 : m (X, zg) = m (X, z1),
Y, = Y =a

X wegzusammenhéngend
= m(X,20) =21 (X,21)

EINFACH ZUSAMMENH. RAUME

h:X — Y STETICG
~ h* : 7T1(X,.’£0) — Wl(Y,h(l'o)),
h~h = hy,=h.

h. Homomorphismus, id, ist die Iden-
titdt und (ko h). = ks o hy
h Hombomorphismus = h, Iso.

Groupe fondamental et
théorie des revétements

HOMOTOPIE ENTRE DEUX APPLICATI-
ONS f,f: X =Y, f~ f, APPLICATI-
ON HOMOTOPIQUEMENT NULLE, EN-
SEMBLE DES CLASSES D’EQUIVALENCE
D’HOMOTOPIE [X,Y]

HOMOTOPIE ENTRE DEUX APPLICATI-
oS f,f: (X, 4) = (Y, B),

ENSEMBLE DES CLASSES D’EQUIVALENCE
D’HOMOTOPIE [(X, A), (Y, B)]

HOMOTOPIE COMME CHEMINS, f =, f
ADDITION DE CHEMINS, f % g

f =p f7 9 =p ‘5 — f*.q =p f*.aa

GROUPE FONDAMENTAL 71(X, () DE
X BASE EN zg

7m1(X, 20) est un groupe

X convexe — m1(X,z0) =0
SOUS-ESPACE ETOILE DE R"

A étoilé = m(A,z9) =0

chemin ~ joignant zg a x; définit un
isomorph. 4 : w1 (X, z¢) = m (X, 1),
Yy = =&

X connexe par arcs
— 7T1(X,IL‘()) . 7T1(X,IL‘1)

ESPACES SIMPLEMENT CONNEXES

h: X — Y CONTINUE
~ hys i (X, w0) = (Y, h(w0)),
h~h — h, = h,

h. homomorphisme, id, est l'identité
et (koh), = k.o h,
h homeomorphisme = h, iso.



71 (St m9) = Z (der Beweis benutzt
Lemma 2.33 und Korollar 2.35)

RETRAKTION 7 : X — A, RETRAKT
AcCX

j A — X Retrakt mit Retraktion
r: X — A. Dann gilt: j. ist injektiv
und 7, ist surjektiv.

St ist kein Retrakt von B2

Fiir eine stetige Abb. h : S' — X
gilt: h null-homotop <= h kann auf
B? stetig fortgesetzt werden <= h,
ist trivial

Die Inklusion j : St — R? — {0} ist
nicht null-homotop

Zu jedem nirgends verschwindenden
Vektorfeld V' auf B? gibt es p,q € S*
mit V(p) = A-p, V(g) = p-q und
A>0, <0

Brouwerscher Fixpunktsatz fiir B2

Existenz eines positiven Eigenwertes
fiir eine (3 x 3)-Matrix mit positiven
Eintréigen

Fundamentalsatz der Algebra
UBERLAGERUNG p : E — B, Ba-
s1s, TOTALRAUM, UBERLAGERUNGS-
ABBILDUNG, BLATTER

p:R— S p(t) = (cost,sint),

Dn 2 ST = ST 2 27,

C* = C*, z+— 2"

LOKALER HOMOOMORPHISMUS

Jede Uberlagerungsabbildung ist ein
lokaler Hombomorphismus

71 (St 2) = Z (la démonstration uti-
lise le lemme 2.33 et le corollaire 2.35)

RETRACTION 7 : X — A, RETRACT
ACX

j: A= Xretract et r : X — A
une rétraction. Alors on a : j, est in-
jective et r, est surjective.

S n’est pas un retract de B2

Pour une application continue h

S' — X on a : h est homotopique-
ment nulle <= h a une extension
continue B2 — X <= h, est trivial

L’inclusion j : S* — R? — {0} n’est
pas homotopiquement nulle

Pour tout champ de vecteurs V' sur
B? sans zéro il existe p,q € S t.q.
Vip) =A-p, Vig) = p-qet A >0,
<0

Théoréme du point fixe de Brouwer
pour 53?2

Existence d’une valeur propre positive
pour une (3 x 3)-matrice dont tous les
coefficients sont positifs

Théoreme fondamental de I’algebre
REVETEMENT p E — B, Ba-
SE, ESPACE TOTAL, APPLICATION DU
REVETEMENT, FEUILLETS

p:R— St p(t) = (cost,sint),
Dt ST = ST 2 2,

C*—=C*, z+— 2"

HOMEOMORPHISME LOCAL

Tout revéetement est un homéomorphisme

local



Das Produkt von zwei Uberla.gerungen
und die Einschénkung von Uberlage-
rungen sind Uberlagerungen

R? - T =R?/7% ~ S' x S*
LirT (HOCHHEBUNG) VON WEGEN

Zu « : [a,b] — B stetig und ¢y €
p~!(a(a)) gibt es genau einen Lift &
mit der Anfangswert a(0) = e

Sei H Z x [0,1] — B stetig,
ho : Z — B stetig mit ho(z) := H(z,0)
und Eo Z — FE ein Lift von
ho : Z — B. Dann gibt es genau einen
Lift H : Z x [0,1] — E von H mit
Anfangswert H(z,0) = ho(z)

a, 5 :[0,1] — B homotop, o ~,, 3, und
a,f :[0,1] — E Lifts von «, 8 mit glei-
(0).

chem Anfangswert, d.h. @(0) =
Dann gilt: @(1) = 4(1) und a ~, 5.

T (E, e0) 5 w1 (B, bo) ist injektiv.

CHARAKTERISTISCHE UNTERGRUPPE
EINER UBERLAGERUNG

Sei F (Z,z9) — (B,by) stetig.
Hat F einen Lift (Z,z0) — (F,eo)
in der Uberlagerung p : (E,eq) —
(B, by), so ist Fi(m1(Z, z9)) Untergrup-
pe der charakteristischen Untergruppe.
Fiir Z wegzusammenhédngend gibt es
hochstens einen Lift (Z, z0) — (E, ep).

LOKAL WEGZUSAMMENHANGEND
Beispiel eines wegzusammenhdngen-

den Raums, der nicht lokal wegzusam-
menhdngend ist

Le produit de deux revétement et
la restriction du revétement sont
revétements

R? —» T =R?/7% ~ S' x S*
RELEVEMENT (RELEVE) DES CHEMINS

Pour « [a,b] — B continue et
ep € p~!(af(a)) il existe un relevé uni-
que & avec valeur initiale a(0) = eq

Soit H Z x 10,1 — B conti-
nue, hg Z — B continue avec
ho(z) := H(z,0) et hg : Z — E un
relevé de ho : Z — B. Alors il existe
un relevé unique H : Z x [0,1] — E de
H avec valeur initiale H (z,0) = ho(z)

a,:[0,1] — B homotop, o ~, 3, et
&, :[0,1] — E relevés de a, B avec la
méme valeur initiale, a(0) = 3(0).
Alors on a : (1) = B(1) et @ ~, .

m1(E, e0) & w1 (B, bo) est injectif.

SOUS-GROUPE CARACTERISTIQUE DE
REVETEMENT

Soit F : (Z,z0) — (B,by) continue.
Si F admet un relevé (Z, z0) — (E, eg)
dans le revétement p (E,e0) —
(B, bg), alors Fi(m1(Z, z0)) est un sous-
groupe de sous-groupe caractéristique.
Pour Z connexe par arcs il existe au
plus un relevé (Z, zg) — (E, ep).

LOCALEMENT CONNEXE PAR ARCS

Ezxemple d’un espace connexe par arcs
mais non localement connexe par arcs



Ist Z wegzusammenhéngend und lokal
wegzusammenhéngend, dann gilt:

F hat Lift F': (Z,z9) — (F,ep) in der
Uberlagerung <= F.(m1(Z,2)) C
pe(m1(B, o)

ISOMORPHISMUS ZWISCHEN ZWEI
UBERLAGERUNGEN E % B unp

E' % B, DECKTRANSFORMATION,
GRUPPE D DER DECKTRANSFORMA-
TIONEN

Fiir F, E' wegzusammenhingend und
lokal wegzusammenhéngend gilt:

Es gibt einen Iso. ® : F — E’ mit
D(eg) = e —

p«(m1(E, €0)) = pl(mi (£, €5))

E — B Uberlagerung, E wegzu-
sammenhingend und lokal wegzusam-
menhéngend, eg,e9 € E mit p(ey) =
p(€p). Dann gilt:
Es gibt ¢ € D mit ¢(eg) = €

€o )

pu(mi(E, e0)) = pu(mi(E,

p:E— Bundp' : E' — B’ Uberlage-
rungen, E,E’ wegzusammenhingend
und lokal wegzusammenhingend, ey €
E,e; € E' mit p(eg) = p'(ey) =: bo.
Dann gilt:

Es gibt Isomorphismus ® : £ — FE’
(nicht notwendig ey — e¢)) <=
po(mi(E, co)) und g, (mi(E',€})) sind
in 7 (B, by) konjugiert.

e

Isomorphieklassen — von — wegzusam-
menhéngenden Uberlagerungen der S*

Sei F — B eine Uberlagerung, E weg-
zusammenhéngend = D operiert
frei auf E.

EIGENTLICH
OPERATIONEN

DISKONTINUIERLICHE

Soit Z connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Alors on a :
F admet un relevé F : (Z,z9) —

(E,ep) dans le revétement =
F* (ﬂ-l(Zv ZO)) C P« (’/Tl (Ev 60))
ISOMORPHISME ENTRE DEUX

REVETEMENTS E 5 B BT E' & B,
TRANSFORMATION DE DECK, GROUPE
D DE TRANSFORMATIONS DE DECK

Pour E, E’ connexes par arcs et loca-
lement, connexes par arcs on a :

Il existe un iso. ® : E — E’ avec
D(eg) = e —

ps(mi(E, e0)) = pl(m(E', ep))

E — B un revétement, F connexe
par arcs et localement connexe par ar-
cs, €g, €9 € E avec p(eg) = p(ép). Alors
on a :

11 existe ¢ € D avec p(eg) = €y <~
P+ (771 (Ea 60)) = P= (7‘[’1 (E7 éO))

p: E — Betp : E — B deux
revétements, F, E’ connexes par arcs
et localement connexes par arcs, eg €
E,ey € E' avec p(ey) = p'(ey) =: bo.
Alors on a :

1l existe un isomorphisme ® : £ — E’
(pas nécessairement ey — e) <=
pe(mi(E,e0) et pl(m(F,eh) sont
conjugués dans (B, by).

classes d’isomorphie de revétements
connezes du cercle St

Soit E — B un revétement, F connexe
par arcs — l'operation de D sur F
est libre.

OPERATION PROPREMENT DISCONTI-
NUE



E — B Uberlagerung, E wegzusam-
menhéngend == D operiert eigent-
lich diskontinuierlich auf E.

Ist £ wegzusammenhédngend und lo-
kal wegzusammenhéngend. Ist G eine
Gruppe von Homdoomorphismen, die
auf F eigentlich diskontinuierlich ope-
riert, so ist p : E — B := E/G eine
Uberlagerung. (ohne Beweis)

Operation von Z auf R, Operation von
Z/nZ auf S*.

UNIVERSELLE UBERLACGERUNG
SEMILOKAL EINFACH ZUSAM-
MENHANGENDER RAUM

Sei B wegzusammenhéngend, lokal
wegzusammenhéngend und semilokal
einfach zusammenhéngend und sei
by € B (Basispunkt). Dann gilt:

1) B besitzt eine universelle Uberlage-
rung.

2) Firr jede Untergruppe H C
71(B,by) gibt es eine Uberlagerung
p: (E,eq) — (B,by) mit charakteristi-
scher Untergruppe H.

(nur Beweisidee)

Sei G := m(B,by) und H charak-
teristische Untergruppe einer Uberla-
gerung mit wegzusammenhingendem
und lokal wegzusammenhéingendem
Totalraum. Dann ist die Gruppe der
Decktransformationen D isomorph zur
Quotientengruppe Ng(H)/H. (ohne
Beweis)

FE — B revétement, E connexe par ar-
cs = D opere de fagon proprement
discontinument sur E.

Soit E connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Si G est un grou-
pe d’homomorphismes qui opere pro-
prement discontinument sur E, alors
p: E — B:= E/G est un revétement.
(sans dém.)

Operation de Z sur R, Operation de
Z/nZ sur S*.

REVETEMENT UNIVERSEL
ESPACE SEMI-LOCALEMENT SIMPLE-
MENT CONNEXE

Soit B connexe par arcs, localement
connexe par arcs et soit by € B (point
de base). Alors on a :

1) B admet un revétement universel.
2) Pour tout sous-groupe H C
m1(B,bg) il existe un revétement p :
(E,eq) — (B,bg) t.q. le groupe ca-
ractéristique est égal a H.

(seulement 'idée de la démonstration)

Soit G = m(B,by) et soit H
le sous-groupe caractéristique d’un
revétement avec espace total conne-
xe par arcs et localement connexe par
arcs. Alors, le groupe de transformati-
ons de Deck D est isomorph & groupe
quotient Ng(H)/H. (sans dém.)



Differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten

n-DIMENSIONALE TOPOLOGISCHE
MANNIGFALTIGKEIT, KARTE, ATLAS,
KARTENWECHSEL
DIFFERENZIERBARER ATLAS, DIFFE-
RENZIERBARE STRUKTUR, DIFFEREN-
ZIERBARE MANNIGFALTIGKEIT

R™, U C R"™ offene Teilmenge, Sphdre
S", Torus T? := R?/Z? sind differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten

die topologische Summe wvon n-
dimensionalen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten ist eine n-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit,

das Produkt von zwei differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten ist eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit, offene Teil-
mengen von differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten sind differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten

DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN
ZWISCHEN DIFFERENZIERB. MANNIG-
FALTIGKEITEN, DIFFEOMORPHISMEN

jede Mannigfaltigkeit M ist lokal kom-
pakt, lokal weg-zusammenhéngend,
semilokal einfach zusammenhingend
und es gilt:

M zusammenhingend <= M weg-
zusammenhingend

AQUIVALENZ VON KURVEN, TANGEN-
TIALVEKTOREN, TANGENTIALRAUM
T,M, DIFFERENTIAL ¢, EINER DIF-
FERENZIERBAREN ABBILDUNG ¢

UcCR™"offen,pcU = T,U =R™
(kanonischer Isomorphismus), das Dif-
ferential von Karten induziert auf
dem Tangentialraum T,M eine Vek-
torraumstruktur

10

Variétés différentielles

VARIETE TOPOLOGIQUE DE DIMENSI-
ON n, CARTE, ATLAS, CHANGEMENT

DE CARTES

ATLAS DIFFERENTIEL, STRUC-
TURE DIFFERENTIELLE, VARIETE
DIFFERENTIELLE

R™ U C R"™ ouvert, sphére S™, to-
re T? := R2/Z? sont des variétés
différentielles

la somme topologique des wvariétés
différentielles de dimension n est une
variété différentielle de dimension n,

le  produit des deur  wvariétés
différentielles  est  une  wvariété
différentielle, chaque ouvert d’une

variété différentielle est une wvariété
différentielle

APPLICATIONS DIFFERENTIABLES
ENTRE VARIETES DIFFERENTIELLES,
DIFFEOMORPHISMES

chaque variété est localement com-
pact, localement connexe par arcs,
semi-localement simplement connexe
et on a :

M connexe <= M connexe par arcs

RELATION D’EQUIVALENCE DES COUR-
BES, VECTEURS TANGENT, L’ESPACE
TANGENT T,M, DIFFERENTIELLE o,
D’UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE

P

U CR™ouvert, pc U = T,U =
R™  (isomorphisme canonique), en
utilisant les différentielles des cartes
I'espace tangent T,M est un espace
vectoriel



s wird lokal in Karten durch die
Jacobi-Matrix beschrieben

FUNKTIONSKEIME,  DERIVATIONEN,
VEKTORRAUM DER DERIVATIONEN
Der, M,

DAS DIFFERENTIAL @, IST EINE AB-
BILDUNG ZWISCHEN DERIVATIONEN

(0/31’17 ..
Der,R™

.,0/0x,,) ist eine Basis von

© : T,M — Der,M ist ein Isomor-
phismus von Vektorrdumen

REGULARE WERTE

Urbild jedes reguldren Wertes ist ei-
ne differenzierbare Mannigfaltigkeiten,
Lemma von Sard (beides ohne Beweis)

TANGENTIALBUNDEL T M

TR™, TU fir U offene Teilmenge des
R™,

TM ist 2m-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit

k-FACH LINEARE UND ALTERNIEREN-
DE k-LINEARE FORMEN FUR EINEN
m~-DIMENSIONALEN VEKTORRAUM V|
Altk(V)

det st alternierende m-Form

KOMPONENTEN EINER ALTERNIEREN-
DEN k-FORM BZGL. EINER BASIS

AltkE (V) ist ein reeller Vektorraum der
Dimension ()

k
PULLBACK ODER ZURUCKGEHOLTE
(ALTERNIERENDE) k-FORM f*(w) FUR
HoMOMORPHISMUS f:V — W
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Localement la différentielle ¢, est re-
présenté par la matrice jacobienne

GERMES, DERIVATIONS, ESPACE VEC-
TORIEL DES DERIVATIONS Der, M,

LA DIFFERENTIELLE @4« EST UNE AP-
PLICATION ENTRE DERIVATIONS

(0/0z1,...,0/0x,,) est une base de
Der,R™

© : T,M — Der,M est un isomor-
phisme d’espace vectoriel

VALEURS REGULIERES

pré-image de toute valeur réguliere est
une variété différentielle, Lemme de
Sard (sans dém.)

FIBRE TANGENT TM

TR™, TU pour U un ouvert de R™.

TM est une variété différentielle de di-
mension 2m

FORME k-LINEAIRE ET FORME k-
LINEAIRE ALTERNEE POUR UN ES-
PACE VECTORIEL V DE DIMENSION
m, Alt*(V)

det est une m-forme alternée

COMPOSANTES DE FORME k-LINEAIRE
ALTERNEE PAR RAPPORT A UNE BASE

Altk (V) est un espace vectoriel réel
de dimension ('}')

k
PULL-BACK f*(w) D'UNE k-FORME w
POUR UN HOMOMORPHISME f : V —
W, f*: Alth(W) — Altk(V)



DIFFERENTIALFORMEN VOM GRAD k
AUF M (k-FORMEN AUF M), QF(M)

PULL-BACK f* : QF(N) — QF(M)
FUR DIFFB. ABBILDUNG f: M — N

AUSSERE ABLEITUNG d : Q°(M) —
QM)

Berechnung ker(d : Q°(M) — Q' (M))

AUSSERES (ODER DACH-)PRODUKT
A VON ALTERNIERENDEN FORMEN

FEigenschaften von A

AUSSERES (ODER DACH-)PRODUKT
A VON DIFFERENTIALFORMEN

AUSSERE ABLEITUNG dy @ QF(M) —
QF+L(M)), pE RHAM KOMPLEX

axiomatische Beschreibung der &us-
seren Ableitung, dy; o dpy =0

EXAKTE UND GESCHLOSSENE k-
FOrRMEN, k-TE DE RHAM KoOHOMO-
LOGIE HX, (M)

de Rham Kohomologie wvon einem
Punkt, von R und von S*

BETTIZAHLEN, RINGSTRUKTUR AUF
H*(M)

de Rham Kohomologie von Flichen
(ohne Bew.)
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FORMES DIFFERENTIELLES DE DEGRE
k sur M, QF(M)

PULL-BACK f*: QF(N) — QF(M)
POUR UNE APPL. DIFF. f: M — N

DIFFFjRENTIELLE DES FORMES d
QO(M) — Q'(M)

calcul de ker(d : Q°(M) — QY (M))

PRODUIT EXTERIEUR A DES FORMES
ALTERNEES

propriétés de A

PRODUIT EXTERIEUR A DES FORMES
DIFFERENTIELLES

DIFFERENTIELLE djps QF (M) —
QF+1(M)), COMPLEXE DE DE RHAM

caractérisation axiomatique de
différentielle des formes, dp; o dys =0

FORMES EXACTES ET FORMES
FERMEES, k-IEME ESPACE VECTORIEL
DE DE RHAM COHOMOLOGIE H%, (M)

de Rham cohomologie d’un point, de
R et de St

NOMBRES DE BETTI,
D’ANNEAU SUR H*(M)

STRUCTURE

de Rham cohomologie des surfaces
(sans dém.)



