
Prüfungsstoff Geometrie

(Algebra & Geometrie II, 2022)

Der Prüfungsstoff umfasst die Vorlesungen und die Übungsaufgaben.

Es folgt eine unvollständige Liste vonDefinitionen, Beispielen und Theoremen
Vorlesung:

Simpliziale Homologie, Randope-
rator

Ein-dimensionale Beispiele

Allgemeine Topologie

Topologie, topologischer Raum,
offene Mengen, abgeschlossene
Mengen

stetige Abbildungen, Homöomor-
phismen, X ≈ Y , offene Abbil-
dungen, geschlossene Abbildun-
gen

Umgebung eines Punktes, Basis
der Topologie, Subbasis, erzeug-
te Topologie, kleinere Topolo-
gie

metrische Räume, offener ϵ-
Ball, von der Metrik induzierte
Topologie

Standardtopologie auf dem Rn, Klum-
pentopologie, diskrete Topologie, Teil-
raumtopologie, Produkttopologie auf
X × Y , topologische Summe X + Y

X → R, x 7→ d(x,A), ist stetig.

Urysohns Lemma für metrische
Räume.

Tietze Erweiterungslemma für metri-
sche Räume.

homologie simpliciale, opérateur
de bord

Exemples en dimension un

Topologie générale

Topologie, espace topologique,
parties ouvertes, parties
fermées

applications continues, homéo-
morphismes, X ≈ Y , applications
ouvertes, applications fermées

voisinage d’un point, base de la
topologie, sous-base, topologie
engendrée, topologie moins fine

espaces métriques, boule ouver-
te de rayon ϵ, topologie induite
par la métrique

topologie standard sur Rn, topologie
grossière, topologie discrète , topologie
de sous-espace, topologie produit sur
X × Y , somme topologique X + Y

X → R, x 7→ d(x,A), est continue.

Théorème d’Urysohn pour les espaces
métriques.

Théorème de Tietze pour les espaces
métriques.
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offene Überdeckung, endli-
che Teilüberdeckung, kompakte
Räume

stetige Bilder und abgeschl. Teilmen-
gen kompakter Mengen sind kompakt
X,Y sind kompakt =⇒ X×Y,X+Y
sind kompakt

(0, 1] ist nicht kompakt,
X := {0} ∪ { 1

n | n ≥ 1} ist kompakt

Hausdorffsche Räume, normale
Räume, Limes einer Folge

Beispiel eines nicht Hausdorffschen
Raums. Beispiel eines Hausdorffschen
Raums, der nicht normal ist.

Produkt, Summe und Teilräume von
Hausdorffschen Räumen sind Haus-
dorffsch

metrische Räume und diskrete Räume
sind Hausdorffsche Räume

X Hausdorff, A ⊂ X, A kompakt =⇒
A abgeschlossen.

X kompakt und Hausdorff =⇒ X
normal.

Satz von Heine-Borel

f : X → Y bijektiv stetig, X kompakt,
Y Hausdorff ⇒ f Homöomorphismus

f : X → R stetig, X kompakt =⇒
f nimmt Max./Min. an

Häufungspunkt, isolierter
Punkt

Satz von Bolzano-Weierstrass

Lemma von Lebesgue

recouvrement ouvert, sous-
recouvrement fini, espaces com-
pacts

l’image continue et le sous-esp. fermé
des espaces compacts sont compacts
X,Y sont compacts =⇒ X×Y,X+Y
sont compacts

(0, 1] n’est pas compact,
X := {0} ∪ { 1

n | n ≥ 1} est compact

espaces séparés, espaces nor-
maux, limite d’une suite

exemple d’espace non séparé,
exemple d’espace séparé mais pas nor-
mal.

produit, somme et sous-espace des es-
paces séparés sont séparés

espaces métriques et espaces discrètes
sont séparés

X séparé, A ⊂ X, A compact =⇒ A
fermé.

X compact et séparé =⇒ X nor-
mal.

Théorème de Heine-Borel

f : X → Y une bijection continue,
X compact, Y séparé ⇒ f homéo.

f : X → R continue, X compact =⇒
f atteint ses bornes (max/min)

point d’accumulation, point
isolé

Théorème de Bolzano-Weierstrass

Lemme de Lebesgue
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Produkt- und “Box”-Topologie

Satz von Tychonoff (ohne Beweis)

lokal kompakte Räume

X lokal kompakt und Hausdorff =⇒
jede Umgebung enthält eine kompakte
Umgebung

Einpunktkompaktifizierung X+,
eigentliche Abbildungen

X lokal kompakt =⇒ X+ kompakt
und X ≈ (X+ − {∞})

X,Y lokal kompakt, f : X → Y stetig.
Dann gilt: f eigentlich ⇐⇒ ∃ stetige
Fortsetzung f+ : X+ → Y +

f : C → C, z 7→ zk

Quotiententopologie, Quotien-
tenabbildung, Quotientenraum

X/ ∼, Quotientenraum bzgl. einer
Äquivalenzrelation

reell projektive Raum RPn

Universelle Eigenschaft der Quotien-
tentopologie

B̄n/∂B̄n ≈ Sn, C/L ≈ T = S1 × S1,
Ankleben einer Zelle,
Y := R/ ∼, wo x ∼ y ⇐⇒ x−y ∈ Q,
X/A, der Kegel CX von X

reguläre Räume

A ⊂ X abgeschlossen. Dann gilt:
X regulär =⇒ X/A Hausdorffsch
X normal =⇒ X/A normal

topologie produit et de ≪box≫

Théorème de Tychonoff (sans dém.)

espaces localement compacts

X localement compact et séparé =⇒
tout voisinage contient un voisinage
compact

compactifié d’Alexandrov X+,
application propre

X localement compact =⇒ X+ com-
pact et X ≈ (X+ − {∞})

X,Y localement compact, f : X → Y
continue. Alors on a : f propre ⇐⇒ f
se prolonge en une application conti-
nue f+ : X+ → Y +

f : C → C, z 7→ zk

topologie quotient, application
quotient, espace quotient

X/ ∼, espace quotient de X par la
relation d’équivalence ∼.

espace projectif réel RPn

Propriété universelle de la topologie
quotient

B̄n/∂B̄n ≈ Sn, C/L ≈ T = S1 × S1,
attacher une cellule,
Y := R/ ∼, où x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q,
X/A, le cône CX de X

espaces réguliers

A ⊂ X fermé. Alors on a :
X régulier =⇒ X/A séparé
X normal =⇒ X/A normal
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Abbildungszylinder Mf , Abbil-
dungskegel Cf

zusamenhängende Räume, weg-
zusammenhängende Räume

die zusammenhängenden Teilräume
von R sind die Intervalle

wegzusammenhängend =⇒ zusam-
menhängend

Beispiel eines zusammenhängen-
den Raums, der nicht wegzusam-
menhängend ist

X (weg)zusammenhängend und f ste-
tig ⇒ f(X) (weg)zusammenhängend

X,Y (weg)zusammenhängend =⇒
X × Y (weg)zusammenhängend

RN mit der “Box”-Topologie ist nicht
zusammenhängend (ohne Beweis)

A ⊂ X zusammenhängender Teilraum,
A ⊂ B ⊂ Ā ⇒ B zusammenhängend

Aα ⊂ X zusammenhängend und
p ∈ Aα ∀ α =⇒

⋃
α Aα zusam-

menhängend

Zusammenhangskomponenten

Komponenten sind zusammenhängend,
abgeschlossen und disjunkt

Hawaiischer Ohrring, GLn(R)

cylindre de l’application Mf ,
cône de l’application Cf

espaces connexes, espaces conne-
xes par arcs

les parties connexes de R sont les in-
tervalles

connexe par arcs =⇒ connexe

Exemple d’un espace connexe, non
connexe par arcs

X connexe (par arcs) et f continue
⇒ f(X) connexe (par arcs)

X,Y connexes (par arcs) =⇒ X × Y
connexe (par arcs)

RN muni de la topologie de
≪box≫ n’est pas connexe (sans dém.)

A ⊂ X sous-espace connexe, A ⊂ B ⊂
Ā ⇒ B connexe

Aα ⊂ X connexe et p ∈ Aα ∀ α =⇒⋃
α Aα connexe

composantes connexes

composantes connexes sont connexes,
fermées et deux à deux disjoints

Oreilles hawäınenne, GLn(R)
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Fundamentalgruppe und
Überlagerungen

Homotopie zwischen zwei Abbil-
dungen f, f̃ : X → Y , f ≃ f̃ , null-
homotope Abbildungen, Menge
der Homotopieklassen [X,Y ]

Homotopie zwischen zwei Abbil-
dungen von Paaren
f, f̃ : (X,A) → (Y,B), Menge der
Homotopieklassen [(X,A), (Y,B)]

Homotopie von Wegen, f ≃p f̃
Addition von Wegen, f ⋆ g

f ≃p f̃ , g ≃p g̃ =⇒ f ⋆ g ≃p f̃ ⋆ g̃,

Fundamentalgruppe π1(X,x0) von
X zum Basispunkt x0

π1(X,x0) ist eine Gruppe

X konvex =⇒ π1(X,x0) = 0

sternförmige Teilmenge des Rn

A sternförmig =⇒ π1(A, x0) = 0

Weg γ von x0 nach x1 definiert Isomor-
phismus γ̂ : π1(X,x0) → π1(X,x1),
γ ≃p α =⇒ γ̂ = α̂

X wegzusammenhängend
=⇒ π1(X,x0) ∼= π1(X,x1)

Einfach zusammenh. Räume

h : X → Y stetig
⇝ h∗ : π1(X,x0) → π1(Y, h(x0)),

h ≃ ĥ =⇒ h∗ = ĥ∗

h∗ Homomorphismus, id∗ ist die Iden-
tität und (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗
h Homöomorphismus =⇒ h∗ Iso.

Groupe fondamental et
théorie des revêtements

homotopie entre deux applicati-
ons f, f̃ : X → Y , f ≃ f̃ , applicati-
on homotopiquement nulle, en-
semble des classes d’équivalence
d’homotopie [X,Y ]
homotopie entre deux applicati-
ons f, f̃ : (X,A) → (Y,B),
ensemble des classes d’équivalence
d’homotopie [(X,A), (Y,B)]

homotopie comme chemins, f ≃p f̃
addition de chemins, f ⋆ g

f ≃p f̃ , g ≃p g̃ =⇒ f ⋆ g ≃p f̃ ⋆ g̃,

groupe fondamental π1(X,x0) de
X basé en x0

π1(X,x0) est un groupe

X convexe =⇒ π1(X,x0) = 0

sous-espace étoilé de Rn

A étoilé =⇒ π1(A, x0) = 0

chemin γ joignant x0 à x1 définit un
isomorph. γ̂ : π1(X,x0) → π1(X,x1),
γ ≃p α =⇒ γ̂ = α̂

X connexe par arcs
=⇒ π1(X,x0) ∼= π1(X,x1)

espaces simplement connexes

h : X → Y continue
⇝ h∗ : π1(X,x0) → π1(Y, h(x0)),

h ≃ ĥ =⇒ h∗ = ĥ∗

h∗ homomorphisme, id∗ est l’identité
et (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗
h homeomorphisme =⇒ h∗ iso.
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π1(S
1, x0) ∼= Z (der Beweis benutzt

Lemma 2.33 und Korollar 2.35)

Retraktion r : X → A, Retrakt
A ⊂ X

j : A ↪→ X Retrakt mit Retraktion
r : X → A. Dann gilt: j∗ ist injektiv
und r∗ ist surjektiv.

S1 ist kein Retrakt von B̄2

Für eine stetige Abb. h : S1 → X
gilt: h null-homotop ⇐⇒ h kann auf
B̄2 stetig fortgesetzt werden ⇐⇒ h∗
ist trivial

Die Inklusion j : S1 → R2 − {0} ist
nicht null-homotop

Zu jedem nirgends verschwindenden
Vektorfeld V auf B̄2 gibt es p, q ∈ S1

mit V (p) = λ · p, V (q) = µ · q und
λ > 0, µ < 0

Brouwerscher Fixpunktsatz für B̄2

Existenz eines positiven Eigenwertes
für eine (3 × 3)-Matrix mit positiven
Einträgen

Fundamentalsatz der Algebra

Überlagerung p : E → B, Ba-
sis, Totalraum, Überlagerungs-
abbildung, Blätter

p : R → S1, p(t) = (cos 2πt, sin 2πt),
pn : S1 → S1, z 7→ zn,
C∗ → C∗, z 7→ zn

lokaler Homöomorphismus

Jede Überlagerungsabbildung ist ein
lokaler Homöomorphismus

π1(S
1, x0) ∼= Z (la démonstration uti-

lise le lemme 2.33 et le corollaire 2.35)

rétraction r : X → A, retract
A ⊂ X

j : A ↪→ X retract et r : X → A
une rétraction. Alors on a : j∗ est in-
jective et r∗ est surjective.

S1 n’est pas un retract de B̄2

Pour une application continue h :
S1 → X on a : h est homotopique-
ment nulle ⇐⇒ h a une extension
continue B̄2 → X ⇐⇒ h∗ est trivial

L’inclusion j : S1 → R2 − {0} n’est
pas homotopiquement nulle

Pour tout champ de vecteurs V sur
B̄2 sans zéro il existe p, q ∈ S1 t.q.
V (p) = λ · p, V (q) = µ · q et λ > 0,
µ < 0

Théorème du point fixe de Brouwer
pour B̄2

Existence d’une valeur propre positive
pour une (3× 3)-matrice dont tous les
coefficients sont positifs

Théorème fondamental de l’algèbre

revêtement p : E → B, ba-
se, espace total, application du
revêtement, feuillets

p : R → S1, p(t) = (cos 2πt, sin 2πt),
pn : S1 → S1, z 7→ zn,
C∗ → C∗, z 7→ zn

homéomorphisme local

Tout revêtement est un homéomorphisme
local
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Das Produkt von zwei Überlagerungen
und die Einschänkung von Überlage-
rungen sind Überlagerungen

R2 → T = R2/Z2 ≈ S1 × S1

Lift (Hochhebung) von Wegen

Zu α : [a, b] → B stetig und e0 ∈
p−1(α(a)) gibt es genau einen Lift α̃
mit der Anfangswert α̃(0) = e0

Sei H : Z × [0, 1] → B stetig,
h0 : Z → B stetig mit h0(z) := H(z, 0)

und h̃0 : Z → E ein Lift von
h0 : Z → B. Dann gibt es genau einen
Lift H̃ : Z × [0, 1] → E von H mit

Anfangswert H̃(z, 0) = h̃0(z)

α, β : [0, 1] → B homotop, α ≃p β, und

α̃, β̃ : [0, 1] → E Lifts von α, β mit glei-

chem Anfangswert, d.h. α̃(0) = β̃(0).

Dann gilt: α̃(1) = β̃(1) und α̃ ≃p β̃.

π1(E, e0)
p∗→ π1(B, b0) ist injektiv.

charakteristische Untergruppe
einer Überlagerung

Sei F : (Z, z0) → (B, b0) stetig.
Hat F einen Lift (Z, z0) → (E, e0)
in der Überlagerung p : (E, e0) →
(B, b0), so ist F∗(π1(Z, z0)) Untergrup-
pe der charakteristischen Untergruppe.
Für Z wegzusammenhängend gibt es
höchstens einen Lift (Z, z0) → (E, e0).

lokal wegzusammenhängend

Beispiel eines wegzusammenhängen-
den Raums, der nicht lokal wegzusam-
menhängend ist

Le produit de deux revêtement et
la restriction du revêtement sont
revêtements

R2 → T = R2/Z2 ≈ S1 × S1

relèvement (relevé) des chemins

Pour α : [a, b] → B continue et
e0 ∈ p−1(α(a)) il existe un relevé uni-
que α̃ avec valeur initiale α̃(0) = e0

Soit H : Z × [0, 1] → B conti-
nue, h0 : Z → B continue avec
h0(z) := H(z, 0) et h̃0 : Z → E un
relevé de h0 : Z → B. Alors il existe
un relevé unique H̃ : Z × [0, 1] → E de

H avec valeur initiale H̃(z, 0) = h̃0(z)

α, β : [0, 1] → B homotop, α ≃p β, et

α̃, β̃ : [0, 1] → E relevés de α, β avec la

même valeur initiale, α̃(0) = β̃(0).

Alors on a : α̃(1) = β̃(1) et α̃ ≃p β̃.

π1(E, e0)
p∗→ π1(B, b0) est injectif.

sous-groupe caracteristique de
revêtement

Soit F : (Z, z0) → (B, b0) continue.
Si F admet un relevé (Z, z0) → (E, e0)
dans le revêtement p : (E, e0) →
(B, b0), alors F∗(π1(Z, z0)) est un sous-
groupe de sous-groupe caractéristique.
Pour Z connexe par arcs il existe au
plus un relevé (Z, z0) → (E, e0).

localement connexe par arcs

Exemple d’un espace connexe par arcs
mais non localement connexe par arcs
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Ist Z wegzusammenhängend und lokal
wegzusammenhängend, dann gilt:
F hat Lift F̃ : (Z, z0) → (E, e0) in der
Überlagerung ⇐⇒ F∗(π1(Z, z0)) ⊂
p∗(π1(E, e0))

Isomorphismus zwischen zwei
Überlagerungen E

p→ B und

E′ p′

→ B, Decktransformation,
Gruppe D der Decktransforma-
tionen

Für E,E′ wegzusammenhängend und
lokal wegzusammenhängend gilt:
Es gibt einen Iso. Φ : E → E′ mit
Φ(e0) = e′0 ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) = p′∗(π1(E

′, e′0))

E → B Überlagerung, E wegzu-
sammenhängend und lokal wegzusam-
menhängend, e0, ẽ0 ∈ E mit p(e0) =
p(ẽ0). Dann gilt:
Es gibt φ ∈ D mit φ(e0) = ẽ0 ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) = p∗(π1(E, ẽ0))

p : E → B und p′ : E′ → B′ Überlage-
rungen, E,E′ wegzusammenhängend
und lokal wegzusammenhängend, e0 ∈
E, e′0 ∈ E′ mit p(e0) = p′(e′0) =: b0.
Dann gilt:
Es gibt Isomorphismus Φ : E → E′

(nicht notwendig e0 7→ e′0) ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) und p′∗(π1(E

′, e′0)) sind
in π1(B, b0) konjugiert.

Isomorphieklassen von wegzusam-
menhängenden Überlagerungen der S1

Sei E → B eine Überlagerung, E weg-
zusammenhängend =⇒ D operiert
frei auf E.

eigentlich diskontinuierliche
Operationen

Soit Z connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Alors on a :
F admet un relevé F̃ : (Z, z0) →
(E, e0) dans le revêtement ⇐⇒
F∗(π1(Z, z0)) ⊂ p∗(π1(E, e0))

Isomorphisme entre deux

revêtements E
p→ B et E′ p′

→ B,
transformation de Deck, groupe
D de transformations de Deck

Pour E,E′ connexes par arcs et loca-
lement connexes par arcs on a :
Il existe un iso. Φ : E → E′ avec
Φ(e0) = e′0 ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) = p′∗(π1(E

′, e′0))

E → B un revêtement, E connexe
par arcs et localement connexe par ar-
cs, e0, ẽ0 ∈ E avec p(e0) = p(ẽ0). Alors
on a :
Il existe φ ∈ D avec φ(e0) = ẽ0 ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) = p∗(π1(E, ẽ0))

p : E → B et p′ : E′ → B′ deux
revêtements, E,E′ connexes par arcs
et localement connexes par arcs, e0 ∈
E, e′0 ∈ E′ avec p(e0) = p′(e′0) =: b0.
Alors on a :
Il existe un isomorphisme Φ : E → E′

(pas nécessairement e0 7→ e′0) ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) et p′∗(π1(E

′, e′0)) sont
conjugués dans π1(B, b0).

classes d’isomorphie de revêtements
connexes du cercle S1

Soit E → B un revêtement, E connexe
par arcs =⇒ l’operation de D sur E
est libre.

operation proprement disconti-
nue
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E → B Überlagerung, E wegzusam-
menhängend =⇒ D operiert eigent-
lich diskontinuierlich auf E.

Ist E wegzusammenhängend und lo-
kal wegzusammenhängend. Ist G eine
Gruppe von Homöomorphismen, die
auf E eigentlich diskontinuierlich ope-
riert, so ist p : E → B := E/G eine
Überlagerung. (ohne Beweis)

Operation von Z auf R, Operation von
Z/nZ auf S1.

universelle Überlagerung
semilokal einfach zusam-
menhängender Raum

Sei B wegzusammenhängend, lokal
wegzusammenhängend und semilokal
einfach zusammenhängend und sei
b0 ∈ B (Basispunkt). Dann gilt:
1) B besitzt eine universelle Überlage-
rung.
2) Für jede Untergruppe H ⊂
π1(B, b0) gibt es eine Überlagerung
p : (E, e0) → (B, b0) mit charakteristi-
scher Untergruppe H.
(nur Beweisidee)

Sei G := π1(B, b0) und H charak-
teristische Untergruppe einer Überla-
gerung mit wegzusammenhängendem
und lokal wegzusammenhängendem
Totalraum. Dann ist die Gruppe der
Decktransformationen D isomorph zur
Quotientengruppe NG(H)/H. (ohne
Beweis)

E → B revêtement, E connexe par ar-
cs =⇒ D opère de façon proprement
discontinument sur E.

Soit E connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Si G est un grou-
pe d’homomorphismes qui opère pro-
prement discontinument sur E, alors
p : E → B := E/G est un revêtement.
(sans dém.)

Operation de Z sur R, Operation de
Z/nZ sur S1.

revêtement universel
espace semi-localement simple-
ment connexe

Soit B connexe par arcs, localement
connexe par arcs et soit b0 ∈ B (point
de base). Alors on a :
1) B admet un revêtement universel.
2) Pour tout sous-groupe H ⊂
π1(B, b0) il existe un revêtement p :
(E, e0) → (B, b0) t.q. le groupe ca-
ractéristique est égal à H.
(seulement l’idée de la démonstration)

Soit G := π1(B, b0) et soit H
le sous-groupe caractéristique d’un
revêtement avec espace total conne-
xe par arcs et localement connexe par
arcs. Alors, le groupe de transformati-
ons de Deck D est isomorph à groupe
quotient NG(H)/H. (sans dém.)
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Differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten

n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit, Karte, Atlas,
Kartenwechsel
differenzierbarer Atlas, diffe-
renzierbare Struktur, differen-
zierbare Mannigfaltigkeit

Rn, U ⊂ Rn offene Teilmenge, Sphäre
Sn, Torus T 2 := R2/Z2 sind differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten
die topologische Summe von n-
dimensionalen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten ist eine n-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit,
das Produkt von zwei differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten ist eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit, offene Teil-
mengen von differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten sind differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten

differenzierbare Abbildungen
zwischen differenzierb. Mannig-
faltigkeiten, Diffeomorphismen

jede Mannigfaltigkeit M ist lokal kom-
pakt, lokal weg-zusammenhängend,
semilokal einfach zusammenhängend
und es gilt:
M zusammenhängend ⇐⇒ M weg-
zusammenhängend

Äquivalenz von Kurven, Tangen-
tialvektoren, Tangentialraum
TpM , Differential φ∗ einer dif-
ferenzierbaren Abbildung φ

U ⊂ Rm offen, p ∈ U =⇒ TpU ∼= Rm

(kanonischer Isomorphismus), das Dif-
ferential von Karten induziert auf
dem Tangentialraum TpM eine Vek-
torraumstruktur

Variétés différentielles

Variété topologique de dimensi-
on n, carte, atlas, changement
de cartes
atlas différentiel, struc-
ture différentielle, variété
différentielle

Rn, U ⊂ Rn ouvert, sphère Sn, to-
re T 2 := R2/Z2 sont des variétés
différentielles
la somme topologique des variétés
différentielles de dimension n est une
variété différentielle de dimension n,
le produit des deux variétés
différentielles est une variété
différentielle, chaque ouvert d’une
variété différentielle est une variété
différentielle

applications différentiables
entre variétés différentielles,
difféomorphismes

chaque variété est localement com-
pact, localement connexe par arcs,
semi-localement simplement connexe
et on a :
M connexe ⇐⇒ M connexe par arcs

relation d’équivalence des cour-
bes, vecteurs tangent, l’espace
tangent TpM , différentielle φ∗
d’une application différentiable
φ

U ⊂ Rm ouvert, p ∈ U =⇒ TpU ∼=
Rm (isomorphisme canonique), en
utilisant les différentielles des cartes
l’espace tangent TpM est un espace
vectoriel
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Eigenschaften des Differentials

φ∗ wird lokal in Karten durch die
Jacobi-Matrix beschrieben

Funktionskeime, Derivationen,
Vektorraum der Derivationen
DerpM ,
das Differential φ∗ ist eine Ab-
bildung zwischen Derivationen

(∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm) ist eine Basis von
DerqRm

Θ : TpM → DerpM ist ein Isomor-
phismus von Vektorräumen

reguläre Werte

Urbild jedes regulären Wertes ist ei-
ne differenzierbare Mannigfaltigkeiten,
Lemma von Sard (beides ohne Beweis)

Tangentialbündel TM

TRm, TU für U offene Teilmenge des
Rm.

TM ist 2m-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit

k-fach lineare und alternieren-
de k-lineare Formen für einen
m-dimensionalen Vektorraum V ,
Altk(V )
det ist alternierende m-Form

Komponenten einer alternieren-
den k-Form bzgl. einer Basis

Altk(V ) ist ein reeller Vektorraum der
Dimension

(
m
k

)
pullback oder zurückgeholte
(alternierende) k-Form f∗(ω) für
Homomorphismus f : V → W

Propriétés de la différentielle

Localement la différentielle φ∗ est re-
présenté par la matrice jacobienne

Germes, dérivations, espace vec-
toriel des dérivations DerpM ,

la différentielle φ∗ est une ap-
plication entre dérivations

(∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm) est une base de
DerqRm

Θ : TpM → DerpM est un isomor-
phisme d’espace vectoriel

valeurs régulières

pré-image de toute valeur régulière est
une variété différentielle, Lemme de
Sard (sans dém.)

Fibré tangent TM

TRm, TU pour U un ouvert de Rm.

TM est une variété différentielle de di-
mension 2m

forme k-linéaire et forme k-
linéaire alternée pour un es-
pace vectoriel V de dimension
m, Altk(V )
det est une m-forme alternée

composantes de forme k-linéaire
alternée par rapport à une base

Altk(V ) est un espace vectoriel réel
de dimension

(
m
k

)
pull-back f∗(ω) d’une k-forme ω
pour un homomorphisme f : V →
W , f∗ : Altk(W ) → Altk(V )
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Differentialformen vom Grad k
auf M (k-Formen auf M), Ωk(M)

pull-back f∗ : Ωk(N) → Ωk(M)
für diffb. Abbildung f : M → N

äussere Ableitung
d : Ω0(M) → Ω1(M)

Berechnung ker(d : Ω0(M) → Ω1(M))

äusseres (oder Dach-)Produkt
∧ von alternierenden Formen

Eigenschaften von ∧, v∗µ1
∧ . . . ∧ v∗µk

,
1 ≤ µ1 < . . . < µk ≤ m, bilden eine
Basis von Altk(V )

äusseres (oder Dach-)Produkt
∧ von Differentialformen

äussere Ableitung dM : Ωk(M) →
Ωk+1(M), de Rham Komplex

axiomatische Beschreibung der äus-
seren Ableitung, dM ◦ dM = 0

exakte und geschlossene k-
Formen, k-te de Rham Kohomo-
logie Hk

dR(M)

äusseres Produkt ∧ von Kohomologie-
klassen ist wohldefiniert, Eigenschaf-
ten

Eigenschaften des pull-back
Hk

dR(N) → Hk
dR(M), [ω] 7→ [f∗(ω)]

de Rham Kohomologie von einem
Punkt, von R und von S1

AUSBLICK:
Integration von Formen und
Satz von Stokes

formes différentielles de degré
k sur M , Ωk(M)

pull-back f∗ : Ωk(N) → Ωk(M)
pour une appl. diff. f : M → N

différentielle extérieure
d : Ω0(M) → Ω1(M)

calcul de ker(d : Ω0(M) → Ω1(M))

produit extérieur ∧ des formes
alternées

propriétés de ∧, v∗µ1
∧ . . . ∧ v∗µk

,
1 ≤ µ1 < . . . < µk ≤ m, forment
une base de Altk(V )

produit extérieur ∧ des formes
différentielles

dérivée extérieure dM : Ωk(M) →
Ωk+1(M), complexe de de Rham

caractérisation axiomatique de la
dérivée extérieure, dM ◦ dM = 0

formes exactes et formes
fermées, k-ième espace vectoriel
de de Rham cohomologie Hk

dR(M)

produit extérieur ∧ des classes de co-
homologie est bien défini, propriétés

Propriétés de pull-back
Hk

dR(N) → Hk
dR(M), [ω] 7→ [f∗(ω)]

de Rham cohomologie d’un point, de
R et de S1

PERSPECTIVE :
Intégration des formen et
Thm. de Stokes
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