
Informationen zur mündlichen Prüfung
Algebra/Geometrie

Der Prüfungsstoff umfasst die Vorlesungen, die Übungsaufgaben (exercices)
und die Anwesenheitsaufgaben (exercices de présence).

Hier eine unvollständige Liste von Definitionen, Beispielen und Theoremen
aus den Vorlesungen Algebra/Geometrie II:

Mengentheoretische Topologie

Topologie, topologischer Raum,
offene Mengen, abgeschlossene Mengen,
stetige Abbildungen, Homöomorphismen, X ≈ Y
offene Abbildungen, geschlossene Abbildungen,
Umgebung eines Punktes,
Basis der Topologie, Subbasis der Topologie,
kleinere Topologie
Erzeugen von Topologien (= kleinste Topologie, die eine gege-
bene Menge von Teilmengen enthält)

Metrische Räume, Standardtopologie auf dem Rn,
Klumpentopologie, diskrete Topologie,
Teilraumtopologie,
Topologie: U ⊂ X offen ⇐⇒ U = ∅ oder X − U endlich.

Produkttopologie auf X × Y , topologische Summe X + Y

Für einen metrischen Raum (X, d) ist die Abb. X → R, x 7→ d(x,A), stetig.
Urysohns Lemma für metrische Räume.
Tietze Erweiterungslemma für metrische Räume.

Hausdorffsche Räume, normale Räume,
Limes einer Folge

Beispiel eines nicht Hausdorffschen Raums,
Beispiel eines Hausdorffschen Raums, der nicht normal ist.

Produkt, Summe und Teilräume von Hausdorffschen Räumen sind Haus-
dorffsch.

Metrische Räume und diskrete Räume sind Hausdorffsche Räume.

offene Überdeckung, Teilüberdeckung, kompakte Räume

Stetige Bilder und abgeschl. Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.
X, Y kompakt =⇒ X × Y,X + Y kompakt.
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(0, 1] ist nicht kompakt, X := {0} ∪ { 1
n
| n ≥ 1} ist kompakt.

X Hausdorff, A ⊂ X, A kompakt =⇒ A abgeschlossen.
Satz von Heine-Borel (Beschreibung kompakter Teilmengen des Rn)
f : X → Y bij. stetig, X kompakt, Y Hausd. ⇒ f Homöom.
f : X → R stetig, X kompakt ⇒ f nimmt Max./Min. an.

Häufungspunkt, isolierter Punkt

Satz von Bolzano-Weierstrass
Lemma von Lebesgue

Produkt- und Box-Topologie für
∏
Xα

Satz von Tychonoff (ohne Beweis)

lokal kompakt

X lokal komp., Hausdorff ⇒ jede Umgebung enthält eine komp. Umgebung.

Einpunktkompaktifizierung X+, eigentliche Abbildungen

X lokal kompakt =⇒ X+ kompakt und X ≈ (X+ − {∞}).
X, Y lokal kompakt, f : X → Y stetig. Dann gilt: f eigentlich ⇐⇒ ∃ stetige
Fortsetzung f+ : X+ → Y +.

f : C → C, z 7→ zk

Quotiententopologie, Quotientenabbildung, Quotientenraum

X/ ∼, Quotientenraum bzgl. einer Äquivalenzrelation
Der reell projektive Raum RP n.

Universelle Eigenschaft der Quotiententopologie

X/A, B̄n/∂B̄n ≈ Sn, Ankleben einer Zelle
Y := R/ ∼, wobei x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q
Kegel CX von X

Es gilt: CSn ≈ B̄n+1.
A ⊂ X abgeschlossen. Dann gilt X regulär =⇒ X/A Hausdorffsch und es
gilt X normal =⇒ X/A normal.

Abbildungszylinder Mf , Abbildungskegel Cf

zusammenhängende Räume, wegzusammenhängende Räume

Die zusammenhängenden Teilräume von R sind die Intervalle.
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wegzusammenhängend =⇒ zusammenhängend

Beispiel eines zusammenhängenden Raums, der nicht wegzusammenhängend
ist.

X (weg)zusammenhängend und f stetig ⇒ f(X) (weg)zusammenhängend.
X, Y (weg)zusammenhängend =⇒ X × Y (weg)zusammenhängend.
RN versehen mit der Box-Topologie ist nicht zusammenhängend.
A ⊂ X zusammenhängender Teilraum, A ⊂ B ⊂ Ā⇒ B zusammenhängend.
Aα ⊂ X zusammenhängend, p ∈ Aα ∀ α =⇒

⋃
αAα zusammenhängend.

Zusammenhangskomponenten

Komponenten sind zusammenhängend, abgeschlossen und disjunkt.
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Fundamentalgruppe und Überlagerungen

Homotopie zwischen Abbildungen f, f̃ : X → Y , f ' f̃ ,
Homotopie zwischen Abbildungen f, f̃ : (X,A) → (Y,B),
Menge der Homotopieklassen [(X,A), (Y,B)],
Homotopie von Wegen, f 'p f̃
Addition von Wegen, f ? g.

f 'p f̃ , g 'p g̃ =⇒ f ? g 'p f̃ ? g̃,

π1(X, x0) Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt x0

π1(X, x0) ist eine Gruppe.

X konvex =⇒ π1(X, x0) = 0.

sternförmige Teilmenge des Rn

A sternförmig =⇒ π1(X, x0) = 0.
γ Weg von x0 nach x1 definiert Isomorphismus γ̂ : π1(X, x0) → π1(X, x1),
γ 'p α =⇒ γ̂ = α̂

X einfach zusammenhängend

h : X → Y stetig =⇒ h∗ : π1(X, x0) → π1(Y, h(x0)) Homomorphismus,
id∗ ist die Identität und (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗,
h Homöomorphismus =⇒ h∗ Isomorphismus.
π1(S

1, x0) ∼= Z

Retraktion, Retrakt

j : A ↪→ X Retrakt mit Retraktion r : X → A. Dann gilt: j∗ injektiv
und r∗ surjektiv.
S1 ist kein Retrakt von B̄2.
Für eine stetige Abb. h : S1 → X gilt: h null-homotop ⇐⇒ h kann auf B̄2

stetig fortgesetzt werden ⇐⇒ h∗ ist trivial.
Die Inklusion j : S1 → R2 − {0} ist nicht null-homotop.
Zu einem nirgends verschwindenden Vektorfeld V auf B̄2 gibt es p, q ∈ S1

mit V (p) = λ · p, V (q) = µ · q und λ > 0, µ < 0.
Brouwerscher Fixpunktsatz für B̄2

Existenz eines pos. EW für eine (3× 3)-Matrix mit positiven Einträgen
Fundamentalsatz der Algebra

Überlagerungsabbildung p : E → B, Überlagerung, Blätter

Überlagerungen sind z.B. p : R → S1, p(t) = (cos t, sin t), pn : S1 → S1,
z 7→ zn oder C∗ → C∗, z 7→ zn (C → C, z 7→ zn, ist keine Überlagerung).
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Die Überlagerungsabbildung ist ein lokaler Homöomorphismus.
Produkte von Überlagerungen sind Überlagerungen,
die Einschänkung einer Überlagerung ist eine Überlagerung,

R2 → T = R2/Z2 ≈ S1 × S1 ist eine Überlagerung.

Lift (Hochhebung) eines Weges

Zu α : [a, b] → B stetig und e0 ∈ p−1(α(a)) gibt es genau einen Lift α̃
mit der Anfangsbedingung α̃(0) = e0.

Sei H : Z × [0, 1] → B stetig und h̃0 : Z → E ein Lift von h0 : Z → B,

h0(z) := H(z, 0). Dann gibt es genau einen Lift H̃ : Z × [0, 1] → E mit

Anfangsbedingung H̃(z, 0) = h̃0(z).

α, β : [0, 1] → B und α̃, β̃ : [0, 1] → E Lifts von α, β mit gleicher Anfangsbe-

dingung, d.h. α̃(0) = β̃(0). Dann gilt: α 'p β =⇒ α̃(1) = β̃(1).
p∗ : π1(E, e0) → π1(B, b0) ist injektiv.

charakteristische Untergruppe einer Überlagerung
lokal wegzusammenhängend

Beispiel eines wegzusammenhängenden Raums, der nicht lokal wegzusam-
menhängend ist.

Sei F : (Z, z0) → (B, b0) stetig. Hat F einen Lift (Z, z0) → (E, e0) in der
Überlagerung p : (E, e0) → (B, b0), so ist der Lift eindeutig.
Ist Z wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend, dann gilt:
F hat einen Lift in der Überlagerung ⇐⇒ F∗(π1(Z, z0)) ⊂ p∗(π1(E, e0)).

Isomorphismus zwischen zwei Überlagerungen E
p→ B und E ′ p′

→ B

Es gibt Iso. Φ : (E, e0) → (E ′, e′0) ⇐⇒ p∗(π1(E, e0)) = p′∗(π1(E
′, e′0)).

Decktransformation, D Gruppe der Decktransformationen

E → B Überlagerung, E wegzusammenhängend =⇒ D operiert frei auf
E.

G operiert eigentlich diskontinuierlich auf dem Raum X

E → B Überlagerung, E wegzusammenhängend =⇒ D operiert eigent-
lich diskontinuierlich auf E.

E → B Überlagerung,E wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend
e0, ẽ0 ∈ E mit p(e0) = p(ẽ0). Dann gilt: Es gibt ϕ ∈ D mit ϕ(e0) = ẽ0 ⇐⇒
p∗(π1(E, e0)) = p∗(π1(E, ẽ0)).

5



(Ohne Beweis): IstE wegzusammenhängend und lokal wegzusammenhängend
und ist G eine diskrete Gruppe, die auf E eigentlich diskontinuierlich ope-
riert, so ist p : E → B := E/G eine Überlagerung.

universelle Überlagerung
semilokal einfach zusammenhängend

Sei B wegzusammenhängend, lokal wegzusammenhängend und semilokal ein-
fach zusammenhängend und sei b0 ∈ B ein Basispunkt. Dann gilt:
1) B besitzt eine universelle Überlagerung.
2) Für jede UntergruppeH ⊂ π1(B, b0) gibt es eine Überlagerung p : (E, e0) →
(B, b0) mit charakteristischer Untergruppe H (ohne Beweis).
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Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, Karte, Atlas,
Kartenwechsel
differenzierbarer Atlas, differenzierbare Struktur, differen-
zierbare Mannigfaltigkeit

Rn, U ⊂ Rn offene Teilmenge, Sphäre Sn, Torus T 2 := R2/Z2 sind diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeiten.
Die topologische Summe von n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit,
das Produkt von zwei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit,
offene Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten sind differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten.

differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, Dif-
feomorphismen

Der reell projektive Raum RP n, differenzierbare Struktur auf dem homöomor-
phen Bild einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit

Jede Mannigfaltigkeit M ist lokal kompakt, lokal wegzusammenhängend, se-
milokal einfach zusammenhängend und es gilt:
M zusammenhängend ⇐⇒ M wegzusammenhängend.

Äquivalenz von Kurven, Tangentialvektoren, Tangentialraum
TpM , Differential ϕ∗ einer differenzierbaren Abb. ϕ : M → N

U ⊂ Rm offen p ∈ U =⇒ TpU ∼= Rm (kanonischer Isomorphismus)
Das Differential von Karten induziert auf den Tangentialräumen TpM , p ∈
M , eine Vektorraumstruktur.

Äquivalenzklassen von Funktionskeimen,
Vektorraum der Derivationen DpM ,
das Differential ϕ∗ von ϕ als Abbildung zwischen Derivationen

(∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm) ist eine Basis von DqRm.
TpM ∼= DpM und der Isomorphismus ist verträglich mit dem Differential ϕ∗
(es gibt ein kommutatives Diagramm).
ϕ∗ lässt sich in lokalen Karten durch die Jacobimatrix beschreiben.

ϕ : x 7→
∑
x2

i als Abbildung auf Rm oder auf Sm−1, die Höhenfunktion
(x1, x2, x3) 7→ x3 auf S2

Submersionen, Immersionen, Einbettungen,
reguläre Punkte, reguläre Werte,
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differenzierbare Untermannigfaltigkeiten, Kodimension

Lemma von Sard (ohne Beweis)

Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten sind differenzierbare Mannigfaltig-
keiten.

Urbilder regulärer Werte sind Untermannigfaltigkeiten oder leer (Konsequenz
aus dem Satz über inverse Funktionen).

ϕ : Rm → R, x 7→
∑
x2

i , Höhenfunktion auf S2, orthogonale Gruppe O(n)

Tangentialbündel, Normalenbündel ν(N)

q reg. Wert von ϕ : M → Z, N := ϕ−1(q) =⇒ ϕ∗ : νp(N)
∼=→ TqZ.
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Differentialformen und de Rham Kohomologie

alternierende k-Formen für einen n-dimensionalen Vektorraum
V , Altk(V ),
pullback oder zurückgeholte alternierende Form f ∗(ω),
Komponenten einer alternierenden k-Form bzgl. einer Basis

Alternierende 1-Formen sind Linearformen,
det ist alternierende n-Form (n = dimV ).

Altk(V ) ist ein reeller Vektorraum der Dimension
(

n
k

)
Differentialformen vom Grad k auf M (kurz: k-Formen auf M),
Ωk(M),
f : M → N differenzierbar induziert pullback Abbildung f ∗ :
Ωk(N) → Ωk(M),
Differential (oder äussere Ableitung) d : Ω0(M) → Ω1(M)

Berechnung von ker(d : Ω0(M) → Ω1(M))

Dach- (oder wedge-)Produkt ∧ von alternierenden Formen und
von Differentialformen

Eigenschaften von ∧

äussere (oder Cartan-)Ableitung d : Ωk(M) → Ωk+1(M)), de Rham
Komplex

Axiomatische Beschreibung der äusseren Ableitung (siehe Theorem 4.19)
Natürlichkeit der äusseren Ableitung (d(f ∗(ω)) = f ∗(d(ω)))

exakte und geschlossene k-Formen (Koränder und Kozykel), k-
te de Rham Kohomologie Hk

dR(M), kte Bettizahl, de Rham Koho-
mologie H∗

dR(M), Dachprodukt auf H∗
dR(M), pullback f ∗ : H∗

dR(N) →
H∗

dR(M)

Dachprodukt ist bilinear und graduiert kommutativ,
H∗

dR(M) ist ein graduiert kommutativer Ring mit 1,
f ∗ : H∗

dR(N) → H∗
dR(M) ist ein Ringhomomorphismus,

id∗ ist die Identität, (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗.

de Rham Kohomologie von einem Punkt, von l Punkten, von R, (a, b) oder S1

Märchenstunde: Orientierung einer Mannigfaltigkeit, Volumenform, Integra-
tion von n-Formen, Mannigfaltigkeiten mit Rand, Satz von Stokes, Poincaré-
Dualität, π1(M)ab endlich =⇒ b1(M) = 0, de Rham Kohomologie von S2.
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