
Informationen zur mündlichen Prüfung
Algebra/Geometrie

Der Prüfungsstoff umfasst die Vorlesungen, die Übungsaufgaben (exercices)
und die Anwesenheitsaufgaben (exercices de présence).

Hier eine unvollständige Liste von Definitionen, Beispielen und Theoremen
aus den Vorlesungen Algebra/Geometrie I:

Gruppentheorie

Gruppen, Monoide, abelsche Gruppen, Untermonoide, Unter-
gruppen, zyklische Gruppen

(Z, +), Z → Z/nZ, symmetrische Gruppe Sn und alternierende Gruppe An,
Automorphismengruppen, Symmetriegruppen, Diedergruppe
nZ ⊂ Z, Q>0 ⊂ R∗, SO(n) ⊂ GLn(R), An ⊂ Sn

Beschreibung von Gruppen durch Erzeuger und Relationen, Grup-
pentafel

Homomorphismus, Epi- , Mono-, Isomorphismus

det, sgn, Konjugation, Vektorraumhomomorphismen, Projektion Z→ Z/nZ,
SO(2) ∼= S1 ∼= R/Z

Kartesisches Produkt von Gruppen

Ordnung eines Gruppe ord(G), Ordnung eines Elements ord(g)

Links- und Rechtsnebenklassen, Index (G : H) von H in G

G ist disjunkte Vereinigung der Nebenklassen gH.

Theorem von Lagrange
Die Ordnung einer Elements teilt die Gruppenordnung.
ord(G) Primzahl =⇒ G zyklisch.

Normalteiler, Faktorgruppen
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G/H Gruppe ⇐⇒ xH = Hx ∀ x ⇐⇒ H Normalteiler.

Universelle Eigenschaft der Faktorgruppe
Drei Isomorphiesätze und Korollare

Gruppenoperationen G×M → M

Operation von GLn(K) auf Kn, Operation von Sn, Operation von G auf G
durch Links-, Rechtsmultiplikation, oder durch Konjugation, Operation von
SL2(R) auf der oberen Halbebene H

Orbit/Bahn, Stabilisator/Isotropiegruppe, Fixpunkte

Stabilisatoren sind Untergruppen, M ist disjunkte Vereinigung der Orbiten

Operation von S1 auf C, Operation von GLn(C) auf M(n×n,C) durch Kon-
jugation, Beziehung zur Jordan-Normalform, Operation von O(n) auf den
symmetrischen Matrizen

Normalisator, Zentralisator, Zentrum

Bahnengleichung und Klassengleichung

p-Gruppen

ord(G) = pn > 0 =⇒ Zentrum von G ist nicht trivial.
ord(G) = pn =⇒ |M | ≡ |MG| mod p.
Theorem von Cauchy
G endliche p-Gruppe ⇐⇒ ord(G) = pn.

p-Sylowgruppen

Sylowgruppen von S3, von Z/pqZ, von endlichen abelschen Gruppen und von
p-Gruppen

G endl. Gruppe, U eine p-Untergruppe =⇒ (NG(U) : U) ≡ (G : U) mod p.
Die drei Sylow-Sätze und Korollare
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ord(G) = pq, p > q Primzahlen und q - p− 1 =⇒ G zyklisch.

ord(G) = 15 oder ord(G) = 33 =⇒ G ist zyklisch.

einfache Gruppen

ord(G) = p2q, p 6= q Primzahlen =⇒ G ist nicht einfach.

Symmetrische Gruppe Sn, Signum sgn, alternierende Gruppe An,
Inversionen, Transpositionen, r-Zykel

Theorem von Cayley
Für n ≥ 3 ist An die Menge aller Produkte von 3-Zykeln.

Kommutator [a, b], Kommutatorgruppe [G,G], perfekte Gruppen,
Normalreihe von G, Faktoren, auflösbare Gruppen, Gk

[G, G] ist normal in G und G/[G,G] ist abelsch.
N normal in G und G/N abelsch =⇒ [G,G] ⊂ N .
G auflösbar ⇐⇒ Gk = {e} für ein k.

S1, S2, A2, S3, A3, Normalreihe für S3, [A4, A4] = V4 (=Kleinsche Vie-
rergruppe), Normalreihen für A4 und für S4.

Weitere Beispiele auflösbarer Gruppen: abelsche Gruppen, p-Gruppen, ord(G) =
pq, p, q Primzahlen.

Theorem von Burnside: (ohne Beweis) ord(G) = pa · qb =⇒ G auflösbar.
Theorem von Feit-Thompson: (ohne Bew.) ord(G) ungerade =⇒ G auflösbar.
Bilder und Untergruppen von auflösbaren Gruppen sind auflösbar.
Sn, An sind für n ≥ 5 nicht auflösbar.
An ist für n 6= 4 einfach.
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Ringtheorie

Ringe, kommutative Ringe, Einselement, Ringe mit 1

Körper, Z, 2Z, Z/nZ, M(n× n,R), Produkt von zwei Ringen, Map(X, R),
R := {a + b · √2 | a, b ∈ Q}

Gruppe der Einheiten R∗, Nullteiler, Integritätsring,
Unterring, Ringerweiterung, Charakteristik char(R)

Einheiten in Z/nZ für n < 9

R Integritätsring =⇒ char(R) = 0 oder char(R) = p, p Primzahl.
char(R) = p =⇒ (x + y)p = xp + yp (Frobenius-Homomorphismus)

Von nun an sind alle Ringe kommutativ mit 1!

Potenzreihenring RN, Polynomring R[x], Grad eines Polynoms,
normiertes Polynom

Euklidischer Algorithmus

Euklidischer Algorithmus für f = [2]x3+[3]x+[1], g = [3]x2−x−[1] ∈ Z/4Z[x]

Ringhomomorphismus (beachte 1 7→ 1), Ideal I, Hauptideale, Sum-
me, Schnitt und Produkt von Idealen, Faktorring R/I

Universelle Eigenschaft des Faktorrings
ϕ : R → R′ Epimorphismus =⇒ R′ ∼= R/ker(ϕ).

Einheiten, Ideale, Hauptideale, Faktorringe in Z, Q[x]

m Primzahl ⇐⇒ Z/mZ ist Integritätsring ⇐⇒ Z/mZ ist Körper.

Primideale, maximale Ideale

p ⊂ R Primideal ⇐⇒ R/p Integritätsring.
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m ⊂ R maximal ⇐⇒ 0 ⊂ R/m maximal ⇐⇒ R/m Körper.
m maximal =⇒ m Primideal.

Primideale und max. Ideale in R = Z, max. Ideale in R = C([0, 1],R)

Hauptidealringe (HIR), euklidische Ringe, Grad/Normabb. deg

R euklidisch =⇒ R HIR.

Z mit deg(a) = |a|,
K[x] mit deg(f) = Grad des Polynoms,
Z[i] mit deg(a + ib) = a2 + b2 (Ring der ganzen Gaussschen Zahlen)

assoziierte Elemente, grösster gemeinsamer Teiler (ggT), klein-
stes gemeinsames Vielfaches (kgV)

Bestimmung des ggT mit dem euklidischen Algorithmus

Bestimmung von ggT (42, 642) ∈ Z mit dem euklidischen Algorithmus.

teilerfremde/koprime Elemente, koprime Ideale

Theorem von Bézout
Chinesischer Restsatz

Lösungsmenge der Kongruenzen x ≡ xi mod ai, i = 1, . . . , n, in Z

irreduzible Elemente, Primelemente

R Integritätsring, p ∈ R, p 6= 0. Dann gilt:
(p) maximales Ideal =⇒ p Primelement.
p Primelement =⇒ p irreduzibel.

Ist R ein Integritätsring und HIR und ist p ∈ R, p 6= 0, p 6∈ R∗, so gilt:
p irreduzibel ⇐⇒ p Primelement ⇐⇒ (p) maximales Ideal.

R = C[x], R = Z[
√−5]
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noethersche Ringe

Jeder HIR ist noethersch.

R ein Integritätsring und HIR und a ∈ R − {R∗ ∪ {0}) =⇒ a lässt sich als
Produkt von Primelementen schreiben.

faktorielle Ringe, äquivalente Beschreibungen (siehe Satz 2.57)

R faktorieller Ring, r ∈ R. Dann gilt: r irreduzibel ⇐⇒ r Primelement.

R Integritätsring und HIR =⇒ R faktoriell.

Z, Z[i], K[x]

Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Beschreibung des ggT und kgV in faktoriellen Ringen.

Polynomring R[x1, . . . , xn], homogene Polynome, Totalgrad

R Integritätsring =⇒ R[x1, . . . , xn] Integritätsring und es gilt für die Ein-
heiten R[x1, . . . , xn]∗ = R∗.

f, g ∈ R[x1, . . . , xn] =⇒ deg(f + g) ≤ max(deg(f), deg(g)) und
deg(f · g) ≤ deg(f) + deg(g).

R Integritätsring =⇒ deg(f · g) = deg(f) + deg(g)

R faktoriell =⇒ jedes f ∈ R[x], f 6= 0, f /∈ R[x]∗, ist Produkt von ir-
reduziblen Polynomen.

R Integritätsring, p ∈ R Primelement =⇒ p Primelement in R[x].

Theorem von Gauss

R = Z oder R ein Körper =⇒ R[x1, . . . , xn] ist ein faktorieller Ring.
Sei R ein Integritätsring. Ist R HIR, so ist R faktoriell.
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Es gibt Integritätsringe,die faktoriell, aber keine HIR sind.

Eisensteinsches Irreduzibilitätskriterium

x3 − 2 irreduzibel in Z[x].

S multiplikative Menge, S−1R Lokalisierung von R bzgl. S, Quo-
tientenkörper Q(R)

lokaler Ring an einer Primzahl bzw. an einem Ideal: Z(p), RI

R faktorieller Ring =⇒ S−1R faktorieller Ring.

R faktoriell, S ⊂ R multiplikative Menge. Sei f ∈ R[x] vom Grad ≥ 1.
Dann gilt: f irreduzibel in R[x] =⇒ f irreduzibel in (S−1R)[x].

X2 + Y 3 + Zn irreduzibel in K(X, Y )[Z]
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Körpertheorie

Charakteristik eines Körpers, Homomorphismen, Isomorphismen,
Unterkörper, Körpererweiterungen, Primkörper

Beziehung zwischen Charakteristik und Primkörper

Grad [L : K] einer Körpererweiterung, K ⊂ L endliche Körperer-
weiterung,
algebraische Elemente, alg. Erweiterung, transzendente Ele-
mente, transz. Erweiterung, alg. und transz. Zahlen

Die Menge aller algebraischen Zahlen ist abzählbar.
Jedes nicht-leere Intervall besitzt überabzählbar viele transzendente Zahlen.
π und e sind transzendente Zahlen (ohne Beweis).

Minimalpolynom eines algebraischen Elements α ∈ L über K.

Minimalpolynom f ∈ K[x] ist prim.
K[x]/(f) ist ein Körper isomorph zu K[α].
[K[α] : K] = deg(f).

R[x]/(x2 + 1), Q[n
√

p], p eine Primzahl.

Endliche Körpererweiterungen sind algebraisch.

K(α1, . . . , αn), einfache Körpererweiterungen, endlich erzeugte
Körpererweiterungen

L = K(α1, . . . , αn), alle αi alg. über K =⇒ L = K[α1, . . . , αn] und
[L : K] < ∞.

3
√

5 + 4 · (3
√

5)2 + 1/3 ist algebraisch über Q.

K ⊂ L endlich ⇐⇒ L wird über K von endlich vielen algebraischen Ele-
menten erzeugt ⇐⇒ K ⊂ L ist eine endlich erzeugte algebraische Körperer-
weiterung.
K ⊂ L algebraische Körpererweiterung ⇐⇒ L wird über K von algebrai-
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schen Elementen erzeugt.

K ⊂ L algebraische Körpererweiterung, L ⊂ M Körpererweiterung und
α ∈ M algebraisch über L. Dann ist α auch algebraisch über K.
K ⊂ L ⊂ M Körpererweiterungen. Dann gilt: M über K algebraisch ⇐⇒
M über L und L über K algebraisch.

algebraisch abgeschlossene Körper, algebraischer Abschluss
von K in L, algebraischer Abschluss K von K

C ist algebraisch abgeschlossen.

Jeder Körper besitzt einen algebraischen Abschluss.

R = C, Q ⊂ C ist der Körper der algebraischen Zahlen, Fp

Konstruktion mit Zirkel und Lineal, erlaubte Operationen,
konstruierbare Zahlen

M ⊂ C, 0, 1 ∈ M =⇒ die Menge der aus M konstruierbaren Zahlen
M̂ ist ein Unterkörper von C.
M ⊂ C, 0, 1 ∈ M =⇒ Q ⊂ M̂ .

z ∈ M̂ ⇐⇒ es gibt eine Kette von Körpererweiterungen

Q(M ∪ c(M)) =: L0 ⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Ln ⊂ C
mit z ∈ Ln, c(Ln) = Ln und [Li+1 : Li] ≤ 2 für alle i.

M̂ ist quadratisch abgeschlossen, d.h. ω ∈ M̂ =⇒ √
ω ∈ M̂ .

z aus M konstruierbar =⇒ [Q(M ∪ c(M))(z) : Q(M ∪ c(M))] = 2l.

Würfel mit doppeltem Volumen nicht konstruierbar.
Quadratur des Kreises nicht möglich.
Dreiteilung des Winkels im Allgemeinen nicht möglich.

formale Ableitung f ′, separable Polynome, a ∈ L ⊃ K separabel
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x5 − 1 ∈ Q[x] ist separabel.

f ∈ K[x] irreduzibel. Dann gilt:
f inseparabel ⇐⇒ f ′ = 0 ⇐⇒ char(K) = p und
∃ g ∈ K[x] irreduzibel separabel, m ≥ 1, mit f(x) = g(xpm

).

vollkommene/perfekte Körper

normale Körpererweiterung, galoische Körpererweiterung, Ga-
loisgruppe, Fixkörper

Hauptsatz der Galoistheorie (ohne Beweis)

Radikalerweiterungen, auflösen durch Radikale

Polynome vom Grad ≤ 4 lassen sich durch Radikale auflösen (für n = 4
ohne Details)

Galoisgruppe Gal(f) eines Polynoms f

K ein Körper der Charakteristik Null, f ∈ K[x] irreduzibel durch Radi-
kale auflösbar. Dann ist Gal(f) auflösbar. (ohne Beweis)
Galoisgruppe des allgemeinen Polynoms von Grad n ist Sn. (ohne Beweis)
Für n ≥ 5 ist die allgemeine Gleichung nten Grades f = 0 nicht durch Ra-
dikale auflösbar.
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