
Cours du Prof. Dr. Anand Dessai Algèbre linéaire II

Série 7

À rendre avant le jeudi 11 avril, 11h

Pour tous les exercices de toutes les séries une justi�cation de votre réponse est

attendue !

Exercice 1 Soit R4 muni du produit scalaire canonique.

1. Trouvez une base orthonormale du sous-espace vectoriel U de R4 engendré par les vecteurs

v1 = (1, 1, 1, 1)T , v2 = (5, 4, 2, 1)T , v3 = (−2,−4,−3, 1)T .

2. Déterminez le complément orthogonal U⊥ de U dans R4.

Exercice 2 1. Soient A,B ∈ M(n × n,K). Montrez que si xT Ay = xT B y pour tous

x, y ∈ Kn, alors A = B.

2. Soit (V, 〈 , 〉) un espace vectoriel euclidien ou hermitien de dimension �nie. Soit U un

sous-espace vectoriel de V . Montrez que
(
U⊥
)⊥

= U .

3. Soit (V, 〈 , 〉) un espace vectoriel euclidien de dimension �nie. Montrez que O(V ) est un
groupe.

Exercice 3 1. On dé�nit sur M(n× n,R) l'application〈
A,B

〉
:= tr(AT ·B).

Montrez que 〈 , 〉 dé�nit un produit scalaire sur le R-espace vectoriel M(n× n,R).

2. Soit (V, 〈 , 〉) un espace vectoriel hermitien et F : V → V une application unitaire. Soit

v un vecteur propre qui correspond à la valeur propre λ et soit w un vecteur propre qui

correspond à la valeur propre µ. Montrez que

(λ 6= µ) =⇒ (v ⊥ w).



Exercice 4 1. Soit A = 1√
3

 1 0 1 + i

0
√
3 0

1− i 0 −1

 ∈ M(3 × 3,C). Montrez que A ∈ U(3).

Determinez l'inverse A−1.

2. Soit (V, 〈 , 〉) un espace vectoriel euclidien ou hermitien. Soit (v1, . . . , vr) une famille de

vecteurs orthonormaux dans V . Montrez que les a�rmations suivantes sont équivalentes.

(a) La famille (v1, . . . , vr) est une base de V .

(b) Pour tout v, w ∈ V on a 〈v, w〉 =
r∑

i=1
〈v, vi〉 · 〈vi, w〉.

(c) Pour tout v ∈ V on a ||v||2 =
r∑

i=1
|〈v, vi〉|2.


