
Cours du Prof. Dr. Anand Dessai Algèbre linéaire I

Série 10

À rendre avant le jeudi 29 novembre, 11h

Pour tous les exercices de toutes les séries une justi�cation de votre réponse est

attendue !

Exercice 1

Soit V :=

{(
a b
c d

)
∈M(2× 2,R) b = c

}
⊂ M(2 × 2,R) le sous-espace vectoriel des ma-

trices symétriques et soit

v1 :=

(
−1 3

3 −1

)
, v2 :=

(
1 2
2 1

)
, v3 :=

(
1 3
3 6

)
.

1. Montrez que A := (v1, v2, v3) est une base de V .

2. Soit E2 :=

(
1 0
0 1

)
et soit ΨA l'isomorphisme

ΨA : R3 → V,

 λ1
λ2
λ3

 7→ λ1 · v1 + λ2 · v2 + λ3 · v3.

Calculez Ψ−1A (E2) (c.-à-d. exprimez E2 par une combinaison linéaire des vi).

Exercice 2 1. Soient A := {(0, 1)T , (1, 1)T } et B := {(1, 0)T , (1,−1)T } deux bases de R2.

Calculez la matrice MAB (Φ) de l'application

Φ : R2 → R2, (x1, x2)
T 7→ (x2, x1)

T .

par rapport aux bases A et B.

2. Soit A =

(
1 2λ 3
0 −1 −2λ

)
∈M(2× 3,C) une matrice avec un paramètre λ ∈ C. Calculez

A ·AT et AT ·A.

Exercice 3 1. Soient V etW deux K-espaces vectoriels, Φ ∈ Hom(V,W ) et µ ∈ K. Montrez

que µ · Φ ∈ Hom(V,W ).

2. Montrez que pour tout A ∈M(m× n,K), B,B′ ∈M(r ×m,K) et λ ∈ K on a

(B +B′) ·A = B ·A+B′ ·A et λ(B ·A) = (λB) ·A = B · (λA).



Exercice 4 1. Calculez tous les produits possibles de deux matrices parmi les matrices suiv-

antes. Ensuite calculez D ·B ·AT .

A =

(
1 0 3
0 2 0

)
B =

 1 4 7
3 6 9
2 5 8

 C =

(
2
−1

)
D = (1, 3, 2).

2. Soit A =


0 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ∈M(4× 4,Q). Calculez A2, A3, A4 et A2018.

Exercice 5 (Bonus)

Soit A ∈M(m×n,K), soit b ∈ Km et soit B := (A, b) ∈M(m×(n+1),K). Soit ΦA : Kn → Km

et ΦB : Kn+1 → Km les homomorphismes correspondants. Considérez le système d'équations

linéaires A · x = b. Montrez que

a) Sol(A, b) 6= ∅ si et seulement si dim(im ΦA) = dim(im ΦB).

b) Ax = b a une solution unique si et seulement si dim(im ΦA) = dim(im ΦB) = n.


