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Exercice 1

1. Soient S1:={a€Z | 14ta}, So:={a€Z | 7|a}, S3:={1+3a—22b | a,b€Z},
S1:=7Z—{0} et Ss:={a €Z | a=1mod 10}. Quels sous-ensembles S; C Z sont de
parties multiplicatives 7

2. Déterminez les éléments irréductibles dans S, 17 si S; est une partie multiplicative.

Exercice 2

1. Soit M := {(x,y) € Z* | =+ 2y = 0mod 3}. Montrez que M est un Z-module libre.
Trouvez une base de M.

2. Soit M le sous-module de Z-module R engendré par vy := %, Vg 1= —%. Est-ce que (v1,v2)
est une base de M 7

3. Soit M le sous-module de Q-module R engendré par vy := 1, vy := /5. Est-ce que (v1,v2)
est une base de M 7

4. Montrez que le Z-module (Q, +) n’est pas engendré sur Z par un nombre fini d’éléments

de Q.

Exercice 3 Soit R un anneau intégre. Soient £ un R-module et
Eir:={x € FE | 3r € R,r #0 avec rx = 0}.
Montrez les assertions suivantes :

1. Elior est un sous-module de E.

2. Le R-module E/FE;, est sans torsion.



Exercice 4 Soit R un anneau intégre principal.

1. Soit F' un R-module libre avec base (21, ...,zy,). Soit p € R un élément premier. Montrez
que F/pF est un espace vectoriel sur le corps K := R/(p) et les classes

1 =x1+pF,..., %y =z, +pF
forment une base de F/pF.

2. Soit F' un R-module libre. Soient (x1,...,2zy) et (y1,...,Ym) deux bases de F'. Montrez
que n = m.



