UMIVERSITE DE FRIBOURG
UMIVERSITAT FREIBURG

Cours du Prof. Anand Dessai ALCGEBRE ET GEOMETRIE I

Davide Bolognini & Jonathan Wermelinger
SERIE 9
A rendre avant le jeudi 23 novembre, 16h

Pour p un nombre premier soit F, le corps Z/pZ.

Définition 1
Soit f € Z[z] un polynéme. Le contenu de f est le plus grand diviseur commun de ses
coefficients. Le polynome f est dit primitif si son contenu est 1 (ou —1).

Exercice 1
1. Soient f,g € Z[z] deux polynémes primitifs. Montrez que f divise g dans Q[z] si et

seulement si f divise g dans Z[z].

2. Déduisez le résultat suivant: Un polynéme primitif f € Z[z] est irréductible si et seule-
ment s’il est irréductible dans Q|x].

Exercice 2 Quels polynémes sont irréductibles 7

2 —1 € Z[x] 72t — 10023 — 100022 + 10000z 4 10 € Q[z]

2" +1 € Q[z] y4+ay? —x—y+1€Q[z,y
2?4+ x4+ 1 € Fola] o® + x4 1€ F3z]

23 — 3 € Q[z] z’ — 2242 € R[]

Exercice 3
a) Soient f(x) € Q[z] et g(z) = f(x + 1) € Q[z]. Montrez que f(z) est irréductible dans Q|x]
si et seulement si g(z) est irréductible dans Q|x].

b) Soit p € N un nombre premier. Montrez que f(z) = xP~14+2P~2+. ..+ 2+ 1 est irréductible
dans Q[z].

Exercice 4 Soit p € N un nombre premier tel que p =1 mod 4.

(a) Montrez qu’il existe x € Z tel que 22 = —1 mod p.

(Indication: considérezx =1-2-3-...- %1)

(b) Montrez que Z[i]/(p) 2 F,[t]/(t* + 1).
(c) Utilisez (a) et (b) pour montrer que p n’est pas irréductible dans Z[i].

(d) Déduisez que p s’écrit comme une somme de deux carrés.
(Indication: utilisez application deg : Z[i] — {0} — N vue dans la série 7.)



