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Exercice 1 Soit Φ : G → H un homomorphisme. Montrez que

a) Φ(e) = e et Φ(x−1) = Φ(x)−1 ∀ x ∈ G.

b) ker (Φ) est un sous-groupe de G et im (Φ) est un sous-groupe de H.

c) Φ est un monomorphisme ⇐⇒ ker (Φ) = {e}.

Exercice 2

a) Soit G un groupe d’ordre ord(G) < 6. Montrez que G est abélien.

b) Soit G un groupe d’ordre ord(G) = 19. Montrez que G est abélien.

c) Soit G un groupe fini. Montrez que xord(G) = e ∀ x ∈ G .

Exercice 3

a) Soit G un groupe cyclique d’ordre 20. Montrez que G contient 5 sous-groupes propres.

b) Soit G un groupe d’ordre 20 et H un groupe d’ordre 153. Montrez que chaque homomor-
phisme ϕ : G → H est trivial (i.e. ϕ(x) = e ∀ x ∈ G).

Exercice 4 Soit G un groupe fini. On définit le centre Z(G) du groupe G par

Z(G) = {z ∈ G | xz = zx ∀ x ∈ G}

et l’ensemble des automorphismes intérieurs Inn(G) par

Inn(G) = {ϕ : G → G | ∃ g ∈ G t.q. ϕ(x) = gxg−1 ∀ x ∈ G}.

a) Montrez que Z(G) est un sous-groupe normal abélien de G.

b) Soit Aut(G) le groupe des automorphismes de G. Montrez que Inn(G) est un sous-groupe
normal de Aut(G).

c) Montrez que G/Z(G) est isomorphe à Inn(G).


