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Exercice 1

1. Montrez que Derp(M) est un sous-espace vectoriel de E(p)∗ := Hom(E(p),R).

2. Soit ϕ : M → N différentiable avec q := ϕ(p) et soit ϕ∗ : E(q)→ E(p), g 7→ g◦ϕ. Montrez
que l’on a alors

ϕ∗(λg + g̃) = λϕ∗(g) + ϕ∗(g̃)

ϕ∗(g · g̃) = ϕ∗(g) · ϕ∗(g̃)

(i.e. ϕ∗ est un homomorphisme d’algèbres).

3. Montrez que
Θ : TpM → Derp(M), [γ] 7→ {f 7→ (f ◦ γ)′(0)}

est une application linéaire.

Exercice 2 Soit f : Rn → R et q := f(0). Montrez que la forme linéaire df : Der0(Rn) → R
définie par

R
〈

∂

∂x1
, . . . ,

∂
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〉
= Der0(Rn)

f∗−→ Derq(R) = R
〈
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〉
∼= R

est égale à
∑n

i=1
∂f
∂xi
· dxi où dx1, . . . , dxn ∈ Der0(Rn)∗ ∼= T ∗0Rn est la base duale de la base

∂
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de Der0(Rn) ∼= T0Rn.

Exercice 3

(a) Soit V un espace vectoriel sur R et ω : V × . . . × V → R une k-forme alternée. Montrez
que

ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) = sgn(σ) · ω(v1, . . . , vk), ∀σ ∈ Sk,∀vi ∈ V

(b) Soit ω : R2 × R2 → R, ω(( ac ), ( bd )) := ad− bc.
Montrez que ω ∈ Alt2(R2), et décrivez les composantes de ω pour la base canonique (e1, e2)
de R2, ainsi que pour la base (e1 + e2, e1 − e2).


