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Exercice 1

1. Trouvez un cercle C ⊂ C− {i} qui est un rétract de C− {i} .

2. Soient X un espace topologique, p, q ∈ X et α, β : I → X deux chemins de p à q. Montrez

que si X est simplement connexe, alors α et β sont homotopes comme chemins de p à q
(c.-à-d. α 'p β).

Exercice 2

1. Soit A ⊂ X un rétract de X et r : X → A une rétraction. Montrez que pour tout a0 ∈ A
l'homomorphisme r∗ : π1(X, a0)→ π1(A, a0) est surjectif.

2. Soient A un rétract de B
2
= {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ 1} et f : A→ A continue. Montrez

que f a un point �xe, c.-à-d. il existe un point a ∈ A avec f(a) = a.

Exercice 3

Soit A = (aij)ij ∈ M(3 × 3;R) tel que detA 6= 0 et aij ≥ 0 pour tout i, j. Montrez que A
possède une valeur propre réelle strictement positive.

Exercice 4 Soient a, b ∈ Z avec b 6= 0 et U(a, b) := {a+nb ∈ Z |n ∈ Z} ⊆ Z. La topologie des

entiers premiers sur Z est la topologie pour laquelle un ensemble V ⊆ Z est ouvert si V = ∅
ou pour tout a ∈ V , il existe b 6= 0 tel que U(a, b) ⊆ V .

1. Montrez que la topologie des entiers premiers dé�nit une topologie sur Z.

2. Est-ce que Z muni de la topologie des entiers premiers est Hausdor�? Compact? Con-

nexe?

3. Montrez l'existence d'une in�nité de nombres premiers grâce à cette topologie!

Indication: Commencez par montrer que tout U(a, b) est fermé pour b 6= 0. Remarquer que tout ensemble

ouvert non-vide est in�ni. Soit P l'ensemble des nombres premiers. Supposez maintenant par l'absurde

qu'il n'existe qu'un nombre �ni de nombres premiers p ∈ P et considérer l'ensemble(⋃
p∈P

U(0, p)

)c

:= Z \
⋃
p∈P

U(0, p).


