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Exercice 1

1. Soit X un espace métrique. Soient Be, (1), Be,(22) deux boules ouvertes dans X et soit
U := B, (x1)NBe,(x2). Montrez que pour tout point « € U il existe € > 0 t.q. Be(x) C U.

2. Soient X,Y deux espaces métriques. Montrez qu'une application f : X — Y est continue
si et seulement si pour chaque x € X et € > 0 il existe 0 > 0 tel que f(Bs(z)) C Be(f(x)).

3. (Bonus) Soit R muni de la métrique standard et soit Z C R muni de la métrique induite.
Montrez que la topologie de Z est la topologie discréte. Montrez que toute application
continue R — 7Z est constante.

4. Déterminez toutes sortes de topologies sur 'ensemble {a, b, c} pour quelles {a, b}, {a,c}
et {b, c} sont des ouverts.

Exercice 2 Soit X un espace métrique muni d’une métrique d et A C X. Pour tout z € X on
deéfinit d(z, A) := inf{d(x,a)|a € A}. Montrez que :

1. lapplication X — R,z — d(z, A), est continue.

2. d(x,A) = 0 si et seulement si x € A. !

Exercice 3 Soit X un espace topologique et Y un espace métrique. Une suite d’applications
fn: X = Y converge uniformément vers une application f : X — Y si, pour tout € > 0 il
existe un N € N| tel que pour tout z € X et tout n > N; on a d(fn(x), f(z)) <e.

Montrez que si les f,, sont continues, alors f est continue.

Exercice 4 Soient X et Y deux espaces métriques et f : X — Y une application. Montrez
que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue (pour la topologie métrique).
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(ii) Pour tout x € X et toute suite (zp)ney C X telle que limy, ooz, = z, * implique

lim, o0 f(zn) = f(x).

'1’adhérence de A (Abschluss von A), notée A, est définie comme étant I'intersection de tous les ensembles
fermés contenant A, i.e.

Z:m{/ﬂAgA,Aest fermé}.

NiMp oo Tn = T <> pour tout voisinage U de x il existe ng € N tel que x, € U Vn > ng.



