Priifungsstoff Algebra
(Algebra & Geometrie I, 2017)

Der Priifungsstoff umfasst die Vorlesungen und die Ubungsaufgaben.
Es folgt eine unvollsténdige Liste von DEFINITIONEN, Beispielen und Theoremen

aus der Algebra Vorlesung:

Gruppentheorie

GRUPPEN, MONOIDE, ABELSCHE
GRUPPEN, UNTERGRUPPEN, ZYKLI-
SCHE GRUPPEN

Beispiele von  Gruppen: (Z,+),
(Z/HZ,+)7 (R*v')7 ((C*a')) ({Z cC |

2" = 1},-), (V,4) (wo V ein Vektor-
raum ist), die Automorphismengruppe
Aut(V'), die symmetrische Gruppe S,
die alternierende Gruppe Ay, Symme-
triegruppen, zum Beispiel die Symme-
triegruppe des Quadrats

G zyklisch = G abelsch.

Beispiele von Untergruppen: nZ C Z,
Qso CR*, A4, CS,, Uln) C Gl,(C),
SO(n) C O(n) C GL,(R) c GL,(C)

BESCHREIBUNG EINER GRUPPE
DURCH ERZEUGER UND RELATIONEN,
GRUPPENTAFEL

Diedergruppe
HOMOMORPHISMUS, EPIMORPHIS-
MUS, MONOMORPHISMUS, ISOMOR-

PHISMUS, AUTOMORPHISMUS

Beispiele: det : GL,(R) — R*, sgn :
Syn — {£1}, Konjugation, lineare Ab-
bildung von Vektorrdumen, Projektion
Z - L/nZ, SO(2) = S' = R/Z

Sei ® : G — H ein Homomorphismus.
Dann gilt: ® injektiv <= ker ® = {e}

Théorie des groupes

GROUPES, MONOIDES, GROUPES
ABELIENS, SOUS-GROUPES, GROUPES
CYCLIQUES

Exemples de  groupes: (Z,+),
(Z/HZ,+), (R*v')7 ((C*")7 ({Z €C |
2" = 1},4), (V,+) (ot V est un es-
pace vectoriel), le groupe des automor-
phismes Aut(V), le groupe symétrique
S, le groupe alterné A, groupes des
isométries, par exemple le groupe des
isométries du carré

G cyclique = G abélien.

Exemples de sous-groupes: nZ C Z,
Qso CR*, A, C Sy, U(n) C GI,,(C),
SO(n) C O(n) C GL,(R) C GL,(C)
PRESENTATION D'UN GROUPE PAR
GENERATEURS ET RELATIONS, TABLE

DE MULTIPLICATION

Groupe diédral

HOMOMORPHISME,  EPIMORPHISME,
MONOMORPHISME,  ISOMORPHISME,
AUTOMORPHISME

Exemples: det : GL,(R) — R*, sgn :
Sn — {£1}, conjugaison, application
linéaire d’espaces vectoriels, projection
Z — 7/nZ, SO(2) = S' 2 R/Z

Soit ® : ¢ — H un homomorphis-
me. Alors: @ injectif <= ker ® = {e}



KARTESISCHES PRODUKT
Kleinsche Vierergruppe Z /27 x 7./ 27

Ordnung eines Gruppe, ord(G) = |G|,
Ordnung eines Elements ord(g)

Links- und Rechtsnebenklassen von H,
Index (G : H) von H in G

G ist die disjunkte Vereinigung der
Linksnebenklassen gH.

DER INDEX (G : H)

Theorem von Lagrange.

Die Ordnung einer Elements g teilt die
Ordnung von G, ord(g) | ord(G).
ord(G) Primzahl = @ zyklisch.

NORMALTEILER, FAKTORGRUPPE

G/H Gruppe < zH=HxV2x G
<= H Normalteiler.

Universelle FEigenschaft der Faktor-
gruppe. Die drei Isomorphieséitze und
ihre Korollare.

OPERATION (ODER AKTION) VON G
AUF M, GxM—>M

Operation von GL,(K) auf K™, Ope-
ration von Sy, Operation von G auf G
durch Linksmultiplikation, oder durch
Kongugation, Operation von SLa(R)
auf der oberen Halbebene H

ORBIT/BAHN Gm, STABILISATOR,/ISO-
TROPIEGRUPPE G,,,, FIXPUNKTE

G, ist eine Untergruppe von G. M
ist disjunkte Vereinigung der Orbiten.
G endlich = |Gm| = (G : Gn)

PRODUIT CARTESIEN
Groupe de Klein Z /27 x /27

L’ordre du groupe G, ord(G) = |G|,
Uordre d’élément ord(g)

Classe a gauche et a droite suivant
H, lindex (G : H) de H dans G

Les classes a gauche gH forment une
partition de G.

L’INDICE (G : H)

Théoreme de Lagrange.

L’ordre d’'un élément g divise 'ordre
de G, ord(g) | ord(G).

ord(G) premier = G cyclique.

SOUS-GROUPE ~ NORMAL/DISTINGUE,
GROUPE QUOTIENT

G/H groupe <= zH=HzxVzelG
<= H sous-groupe normal.

Propriété  universelle de  grou-
pe quotient. Les trois théoréemes
d’isomorphisme et leurs corollaires.

ACTION DE G SUR M, G x M — M

Action de GL,(K) sur K™, action
de S, action de G sur G par mul-
tiplication a gauche, ou par conjugai-
son, action de SLa(R) sur le demi-plan
supérieur H

ORBITE Gm,
POINTS FIXES

STABILISATEUR G,

G, est un sous-groupe de G. Les orbi-
tes forment une partition de M. G fini
= |Gm| = (G : Gp)



Operation von S' auf C durch Multi-
plikation, Operation von GL,(C) auf
M(n x n,C) durch Konjugation, Be-
ziehung zur Jordan-Normalform, Ope-
ration von O(n) auf den symmetri-
schen Matrizen, Operation von Ss auf
sich durch Konjugation

NORMALISATOR, ZENTRALISATOR,
ZENTRUM

Bahnengleichung und Klassenglei-
chung.

p-GRUPPEN

ord(G) = p” > 1 = das Zentrum
Z (@) ist nicht trivial.
ord(G) = p" = |M|=|M%| mod p.

Theorem von Cauchy.
G endliche p-Gruppe < ord(G) = p™.

P-SYLOWGRUPPEN
Sylowgruppen von Ss, von Z/pqZ, von
endlichen abelschen Gruppen und von

p-Gruppen

G endl. Gruppe, U eine p-Untergruppe
= (Ng(U):U)=(G:U) mod p.

Die drei Sylow-Sétze und ihre Korolla-
re.

ord(G) = pq, p > ¢q Primzahlen und
qtp—1 = G zyklisch.

ord(G) =15 oder ord(G) =33 = G
zyklisch.

EINFACHE GRUPPEN

ord(G) = p?*q, p # ¢ Primzahlen
= (@ ist nicht einfach.

Action de S' sur C par multiplication,
action de GL,(C) sur M (n xn,C) par
conjugaison, relation avec la réduction
de Jordan, action de O(n) sur
l’ensemble des matrices symétriques,
action de Ss sur lui-méme par conju-
gaison

I\IORMALISATEUR7 CENTRALISATEUR,
CENTRE

Formule des orbites, formule des clas-
ses.

p-GROUPES
ord(G) =p” >1 = le centre Z(G)
est non trivial.

ord(G) = p" = |M|=|M%| mod p.

Théoreme de Cauchy.
G un p-groupe fini <= ord(G) = p".

P-SOUS-GROUPE DE SYLOW
Sous-groupes de Sylow de S3, de
Z/pqZ, des groupes abéliens finis et

des p-groupes

G groupe fini, U un p-sous-groupe
= (Ng(U):U)=(G:U) mod p.

Les trois théoremes de Sylow und leurs
corollaires.

ord(G) = pqg, p > ¢q deux nombres
premiers et ¢{p—1 = G cyclique.

ord(G) =15 ou ord(G) =33 = G
cyclique.

GROUPES SIMPLES

ord(G) = p%*q, p # ¢ deux nombres
premiers = G n’est pas simple.



SYMMETRISCHE GRUPPE S,,, SIGNUM
sgn, ALTERN. GRUPPE A,,, INVERSIO-
NEN, TRANSPOSITIONEN, r-ZYKEL
Theorem von Cayley.

Fir n > 3 ist A, die Menge aller
Produkte von 3-Zykeln.

KOMMUTATOR [a,b], KOMMUTATOR-
GRUPPE |G, G| (ODER ABGELEITETE
GRUPPE), NORMALREIHE, FAKTO-
REN, AUFLOSBARE GRUPPEN, G¥

[G,G] ist normal in G und G/[G, ]
ist abelsch.

N normal in G und G/N abelsch
= [G,G] C N.

G auflésbar <= G* = {e} fiir ein k.

Sp und A, sind fir n < 4 auflésbar,
Normalreihe fir Ay und fiir Sy.

Weitere Beispiele auflosbarer Grup-
pen: abelsche Gruppen, endliche p-
Gruppen, ord(G) = pq mit p,q Prim-
zahlen.

Theorem von Burnside (ohne Bew.):
ord(G) = p® - ¢® = G auflosbar.

Th. von Feit-Thompson (ohne Bew.):
ord(G) ungerade = G auflosbar.

Bilder und  Untergruppen  von

auflosbaren Gruppen sind auflosbar.

S, und A, sind fir n > 5 nicht
auflosbar.

A, ist fiir n > 5 einfach (ohne Bew.).

GROUPE SYMETRIQUE S,,, SIGNUM
sgn, GROUPE ALTERNE A,,, INVERSI-
ONS, TRANSPOSITIONS, r-CYCLE
Théoreme de Cayley.

Pour n > 3 A, est 'ensemble des
permutations qui sont des produits de
3-cycles.

COMMUTATEUR [a, b], GROUPE
DES COMMUTATEURS (OU GROUPE
DERIVE) [G,G], CHAINE NORMALE,
FACTEURS, GROUPES RESOLUBLES, G¥

[G, G| est normal dans G et G/[G, G|
est abélien.

N normal dans G et G/N abélien
= [G,G] C N.

G résoluble < G* = {e} pour un k.

S, et A, sont résolubles pour n < 4,
chaine normale pour Ay et pour Sy.

Autres exemples de groupes résolubles:

groupes  abéliens, p-groupes  finis,
ord(G) = pq avec p,q premiers.

Théoréeme de Burnside (sans dém.):
ord(G) = p® - ¢* = G résoluble.

Th. de Feit-Thompson (sans dém.):
ord(G) impair = G résoluble.

Tout sous-groupe et toute I'image d’un
groupe résoluble est résoluble.

S, est A, ne sont pas résoluble pour
n > 5.

A,, est simple pour n > 5 (sans dém.).



Ringtheorie

RINGE, KOMMUTATIVE RINGE, EINS-
ELEMENT, RINGE MIT 1

Z, 27, Z/nZ, M(n x n,R), je-
der Korper (zum Beispiel Q, R),
Produkt wvon zwei Ringen, Hiel R;,
Map(X,R), {a+b-v2 | a,bec Q}

GRUPPE DER EINHEITEN R*, NULL-
TEILER, INTEGRITATSRING,
UNTERRING, RINGERWEITERUNG,
CHARAKTERISTIK char(R)

Einheitengruppe R* fiir R = Z und fiir
R=7Z/nZ,n <9

R Integritdtsring = char(R) = 0
oder char(R) = p, p Primzahl.
char(R) =p = (z+y)P = aP +y?
(Frobenius-Homomorphismus).

Von
Ringe

sind alle
mit 1!

nun an
kommutativ

PoLyNoM VON GRAD n, RING DER
PoLYNOME R[z], GRAD-FUNKTION
deg, NORMIERTES POLYNOM

Euklidischer Algorithmus.

Euklidischer Algorithmus fiir
f =122+ [3]z + [1] und
g=[3]2? —z —[1] € Z/4Z]x)

RINGHOMOMORPHISMUS, IDEAL I,
SUMME, SCHNITT UND PRODUKT VON
IDEALEN, FAKTORRING (ODER QUO-
TIENTENRING) R/I

Universelle FEigenschaft des Faktor-
rings.

Théorie des anneaux

ANNEAUX, ANNEAUX COMMUTATIFS,
ELEMENT NEUTRE, ANNEAUX UNITAI-
RES

Z, 272, Z/nZ, M(n x n,R), chaque
corps (par exemple Q, R), produit de
deur anneauz, [[;,c; Ri, Map(X,R),

{a+b-v2 | a,beQ}

GROUPE DES UNITES (OU GROU-
PE DES INVERSIBLES) R*, DIVISEUR
DE ZERO, ANNEAU INTEGRE, SOUS-
ANNEAU, EXTENSION D’ANNEAU, CA-
RACTERISTIQUE char(R)

Groupe des unités R* pour R = 7
et pour R=17Z/nZ, n <9

R un anneau integre = char(R) =0
ou char(R) = p, p premier.

char(R) =p = (z+y)P =aP + ¢
(homomorphisme de Frobenius).

A partir de maintenant, tous les
anneaux sont commutatifs et uni-
taires!

POLYNOME DE DEGRE 7, ANNEAU DES
POLYNOMES R[z], DEGRE deg, PO-
LYNOME UNITAIRE

Algorithme d’Euclide.

Algorithme d’Euclide pour
f=122*+[Blz+[1] et
g=[3]2® —z —[1] € Z/4Z]x]

HOMOMORPHISME D’ANNEAUX, IDEAL
I, SOMME, INTERSECTION ET PRO-
DUIT DES IDEAUX, ANNEAU QUOTIENT
R/I

Propriété universelle d’anneau quo-
tient.



¢ : R — R’ Epimorphismus — R’/ &
R/ker(p).

Einheitengruppe, Ideale, Faktorringe
fiir Z und Qlz]

m Primzahl
<= Z/mZ ist Integritiitsring # 0
<= Z/mZ ist Korper.

PRIMIDEALE, MAXIMALE IDEALE

p C R Primideal
gritétsring.

m C R maximal <= 0 C R/m maxi-
mal < R/m Korper.

m maximal = m Primideal.

<= R/p Inte-

Primideale und maz. Ideale in R = 7Z,

maz. Ideale in R = C([0,1],R)

HAUPTIDEALRINGE (HIR), EUKLIDI-
SCHE RINGE, GRAD/NORMABB. deg

R euklidisch =— R HIR.

Beispiele von Euklidischen Ringen: Z
mit Grad deg(a) := |al,

K[x] mit Grad deg(f) := Grad des Po-
lynoms,

Z[i] mit Grad deg(a + ib) := a® + b2
(Ring der ganzen Gaussschen Zahlen)

ASSOZIIERTE ELEMENTE, GROSSTER

GEMEINSAMER  TEILER (caT),
KLEINSTES GEMEINSAMES VIELFA-
CHES (KGV)

Lemma von Bézout.

Bestimmung des ggT mit dem euklidi-
schen Algorithmus.

Bestimmung von ggT (42,642) € Z mit
dem euklidischen Algorithmus.

¢ : R — R’ epimorphisme =— R’ &
R/ker(p).

Groupe des wunités, idéauz, anneauz
quotients pour Z et Q[z]

m nombre premier

<= Z/mZ est un anneau integre # 0
<= Z/mZ est un corps.

IDEAUX PREMIERS, IDEAUX MAXI-
MAUX

p C R idéal premier <= R/p an-
neau integre.

m C R maximal <= 0 C R/m maxi-
mal <= R/m corps.

m maximal = m idéal premier.

Idéaux premiers et mazx. dans R = 7Z,

idéaur max. dans R = C([0,1],R)

ANNEAUX  PRICIPAUX, ANNEAUX
EUCLIDIENS, DEGRE/NORME deg

R euclidien = R principal.

Exemples d’anneaux euclidiens: Z mu-
ni du degré deg(a) := |al,

K[z] muni du degré deg(f) = degré
de polynome,

Z[i] muni du degré deg(a+ib) := a®+b?
(anneau des entiers de Gauss)

ELEMENTS ASSOCIES, PLUS GRAND
COMMUN DIVISEUR (PGCD), PLUS
PETIT COMMUN MULTIPLE (PPCM)

Identité de Bézout.

PGCD

Determination  du
I’algorithme d’Euclide.

avec

Determination du PGCD(42,642) € Z
avec l’algorithme d’Euclide.



TEILERFREMDE/KOPRIME ELEMEN-

TE, KOPRIME IDEALE

Chinesischer Restsatz.
Lésungsmenge der Kongruenzen x =

r;moda;,i=1,...,n,in Z

IRREDUZIBLE ELEMENTE, PRIMELE-
MENTE

R Integrititsring, p € R, p # 0. Dann
gilt: (p) maximales Ideal = p Prim-
element = p irreduzibel.

R Integritdatsring und HIR, p € R,
p#0, p & R*. Dann gilt:
p irreduzibel <= p Primelement
<= (p) maximales Ideal.

Primelement und irreduzible Elemente
in R = C[z] und in R = Z[v/—5]

NOETHERSCHE RINGE

Jeder HIR ist noethersch.

R ein Integritédtsring und HIR und
a € R—{R*U{0}) = a lisst sich
als Produkt von Primelementen schrei-
ben.

FAKTORIELLE RINGE

Aquivalente Beschreibungen (Th. 2.57)
R faktorieller Ring, r € R. Dann gilt:

r irreduzibel <= r Primelement.

R Integritdtsring und HIR =— R
faktoriell.

Z, 7[i], Klx]

ELEMENTS PREMIERS ENTRE
EUX/COPREMIERS, IDEAUX COPRE-
MIERS

Théoreme des restes chinois.

L’ensemble des solutions des congru-
ences © = wy;moda;, i = 1,...,n,
dans Z

ELEMENTS IRREDUCTIBLES, ELEMENTS
PREMIERS

R un anneau integre, p € R, p # 0.
Alors: (p) idéal maximal = p
élément premier = p irréductible.

R un anneau integre principal, p € R,
p#0,p¢ R*. Alors:
p irréductible <= p élément premier

<= (p) idéal maximal.

Les éléments premiers et irréductibles
dans R = C[z] et dans R = Z[/—5]

ANNEAUX NOETHERIENS

Tout anneau principal est noethérien.
R un anneau integre principal et
a € R—{R*U{0}) = a est un
produit d’éléments premiers.

ANNEAUX FACTORIELS

Caractérisations
2.57)

équivalentes  (Th.

R anneau factoriel, r € R. Alors on
a: r irréductible <= r premier.

R un anneau integre principal = R
factoriel.

Z, Z7[i], K|z



Hauptsatz der elementaren Zahlen-
theorie.

GgT und kgV in einem faktoriellen
Ring.

R faktoriell = jedes f € RJz],
f #0, f ¢ R[x]*, ist Produkt von ir-

reduziblen Polynomen.

R Integritétsring, p € R Primelement
= p Primelement in R[x].

Theorem von Gauss:
R faktoriell = R[] faktoriell.

R faktoriell (zum Beispiel R = 7 oder

R ein Korper) = R[xy,...,x,] fakto-
riell.
Integritdtsringe, die faktoriell, aber

nicht HIR sind.

Eisensteinsches Irreduzibilitatskriteri-
uim.

23 + 2 ist irreduzibel in Z[z].

MULTIPLIKATIVE MENGE S, Lo-
KALISIERUNG VON R BzGL. S:
S~'R, LOKALER RING R;, QUOTI-
ENTENKORPER Q(R)

R faktorieller Ring = S~'R fak-
torieller Ring (nur die Beweisidee).

R faktoriell, S C R multiplikative
Menge. Sei f € Rlx] vom Grad > 1.
Dann gilt: f irreduzibel in R[z] = f
irreduzibel in (S™!R)[x].

Fiir p eine Primzahl ist x™ — p irredu-
zibel in Q[z]. 2% 43>+ 2" ist irreduzibel
in K(z,y)[z]

Théoréme fondamental de 'arithmé-
tique.

PGCD et PPCM dans un anneau fac-
toriel.

R factoriel = tout f € R[z],
f#0, f ¢ R[z]*, est un produit de
polyndmes irréductibles.

R anneau integre, p € R premier
— p premier dans R|x].

Théoreme de Gauss:
R factoriel = R]x] factoriel.

R factoriel (par exemple R = 7 ou
R un corps) = R[x1,...,x,] factoriel.

Anneaux intégres factoriels, qui ne
sont par principal.

Critere d’Eisenstein.

2% + 2 est irréductible dans Z[z].

S PARTIE MULTIPLICATIVE S, LOCA-
LISIERUNG DE L’ANNEAU R EN LA
PARTIE S: S™'R, ANNEAU LOCAL Ry,
CORPS DES FRACTIONS Q(R)

R anneau factoriel = S7!'R an-
neau factoriel (I'idée de la dém.).

R factoriel, S C R partie multipli-
cative. Soit f € R[z] de degré > 1.
Alors: f irréductible in R[z] = f
irréductible in (S~1R)[z].

Pour p un nombre premier est " — p
irréductible dans Q[z]. 2% +1y° + 2" est
irréductible dans K (z,y)[z]



R-MobuL, UNITARER Mobut,
MobpuL-HOMOMORPHISMUS, UNTER-
MODUL, FAKTORMODUL / QUOTIENTEN-
MODUL, ZYKLISCHER/HAUPTMODUL

Isomorphiesatz.

ENDLICH ERZEUGTER MOoODUL, BA-

SIS, FREIER MODUL, DIMENSION

sind alle Rin-
und HIR!

Von nun an
ge Integrititsringe

F freier endlich erzeugter R-Modul,
M Untermodul =— M ist frei und
dim M < dim F'.

M endlich erzeugter R-Modul, M Un-
termodul = M endlich erzeugt.

TORSIONSELEMENT, TORSIONSMO-
DUL, TORSIONSFREIER MobuL,
RANG, UNABHANGIGE ELEMENTE

Jeder endlich erzeugte R-Modul F ist
die direkte Summe des Torsionsunter-

moduls Fy,, und eines freien Untermo-
duls F.

Klassifikation von endlich erzeugten
abelschen Gruppen.

Klassifikation von endlich erzeugten
unitédren R-Moduln (nur Beweisidee).

R-MODULE, MODULE UNITAIRE, HO-
MOMORPHISME DE MODULES, SOUS-
MODULE, MODULE QUOTIENT, MODU-
LE PRINCIPAL/CYCLIQUE

Théoreme d’isomorphisme.

MODULE DE TYPE FINI,
DULE LIBRE, DIMENSION

BASE, MO-

A partir de maintenant, tous les
anneaux sont intégre et principal!

F R-module libre de type fin, M
sous-module = M est libre et
dim M < dim F'.

M un R-module de type fini, M sous-
module = M de type fini.

ELEMENT DE TORSION, MODULE DE
TORSION, MODULE SANS TORSION,
RANG, ELEMENTS INDEPENDANTS

Tout R-module E de type fini est la
somme directe de sous-module de tor-
sion F,,, et d’'un sous-module libre F.

Classification des groupes abéliens de
type fini.

Classification des R-modules unitai-
res de type fini (I'idée de la dém.).



Korpertheorie

CHARAKTERISTIK EINES KORPERS,
HOMOMORPHISMEN, ISOMORPHIS-
MEN, UNTERKORPER, KORPERER-
WEITERUNG

ENDLICHE KORPERERWEITERUNG
K C L, GRAD [L: K]

RcC, QCR
Gradsatz.

ALGEBRAISCHE ELEMENTE, ALGE-
BRAISCHE ERWEITERUNG, TRANSZEN-
DENTE ELEMENTE, TRANSZENDENTE
ERWEITERUNG, ALGEBRAISCHE UND
TRANSZENDENTE ZAHLEN

Die Menge aller algebraischen Zahlen
ist abzdhlbar.

Jedes nicht-leere Intervall besitzt
itberabzahlbar viele transzendente
Zahlen.

7w und e sind transzendente Zahlen
(ohne Bew.).

MINIMALPOLYNOM EINES ALGEBRAI-
SCHEN ELEMENTS o € L UBER K.

Minimalpolynom f € Klx] ist prim.
K[x]/(f) ist ein Koérper isomorph zu
Kla] und [K[a] : K] = deg(f).

R[z]/(2? + 1), Q["v/pl, p eine Prim-
zahl.

Endliche Kérpererweiterungen sind al-
gebraisch.

K(ai,...,ap), ENDLICH ERZEUGTE
ERWEITERUNGEN

10

Théorie de corps

CARACTERISTIQUE D’UN  CORPS,
HOMOMORPHISME,  ISOMORPHISME,
SOUS-CORPS, EXTENSION DE CORPS

EXTENSION FINIE K C L, DEGRE
[L: K]

RcC, QCR
Théoreme du degré.

ELEMENT ALGEBRIQUE, EXTENSI-
ON ALGEBRIQUE, ELEMENT TRAN-
SCENDANT, EXTENSION TRANSCEN-
DANT, NOMBRE ALGEBRIQUE, NOM-
BRE TRANSCENDANT

L’ensemble des nombres algébriques
est dénombrable.

Dans tout intervalle mnon vide
I’ensemble des nombres transcendant
est indénombrable.

m und e sont transcendants (sans
dém.).

POLYNOME MINIMAL D’UN ELEMENT
ALGEBRIQUE o € L SUR K.

Polynéme minimal f € Klx] est pre-
mier. K[z]/(f) est un corps = K|a] et
[K[o] : K] = deg(f).

R[z]/(z? + 1), Q["\/p], p un nombre
premier.

Toute extension de corps finie est
algébrique.

K(Ozl, .
FINI

,0n), EXTENSION DE TYPE



L = K(aq,...,ap), alle «; sind alge-
braisch iiber K —
L=Klo,...,a,] und [L: K] < co.

(17 + 3\/5)5 — 4 - /7 ist algebraisch
iiber Q.

K C L endlich <= L wird iiber
K von endlich vielen algebraischen
Elementen erzeugt <= K C L
ist eine endlich erzeugte algebraische
Korpererweiterung (ohne Beweis).

K C L algebraische Korpererweite-
rung <= L wird iiber K von al-
gebraischen Elementen erzeugt (ohne
Beweis).

K C L algebraische Korpererweite-
rung, L C M Korpererweiterung und
« € M algebraisch iiber L. Dann ist «
auch algebraisch iiber K.

K C L C M Korpererweiterungen.
Dann gilt: M iiber K algebraisch <=
M iber L und L iiber K algebraisch.

ALGEBRAISCH
KORPER, ALGEBRAISCHER
SCHLUSS K VON K

ABGESCHLOSSENE
AB-

C ist algebraisch abgeschlossen.

Jeder Korper besitzt einen algebrai-
schen Abschluss (ohne Beweis).

R =C,Q c C ist _der Kdorper der
algebraischen Zahlen, T,
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L = K(oaq,...,ap), tous «; sont
algébriques sur K —
L=Klo,...,a,] et [L: K] <oo.

(17 + 3\/5)5 — 4 - VT est algébrique
sur Q.

K C L finie <= L est une extension
sur K engendrée par un nombre fini
des éléments algébriques <— K C L
est une extension algébrique engendrée
par un nombre fini des éléments (sans
dém.).

K C L une extension algébrique
<= L est une extension engendrée
sur K par des éléments algébriques
(sans dém.).

K C L une extension algébrique,
L C M une extension et « € M
algébrique sur L. Alors, « est aussi
algébrique sur K.

K C L C M extensions de corps.
Alors on a: M est algébrique sur K
<= M est algébrique sur L et L est
algébrique sur K.

CORPS  ALGEBRIQUEMENT
CLOTURE ALGEBRIQUE K

CLOS,
DE K

C est algébriquement clos.

Tout corps a une cloture algébrique
(sans dém.).

R = C, Q C C est le corps des nom-

bres algébriques, ),



KONSTRUKTION MIT ZIRKEL UND LI-
NEAL, ERLAUBTE OPERATIONEN,
KONSTRUIERBARE ZAHLEN

M, ¢(M)

M cC, 01€M = die Menge
M der aus M konstruierbaren Zahlen
ist ein Unterkérper von C.

McCC,0,1e M = QcC M.

z€ M < es gibt eine Kette von
Korpererweiterungen Lo C Ly C ... C
L, ¢ Cmit Ly := Q(M U ¢(M)),
z € L,, C(Ll) = L; und [Li+1 : Ll] <2
fir alle 4.

M ist quadratisch abgeschlossen, d.h.
weM = JweM.

z aus M konstruierbar =
[QMUC(M))(2) : QUM Ue(M))] = 2.

Wiirfel mit doppeltem Volumen ist
nicht konstruierbar.
des ist  nicht

Quadratur Kreises

moglich.

Dreiteilung des Winkels ist im All-
gemeinen nicht moglich (ohne Beweis).
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CONSTRUCTION A LA REGLE ET AU
COMPAS, OPERATIONS PERMETTENT,
NOMBRES CONSTRUCTIBLES

M, ¢(M)

M cC, 0,1 € M = Vlensemble
M de nombres qu’on peut construire a
partir de M est un sous-corps de C.

McC,0,1e M = QcC M.

z € M <= il existe une chaine des
extensions de corps Lo C Ly C ... C
L, C C avec Ly Q(M U ¢(M)),
z € Ly, C(Ll) =L, et [Li+1 : Lz} <2
pour tout i.

M est clos par I'extension quadrati-
que, c-a-d. w € M = Jw e M.

z constructible a partir de M —
[QMUc(M))(2) : QUM Uc(M))] = 2".

Il n’est pas possible de construire un
cube de volume double.

Il n’est pas possible de construire la
quadrature du cercle.

Il n’est pas possible de partager un an-
gle quelconque en trois parties égales
(sans dém.).



