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1 EINLEITUNG 3

1 Einleitung

In dieser Masterarbeit werden Toruswirkungen auf symplektischen Man-
nigfaltigkeiten thematisiert. Zentral wird dabei das Theorem von Atiyah-
Guillemin-Sternberg sein, welches Informationen gibt iiber das Bild von re-
ellwertigen Funktionen fq, ..., f,, die eine Torusaktion auf einer kompakten,
zusammenhingenden, symplektischen Mannigfaltigkeit M erzeugen. Die Ni-
veaumengen der Funktion f = (fi, ..., fn) sind entweder leer oder zusammen-
hiangend und das Bild der Funktion f(M) ist die konvexe Hiille der Punkte
Cly ...y Cp. Diese Punkte sind die Werte von f auf den zusammenhingenden
Komponenten Cfi, ..., C, der Menge der gemeinsamen kritischen Punkte C
der Funktionen fi, ..., fx.

Um symplektische Mannigfaltigkeiten niher beschreiben zu kénnen, ist es
wichtig zuerst die Grundbegriffe aus der linearen symplektischen Algebra zu
erklaren. Deshalb wird zu Beginn der Arbeit die schiefsymmetrische Biline-
arform w betrachtet und es wird gezeigt, dass symplektische Vektorrdume
der gleichen Dimension isomorph zueinander sind. Ebenso werden die Vek-
torraumisomorphismen betrachtet, welche die Bilinearform w erhalten.
Anschliessend folgt ein Kapitel iiber komplexe Strukturen auf einem Vek-
torraum V. Solche Strukturen erméglichen es, V' als komplexen Vektorraum
anzusehen. Besonders interessant ist es, wenn solche Strukturen kompatibel
mit der Bilinearform w sind, denn dann kann ein inneres Produkt auf dem
Vektorraum V definiert werden.

Eine symplektische Mannigfaltigkeit M ist eine Mannigfaltigkeit zusammen
mit einer nicht entarteten, geschlossenen 2-Form w, sodass jeder Tangential-
raum zu einem symplektischen Vektorraum wird. Die komplexe Struktur auf
dem Tangentialbiindel T'M, die Riemannsche Metrik und die symplektische
Struktur w kénnen miteinander in Verbindung gebracht werden. Es wird ge-
zeigt, dass es fiir jede nicht entartete 2-Form w eine komplexe Struktur auf
TM gibt, die kompatibel mit w ist.

Mithilfe der symplektischen Struktur kann ein Hamiltonsches Vektorfeld fiir
eine reellwertige Abbildung auf der Mannigfaltigkeit M definiert werden. Ei-
ne Aktion einer kompakten Lie-Gruppe G auf der Mannigfaltigkeit M ist
Hamiltonsch, wenn in bestimmter Art und Weise jedem Element aus der
Lie-Algebra g eine Funktion H zugeordnet werden kann, die von einem Ha-
miltonschen Vektorfeld stammt. Zur Illustration folgen Beispiele einer Kreis-
wirkung und einer Toruswirkung. Des Weiteren wird in der Arbeit gezeigt,
dass die Fixpunkte der Gruppenaktion den kritischen Punkten einer Ab-
bildung entsprechen, die mit der Hamiltonschen Aktion im Zusammenhang
steht.

Nach einem Exkurs in die Morse Theorie und vier vorbereitenden Lemma-
ta folgt der Beweis des Theorems von Atiyah-Guillemin-Sternberg. Dabei
wird mehrheitlich dem Beweisablauf von McDuff und Salamon (9, p. 185
- 191]) gefolgt. Zum Schluss der Arbeit folgt eine Anwendung, denn wie
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Atiyah einleitend in seiner Arbeit ([I], p. 1]) erwéhnt hat, ist das Theorem von
Atiyah-Guillemin-Sternberg eine Generalisierung eines Resultats von Schur
und Horn im Kontext der symplektischen Geometrie. Zentral fiir die vorlie-
gende Arbeit ist das Paper von Atiyah ([I]). Fiir die theoretischen Grundla-
gen wurde auf das Buch von McDuff und Salamon ([9]) sowie auf das Buch
von Audin ([2]) zuriickgegriffen.

Das beschriebene Konvexitdtstheorem ist grundlegend fiir die Klassifikati-
on von torischen Varietdten. Das Theorem von Delzant ([6]) besagt, dass
das Bild der Abbildung f(M) - geméss des Konvexitidtstheorems ein Po-
lytop in R™ - die Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphie bestimmt. Somit
ist das Theorem von Atiyah-Guillemin-Sternberg der Grundstein fiir diese
Verkniipfung der Kombinatorik mit der Differentialgeometrie.

2 Symplektische lineare Algebra

2.1 Symplektische Vektorraume

Definition 2.1. Ein symplektischer Vektorraum ist ein Paar (V,w), wo-
bei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und w eine nicht entartete,
schiefsymmetrische Bilinearform ist. Es gibt also fiir alle Vektoren v,w € V
eine Abbildung w: V x V' — R mit
w(v,w) = —w(w,v)

und fiir alle v € V gilt

wv,w)=0 YVw eV =0v=0. (1)
Beispiele 2.2.

1. Ist V ein reeller, n-dimensionaler Vektorraum mit Dualraum V*, dann
definiert w’ eine nicht entartete, schiefsymmetrische Bilinearform auf
W =V x V* wie folgt:

WX W —R
W/((’U, f)v (wvg)) = f(w) - g(’l})
Somit ist W ein 2n-dimensionaler, symplektischer Vektorraum.

2. Auf V = R?" ist die Linearform dz; € (R?")* definiert als

dzj(a) == €j(a) = a;

fiir alle @ = (a1, ..., a2,) € R?". Mit der schiefsymmetrischen Bilinear-
form

dzi(a) dz(b)

dz; A de(a, b) := det ( de (a) de(b) ) = aibj — ajbj
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lasst sich die Standardstruktur wp auf R?" als Differentialform dar-
stellen. Fiir (z,y) = (21, ., Tn, Y1, -, Yn) € R? x R” und u,v € R*"
ist

n

n
wo(u,v) = Z dxy A dyg(u,v) = Z UpVn ik — UntkVk-
k=1 k=1

Bemerkung 2.3. Aquivalent zur Bedingung folgt, dass es einen Vektor-
raumisomorphismus von V nach V* gibt:

t:V—=V*
v 1y(v) = w(v, ).

Definition 2.4. Ein Untervektorraum W C V ist ein symplektischer Un-
terraum, wenn

W Nnwe = {0}, (2)

wobei W¥ = {v € V | w(v,w) = 0 Yw € W} das symplektische Komplement
von W darstellt.

Bemerkung 2.5. Im Allgemeinen erfiillt ein symplektisches Komplement
W* die Gleichung nicht. Der Raum W kann ebenso isotropisch (W C
W), koisotropisch (W* C W) oder ein Lagrange-Unterraum (W = W)
sein. Es kann gezeigt werden, dass W genau dann ein symplektischer Unter-
raum ist, wenn w’W eine nicht entartete Form auf W ist. Daraus folgt, dass
der symplektische Unterraum W ein symplektischer Untervektorraum in V'
ist.

Definition 2.6. Ein linearer Symplektomorphismus auf (V,w) ist ein
Vektorraumisomorphismus ¢ : V' — V', welcher die nicht entartete, schief-
symmetrische Bilinearform erhilt, i.e. ¥*w = w, bzw.

Prw(v,w) = w@(v), Y(w)) = w(v,w) Yv,we V.

Bemerkung 2.7. Die linearen Symplektomorphismen auf (V,w) bilden eine
Gruppe, die mit Sp(V,w) benannt wird. Wenn V' = R?" ist, so wird abgekiirzt
7u Sp(2n) = Sp(R?", wp).

Theorem 2.8. Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n.
Es existiert eine Basis uq, ..., upn, v1, ..., Uy, sodass

w(uj7uk) = W('Uj,vk) =0 und W(Uj7'l}k) = 0jk

fir alle 1 < j,k < n. Eine solche Basis ist eine symplektische Basis. Es
existiert ebenso ein Vektorraumisomorphismus 1 : R?® — V| sodass ¢*w =
wop gilt.
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Beweis. Sei w1 # 0 € V. Da w nicht entartet ist, existiert ein Vektor
' € V mit w(ug,u’) # 0. Durch Normalisieren mit v; = w(uy, v )1/
folgt w(ui,v1) = 1. Da w schiefsymmetrisch ist, sind die beiden Vektoren
u1 und v; linear unabhéngig. Der Unterraum E = span(ui,vp) ist ein sym-
plektischer Unterraum von V mit Dimension 2. Wenn der Vektorraum V
Dimension 2 hat, dann ist die gesuchte Basis gefunden. Wenn die Dimension
von V grésser als zwei ist, dann wird das symplektische Komplement E“ be-
trachtet. Mit demselben Argument folgt nun in endlich vielen Schritten, dass
die gesuchte Basis existiert. Es kann kein eindimensionaler Unterraum {ibrig
bleiben, da w(v, Av) = 0 aus der Definition von w folgt. Demnach kénnen
symplektische Vektorrdume nicht von ungerader Dimension sein. Die lineare
Abbildung v : R?® — V definiert durch

n

Yz = Z(xjuj + y;v5)

Jj=1

ist der gesuchte Isomorphismus, wobei z = (x1, ..., Zn, Y1, ..., Yn) €in Element
von R?" ist. O

Korollar 2.9. Sei V ein 2n-dimensionaler, reeller Vektorraum. Die schief-
symmetrische Bilinearform w auf V ist genau dann nicht entartet, wenn das
n-fache dussere Produkt ungleich null ist, i.e. w" =wAwA--- Aw # 0.

Beweis. Um zu zeigen, dass ein n-faches dusseres Produkt, welches nicht null
ist, eine schiefsymmetrische Bilinearform impliziert, wird gezeigt, dass wenn
w entartet ist, ist w™ = 0. Da w entartet ist, existiert ein Vektor v # 0 mit
w(v,w) = 0 fiir alle w € V. Es kann eine Basis v, vg, ..., v2, von V gewihlt
werden mit der Eigenschaft w”(v,va, ..., va,) = 0.

Sei nun w nicht entartet. Da w( eine Volumenform ist, folgt mit Theorem
2.8 dass ¢*w"™ = w§ ungleich null ist, dann und nur dann, wenn w™ ungleich
null ist, da ¥* der Pullback des Symplektomorphismus ¢ ist. O

2.2 Die symplektische lineare Gruppe

Wegen des Theorems [2.8| sind nun alle symplektischen Vektorrdume dersel-
ben Dimension isomorph zueinander. Haufig reicht es deshalb aus, den Stan-
dardfall (R?",wp) mit dem Standardskalarprodukt (-,-) zu beriicksichtigen.
Die Elemente in Sp(2n) sind reelle 2n x 2n Matrizen A, fiir die gilt:

AT Jo A = Jo. (3)

Hierbei ist Jy = <g _0]1> Aus der Gleichung (3)) fiir ¢ € Sp(2n) folgt:

wolu,v) = (Jou,v) = —ul Jov = —uT T Jovpw = (Jopu, Yv) = wo(Yv, Yw),
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also gilt ¥*wg = wg. Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass Folgendes gilt:
—u" T Joypv = (Jotpu, Yv) = wo (Y, Pw) = wo(u,v) = (Jou,v) = —u’ Jov.
Also ist die Gleichung dquivalent zu der Bedingung 1*wy = wp.

Bemerkung 2.10. Indem R?" mit C" identifiziert wird, entspricht die Mul-
tiplikation mit Jy in R?® der Multiplikation mit 4 in C". Damit ist GL(n; C)
eine Untergruppe in GL(2n;R) und ebenso ist U(n) eine Untergruppe in
Sp(2n).

Lemma 2.11. Es gilt folgende Gleichheit:
Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) N GL(n; C) = O(2n) N GL(n; C) = U(n).
Beweis. Fiir eine reelle 2n x 2n Matrix A gilt:

A€ CGL(n;C) < AJy = JoA
A€ Sp(2n) & ATJHA = Ty
AcO(@2n) = ATA=1.

Jeweils zwei der drei Bedingungen implizieren die dritte Bedingung, woraus
X -Y

v X > € GL(2n;R)

mit A € Sp(2n) N O(2n). Es kann nachgerechnet werden, dass X7Y = YT X

und XTX +YTY = 1 gilt. Das ist genau die Bedingung fiir U = X +14Y fiir

UeU(n). O

die ersten zwei Gleichheiten folgen. Sei nun A = <

Lemma 2.12. Sei A € Sp(2n). Wenn X ein Eigenwert von A ist, dann
ist auch A~! ein Eigenwert von A. Die beiden Eigenwerte haben dieselbe
Multiplizitit. Zudem gilt fiir Az = Az, A2/ = N2/ und AN # 1: wy(z,2') = 0.

Beweis. Da AT = JOA*1J0_1 gilt, ist AT dhnlich zu A~! und somit folgt
die erste Aussage. Die Multiplizitéit aller Eigenwerte ungleich +1 ist darum
gerade. Da die Determinante das Produkt aller Eigenwerte ist und fiir sym-
plektische Matrizen A € Sp(2n) die Determinante gleich 1 ist (vgl. [9] p. 21]),
folgt, dass der Figenwert —1 mit gerader Multiplizitit auftritt. Der Eigenwert
1 tritt ebenfalls mit gerader Multiplizitit auf, da eine Matrix A € Sp(2n)
eine gerade Anzahl von Figenwerten hat. Es gilt zudem

Mwo(z,2") = M2, Joz) = (A2, JgAz) = (2, Joz) = wo(z, 7))
und da A\ ungleich 1 ist, folgt die letzte Aussage des Lemmas. O

Lemma 2.13. Wenn P = PT € Sp(2n) eine symmetrische, positiv definite
Matrix ist, dann ist P* € Sp(2n) fiir alle o € Ryp.



3 KOMPLEXE STRUKTUREN 8

Beweis. Zuerst kann bemerkt werden, dass symmetrische positiv definite
Matrizen diagonalisierbar sind mit Eigenwerten grosser als null. Deshalb
kann fiir P = S™'DS die Matrix P fiir o € R+ definiert werden:

P = S71Deg,

wobei D die Diagonalmatrix ist mit Eintrdgen d5; fir ¢ = 1,...,2n.
Es wird nun gezeigt, dass P* die symplektische Form wq erhilt, i.e.

wo(P%z, P*2') = wo(z,2") Vz, 2 € R™. (4)

Unterteile R?" in eine direkte Summe von Eigenriumen Vj, wobei \ ein
Figenwert von P ist. Der Raum V) ist dann Eigenraum von P% beziiglich
A%, da fiir P = S~1DS folgt

STIDSv = \v & D(Sv) = ASv & D*(Sv) = \*Sv < P% = \%v.

Lemma besagt, dass fiir AN # 1 die beiden Eigenriume V) und V)
beziiglich wy orthogonal zueinander sind. Also verschwindet wy auf V) fiir
A # £1. Fiir z € V) und 2’ € V) und A\ = 1 folgt:

wo(P%z, P2y = (AN)%wo(z, 2') = wo(z, 2').

Da jeder Vektor in R?" eine Summe von Eigenvektoren von P ist, folgt daraus
die Gleichung (). O

3 Komplexe Strukturen

Definition 3.1. Eine komplexe Struktur auf einem Vektorraum V ist
ein Automorphismus J : V' — V mit J? = —1. Der Raum der komplexen
Strukturen auf V wird als J (V') bezeichnet.

Beispiel 3.2. Das Standardbeispiel fiir eine komplexe Struktur auf R?" ist

0 -1
e (0.

Mit dem Isomorphismus R?"® — C", (x,y) > z + iy entspricht Jy der Mul-
tiplikation mit ¢. Das folgende Lemma zeigt die Verbindung zwischen einer
beliebigen komplexen Struktur und der Standardstruktur.

Lemma 3.3. Sei V ein 2n-dimensionaler, reeller Vektorraum und J € J (V).
Es existiert ein Vektorraumisomorphismus ¢ : R?® — V, sodass J¢ = ¢Jy.

Beweis. Sei V¢ die Komplexifizierung von V und seien E* = ker(1 4 i.J)
Eigenrdume von J. Dann folgt, dass V¢ = ET @ E~ ist, also ist n die Di-
mension von E*. Es kann eine Basis w, = uy + ivg, k = 1,...,n von ET
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gewdhlt werden, sodass die Vektoren wuyq, ..., un,v1,...,v, eine Basis von V
bilden. Fiir die Abbildung J gilt Ju; = —v; und Jv; = u;, da fiir w € ET,

n
w = us + 1vs Folgendes nachgerechnet werden kann:
s=1

Jw = J(En:us +ivs) = zn:Jus + 1 Jwg
s=1 s=1

n
Jw =iw = E —vg + TUs.

s=1

Die Abbildung ¢ : R?" — V ist fiir £ = (A1, ..., An, A, .o, A)y) gegeben durch:

n

#(§) = Z(Asus - A{sUS)

s=1

TH€) = T(D_ Astts — Nvs) = Y =Asvs — Nug
s=1 s=1

GJ0(E) = H(=N], s =My A1y oy An) = 3 —Agvs — Nyt
s=1

O]

Definition 3.4. Sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum. Eine komplexe
Struktur J € J(V) ist kompatibel mit w wenn Folgendes gilt:

w(Jv, Jw) = w(v, w) Yo,weV
w(v, Jv) >0 Yv e V,v #0. (5)

Der Raum der kompatiblen komplexen Strukturen auf (V,w) wird als J (V, w)
bezeichnet und der Raum der inneren Produkte auf V' wird als Mtet(V)
beschrieben.

Bemerkung 3.5. Wenn J eine kompatible komplexe Struktur ist, dann
definiert w(v, Jw) =: gs(v,w) ein inneres Produkt auf V.

Proposition 3.6. Die komplexe Struktur J ist genau dann kompatibel mit
w, wenn die Bilinearform gy : V x V — R gsymmetrisch, positiv definit und
J-invariant ist.

Beweis. Die Bilinearform gy ist symmetrisch, da Folgendes gilt:
gJ('U, U)) = CL)(U, Jw) = w(Jv, 71,U) = *W(*w, JU) = (JJ(U), JU) = g.](wa U)'

"Positiv definit’ folgt aus der Kompatibilitdtsbedingung (5)) und die Invarianz
folgt aus dieser Gleichung:

g(Jv, Jw) = w(Jv, —w) = w(—v, —Jw) = w(v, Jw) = gj(v,w).
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Die Kompatibilitidt von w mit J folgt einerseits daraus, dass g positiv definit
ist und andererseits aus der folgenden Gleichung;:

w(Jv, Jw) = gs(Jv,w) = gj(—v, Jw) = g5(v, —Jw) = w(v,w).

Lemma 3.7.

a)

Der Raum J(V,w) ist homéomorph zum Raum der positiv definiten,
symmetrischen, symplektischen Matrizen P.

b) Es existiert eine stetige Abbildung r : Met(V) — J(V,w) mit

r(gs) =J und r(¢%g) = ¢*r(g)
fiir alle J € J(V,w), g € Met(V) und ¢ € Sp(V,w).
Bewezs.

a) Wegen Theorem kann V = R?" und w = wp angenommen werden.
Eine Matrix J ist eine kompatible komplexe Struktur, dann und nur
dann, wenn J? = —1, JTJoJ = Jy und (v, —JoJv) > 0 fiir alle v # 0
gilt. Es folgt fiir eine kompatible komplexe Struktur J:

(Jo )T = —JTJy = JVJgJ? = JoJ.
Also ist —JyJ = A symmetrisch, positiv definit und symplektisch.
Wenn nun eine Matrix A diese Eigenschaft hat, so ist J = —J; LA eine
kompatible komplexe Struktur auf (R?",wp).

b) Sei nun die Abbildung r folgendermassen definiert: Fiir g € DMet(V)

sei A € Aut(V) mit w(v,w) = g(Av,w).

Somit gilt g(Av,w) = —g(v, Aw), also ist A g-schiefadjungiert. Sei
A* g-adjungiert zu A, i.e. g(A*v,w) = g(v, Aw). Es gilt nun, dass
P = A*A = —A? g-positiv definit ist:

g(Pv,v) = g(A*Av,v) = g(Av, Av) > 0 Yo # 0.

Sei nun ¥ : V — R2?" die Abbildung mit ¥*wy = w. Die Matrix
VAU~ € GL(n;C) kommutiert mit Jo. Deshalb gilt fiir den Auto-
morphismus Q := —¥~1.JyWA folgende Gleichung:

Q* =V L WAY LSy WA = U L)y AT WA = —A2 = P,

Es kann - unter Beriicksichtigung, dass ¢(Qu,w) = w(A~1Qu,w) gilt,
die Matrizen WA~'W~! und Jy kommutieren und A g-schiefadjungiert
ist - nachgerechnet werden, dass der Automorphismus @ : V — V g¢-
selbstadjungiert und g-positiv definit ist.
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Der Automorphismus J, = Q' A ist nun eine komplexe Struktur, was
aus der néichsten Gleichung folgt:

Jo = (VA1 J§(VA) = 1.

Diese komplexe Struktur ist ebenfalls kompatibel mit w, was aus den
folgenden Gleichungen ersichtlich wird:

w(Jgv, Jqw) = w(Q 1 Av, Q7T Aw) = g(AQ 1 Av, Q1 Aw)

— 9(Q " AQ " Av, Aw) = g(—v, Aw)
— g(Av,w) = w(v, w).

W(’U, ng) = g(A’U, Q_lAv) = _g(AQ_lAU7 U)

= _g(Q_lAQ_lAU’ QU) = g(U, QU) > 0.
Definiere nun r(g) = J,. Die Abbildung r ist eine stetige Funktion von
Met(V) in die kompatiblen komplexen Strukturen J(V,w) (vgl. [9, p.
67]). Wenn g € 9Met(V) von der Form gy ist, dann ist A = J und
Q = 1, also ist 7(gy) = J. Wenn g ersetzt wird durch ¢*g(v,w) =
g(¢(v), p(w)) fiir ¢ € Sp(V,w), dann wird A ersetzt durch ¢~ A¢$ und
somit ist Jyrg = ¢ 1y

O]

4 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Sei von nun an M eine C*°-differenzierbare, reelle, 2n-dimensionale Mannig-
faltigkeit ohne Rand.

4.1 Grundbegriffe

Definition 4.1. Eine symplektische Struktur auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M ist eine nicht entartete, geschlossene 2-Form w € Q2(M).
Es gelten also folgende Bedingungen:

dw = 0.

Eine symplektische Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, w) bestehend aus
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M und einer symplektischen Struk-
tur w.

Beispiel 4.2. Das Standardbeispiel einer symplektischen Mannigfaltigkeit
n

ist M = R?" mit der Standardstruktur wp = > dz; A dy;, wobei z € R als
j=1



4 SYMPLEKTISCHE MANNIGFALTIGKEITEN 12

2= (1, Tn, Y1, -, Yn) geschrieben wird. Fiir Tangentialvektoren u und v
in T, M gilt also Folgendes:

n

wo(u,v) = E UjVjtn — VjUjin.
i=1

Bemerkungen 4.3.

- Aus der Bedingung, dass w eine nicht entartete Form ist, folgt dhnlich
wie in Bemerkung dass es einen Isomorphismus ¢(-)w gibt vom
Raum Vektorfeldern zu den 1-Formen auf M:

L(w : X (M) — QL (M)
X = u(X)w=w(X,").

- Aus der Bedingung, dass w nicht entartet ist, wird jeder Tangential-
raum (7, M, wp) zu einem symplektischen Vektorraum. Es folgt ebenso,
dass eine symplektische Mannigfaltigkeit von gerader Dimension sein
muss.

- Mit Lemma [2.9| folgt, dass das dussere Produkt w Aw A ... Aw ungleich
null ist, also dass eine symplektische Mannigfaltigkeit eine orientierbare
Mannigfaltigkeit ist. Diese Eigenschaft wird von Atiyah zum Beweis
des Lemmas [£.26] benutzt (vgl. [I, p. 4f]). Das Lemma wird hier jedoch
ohne Gebrauch dieser Eigenschaft bewiesen.

Definition 4.4. Ein Symplektomorphismus auf (M,w) ist eine Abbil-
dung ¥ € Diff(M) mit ¥*w = w. Die Menge aller Symplektomorphismen
Symp(M,w) bildet eine Gruppe.

Definition 4.5. Ein Vektorfeld X € X' (M) ist ein symplektisches Vek-
torfeld, wenn (X )w geschlossen ist. Der Raum der symplektischen Vektor-
felder wird als X'(M,w) beschrieben.

Bemerkung 4.6. Es gibt verschiedene Vorzeichenkonventionen fiir die Lie-
Ableitung von Formen, hier wird wie in [9], p. 84| definiert:

d

X,¥] = —Lx(¥Y) =~

Y,
t=0
wobei ¢; der Fluss von X und ¢*Y (p) = do~1(p)Y (¢(p)) der Pullback des
Vektorfeldes Y unter ¢ ist.

Proposition 4.7. Wenn t — ¥, € Diff(M) eine differenzierbare Familie von
Diffeomorphismen ist, welche erzeugt wird durch eine Familie von Vektorfel-
dern X; € X(M) mit

d

%\I/t = Xt o \I/t, \I/(] = ld,
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dann ist ¥, ein Element von Symp(M,w) fiir alle t dann und nur dann,
wenn X; ein Element von X' (M,w) ist fiir alle ¢. Ebenso gilt die Gleichung
L([X,Y])w =dH, wobei H=w(X,Y) ist.

Beweis. Die Lie-Ableitung fiir Formen wird mit der Formel von Cartan zu
Lxw = 1(X)dw ~+ d(¢(X)w).

Da w geschlossen ist, gilt

%\wa = Ui (o(Xy)dw + d(1(Xp)w)) = Uid(( Xy )w).

Hiermit gelten folgende Aquivalenzen:

k d *
Wtw:w@%\lltw:()

< Urd((Xy)w) =0
< d(X)w) =0
< X € X(M,w).

Fiir X,Y € X(M,w) und die entsprechenden Fliisse ¢y, 1y gilt:

d

Y=-Y,X]|=LyX =—
XY) =X =LeX = g

i X.
Da 9 € Symp(M,w) ist ¥fw = w. Daraus folgt die Gleichung ¢(; X )w =
P (L(X)w). Es gilt also unter Beriicksichtigung der Cartanformel und dass
X ein symplektisches Vektorfeld ist, dass

d

([X,Y)w = 7 t_OL(wa)w =Ly (1(X)w) =d((Y)(X)w) =d(w(X,Y)).

4.2 Hamiltonsche Fliisse

Definition 4.8. Sei H : M — R eine differenzierbare Funktion. Das Vek-
torfeld Xy : M — T'M ist bestimmt durch «(Xg)w = dH und wird Ha-
miltonsches Vektorfeld beziiglich H genannt. Die Funktion H wird als
Hamiltonsche Funktion bezeichnet.

Definition 4.9. Wenn M geschlossen ist, erzeugt das Vektorfeld Xg be-
ziiglich einer Hamiltonschen Funktion H eine differenzierbare 1-Parameter-
gruppe von Diffeomorphismen ¢, € Diff(M) mit

d

o b= Xpogl und ¢ =id.

Diese Abbildung ¢}, ist der Hamiltonsche Fluss beziiglich H.
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Bemerkungen 4.10.

- Das Hamiltonsche Vektorfeld Xy ist tangential an die Niveaumengen
von H aufgrund folgender Gleichung:

- Das Hamiltonsche Vektorfeld Xy ist ein symplektisches Vektorfeld,
aufgrund der Gleichung du(Xpy)w = d*H = 0.

- Durch Propositiomfolgt7 dass der Hamiltonsche Fluss ¢!, aus Sym-
plektomorphismen besteht.

4.3 Fast komplexe Stukturen

Definition 4.11. Eine fast komplexe Struktur auf M ist eine komplexe
Struktur J auf dem Tangentialbiindel T'M. Die Struktur kann kompatibel
mit Formen und Metriken sein:

- Eine nicht entartete 2-Form w € Q2(M) ist kompatibel mit .J, wenn
sie kompatibel ist mit J als eine schiefsymmetrische Bilinearform auf
dem Vektorbiindel 7M. In diesem Fall gilt w(Jv, Jw) = w(v,w) und
(v,w) := w(v, Jw) definiert eine Riemannsche Metrik auf M.

- Eine Riemannsche Metrik g(v,w) = (v, w) ist kompatibel mit J wenn
(Ju, Jw) = (v,w) fiir v,w € T,M gilt. In diesem Fall ist die 2-Form
w(v,w) = (Jv,w) nicht entartet und kompatibel mit J. Somit ist das
Tripel (w, J, g) kompatibel.

Proposition 4.12. Sei £ — M ein 2n-dimensionales Vektorbiindel. Fiir
jede schiefsymmetrische Bilinearform w auf E existiert eine fast komplexe
Struktur J, die kompatibel ist mit w.

Beweis. Wenn M aus einem Punkt besteht, dann folgt mit Lemma die
Aussage. Fiir den allgemeinen Fall lisst sich ein inneres Produkt auf dem
Vektorbiindel mittels einer Partition der Eins konstruieren. Mithilfe der Ab-
bildung r : Met(V) — J(V,w) aus Lemma lasst sich nun eine fast
komplexe Struktur auf einer Faser des Biindels V' = E, herleiten. O

Korollar 4.13. Fiir jede nicht entartete 2-Form w auf M existiert eine fast
komplexe Struktur J, die kompatibel ist mit w.

Beweis. Auf dem Tangentialbiindel T'M existiert eine schiefsymmetrische
Bilinearform w, i.e. auf jeder Faser T,M gibt es eine schiefsymmetrische
Bilinearform w,, welche differenzierbar vom Punkt p € M abhingig ist.
Somit folgt mit Proposition[d.12], dass eine fast komplexe Struktur J existiert,
die kompatibel ist mit w. O
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Bemerkung 4.14. Aus dem vorherigen Korollar [£.13]folgt, dass wenn eine
symplektische Mannigfaltigkeit (M,w) und eine Riemannsche Metrik g ge-
geben sind, so existiert eine fast komplexe Struktur J, : TM — TM mit
w(Jgv, Jow) = w(v, w) und g(v, w) = w(v, Jyw).

4.4 Hamiltonsche Aktionen

Sei GG eine kompakte Lie Gruppe und g die dazugehorige Lie-Algebra, die
durch Symplektomorphismen auf (M, w) operiert. Es gibt also einen Grup-
penhomomorphismus

G — Symp(M,w)
g = g mit Yy = Py 0 Py und 1 = idyy.

Die infinitesimale Aktion definiert einen Lie-Algebra Homomorphismus,
g— X (M w)

, d
n — X, mit X, = T Yexp(tn)-
t=0
Da 94 € Symp(M,w) gilt, folgt mit Proposition dass X, ein symplekti-

sches Vektorfeld ist. Also ist ¢(X;))w geschlossen fiir alle € g.

Definition 4.15. Die Aktion von G auf M ist Hamiltonsch, wenn es fiir
jedes n € g eine Abbildung H,, gibt mit dH,, = «(X,;)w, sodass die Abbildung

Uig— C®(M)
n—¥(n) = Hy (6)
ein Lie-Algebra Homomorphismus beziiglich [-,] und der Poisson-Klammer

{+,-} auf C*°(M) definiert.
Die Poisson-Klammer zweier Funktionen H, K € C°(M) ist wieder eine
Funktion in C*°(M) und ist definiert als

{HK} = Xy - K = dK(Xg).

Definition 4.16. Sei eine Hamiltonsche Aktion gegeben. Eine Moment-
abbildung fiir die Aktion ist eine Abbildung p : M — g*, sodass Hy(p) =
(u(p),m) einen Lie-Algebra Homomorphismus ¥ wie in @ definiert.

Das heisst, es gibt einen Lie-Algebra Homomorphismus 7 — H,, mit X, =
X, fiir alle n € g, sodass die Abbildung 1 — H,(p) ein lineares Funktional
auf g definiert, notiert als pu(p).

Beispiele 4.17. Es folgen zwei Beigpiele solcher Hamiltonschen Aktionen:
Die Operation des Kreises S' und eine Torusoperation werden vorgestellt.
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1. Es operiere der Kreis S! auf (M,w). Das bedeutet, es gibt fiir einen
Basisvektor 7 € s' ein symplektisches Vektorfeld X, € X(M,w) und
eine Abbildung H, : M — R mit dH, = ¢(X,)w. Indem s' mit R
identifiziert wird, folgt fiir die Momentabbildung p der Aktion, dass
u(p) = Hy(p) - n*. Also entspricht die Hamiltonsche Funktion H, der
Momentabbildung fiir die Aktion bis auf einen konstanten Summand.
Sei als Beispiel dazu H : S? — R die Hohenfunktion der Kugel. Die
Niveaumengen von H sind Kreise auf einer konstanten Hohe. Der Ha-
miltonsche Fluss ¢%; dreht jeden Kreis mit konstanter Geschwindigkeit.
Der Fluss qbfq entspricht einer Rotation der Sphire entlang der Verti-
kalachse mit Winkel ¢. Die Momentabbildung ist

H : M — R, x+ 2rx3 + const.

Abbildung 1: Kreiswirkung auf S?

2. Eine Hamiltonsche Torusaktion ist eine Aktion
T =R™/Z™ — Symp(M, w)
t— 1/Jt

auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,w) mit Dimension 2n.
Die Lie-Algebra und der Dualraum der Lie-Algebra werden mit R™
identifiziert, da t = R und t* = R™ gilt. Weil der Torus T™ Hamil-
tonsch auf M operiert, folgt fiir die erzeugenden Elemente 1y, ..., n,, der
Lie-Algebra t, dass ihre korrespondierenden Hamiltonschen Funktionen
H,,,...,Hy,, in der Poisson-Klammer kommutieren. Die Momentabbil-
dung fiir die Aktion von T™ ist eine Abbildung u, sodass fiir eine Basis
n; von R™ die Abbildung (u(p),n:) = Hy,(p) die Hamiltonsche Funk-
tion fiir das Vektorfeld X, ist.
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Proposition 4.18. Fiir eine Hamiltonsche Torusaktion gilt, dass die kri-

tischen Punkte der Momentabbildung x4 den Fixpunkten der Aktion wf i
entsprechen.

Beweis. Fiir die kritischen Punkte von (u(p),n;) = Hy, (p) gilt:
dHy,(p) = 0 < «(Xp,, )w(p) =0« Xu, (p) = 0.

Sei ay, die Integralkurve zum Vektorfeld Xp, , i.e. a),(t) = Xg,, (ap(t)) und

a,(0) = p. Mit w;{ ", dem Hamiltonschen Fluss beziiglich Xp, folgt:

H,.
,(0) =0 ay(t) =pVt &9, " (p) =pVYg €G.

4.5 Morse Theorie

Um das Theorem von Atiyah-Guillemin-Sternberg zu beweisen sind einige
Definitionen und Lemmata aus der Morse Theorie unabdingbar. Die wich-
tigsten Begriffe werden in diesem Kapitel erklart und es wird ein Lemma
bewiesen, welches sehr hilfreich ist fiir den Beweis des Konvexitdtstheorems.

Definition 4.19. Eine differenzierbare Funktion f : M — R ist eine Morse-
Bott Funktion, wenn die Menge der kritischen Punkte der Funktion f,

Krit(f) = {z € M | df (z) = 0}
eine Untermannigfaltigkeit von M und fir alle x € Krit(f) gilt:
T, Krit(f) = ker V2 f(x).

Dabei ist d?f(x) : TuM x T,M — R die Hesse Matrix von f an einem
kritischen Punkt x. Fiir Tangentialvektoren v und w seien v und w die Fort-
setzung zu Vektorfelder auf M. Die Hesse Matrix d?f(x)(v, w) ist definiert
als 0, (w(f)), wobei w(f) die Richtungsableitung von f in Richtung @ ist.
Der lineare Operator V2f(z) : T,M — T, M ist definiert als

9:(V2f(2),-) = & f(2)(-, ),
wobei g, die Riemannsche Metrik auf T, M beschreibt.

Bemerkungen 4.20.

- Die Hesse Matrix d?f(x) an einem kritischen Punkt ist symmetrisch
und wohldefiniert (vgl. [L0, p. 4f]). Damit ist der lineare Operator
V2f(z) ein symmetrischer Endomorphismus auf dem Tangentialraum
T, M.
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- Ist die Funktion f eine Morse-Bott Funktion, dann zerfillt die Men-
ge der kritischen Punkte Krit(f) in endlich viele zusammenh#ngende
kritische Mannigfaltigkeiten C'

- Der negative Gradientfluss ¢y : M — M von f ist definiert durch

%th =—-Vfod

und ¢¢ = Idps. Hier beschreibt V f das Vektorfeld, welches folgende
Gleichung fiir ein Vektorfeld Y und ein Punkt z € M erfiillt:

gx(vf(x)v Y(x)) = Y(f),

wobei Y'(f) die Richtungsableitung von f in die Richtung des Vektor-
feldes Y ist.

- Mithilfe des Morse-Lemmas (vgl. [10, p. 6]) folgt, dass der Tangenti-
alraum T, M an einem kritischen Punkt x € C in eine direkte Summe
T.M =T,C ® E} & E, zerfillt, wobei E und E, aufgespannt sind
durch die positiven und negativen Eigenriume des Operators V2 f(z).

Definition 4.21. Die Punkte y € M, deren Bahnen ¢:(y) zur kritischen
Mannigfaltigkeit C fiir ¢ — oo konvergieren, bilden die stabile Mannigfal-
tigkeit W*(C'). Analog wird die unstabile Mannigfaltigkeit W*(C') definiert:

WHC) ={z € M| ¢(z) —— C}.

Definition 4.22. Der Index einer zusammenhingenden kritischen Unter-
mannigfaltigkeit C ist definiert als

n~(C) = dim(W*(C)) — dim(C) = codim(W*(C))

und stimmt iiberein mit der Dimension des negativen Eigenraums der Hesse
Matrix von f auf dem Normalenbiindel von C. Der Koindex ist definiert als
nT(C) = dim(W*(C)) — dim(C) = codim(W*(C)).

Bemerkung 4.23. Da f entlang der Bahn von ¢ abnimmt, konvergiert fiir
p € M die Bahn ¢:(p) zu einer kritischen Mannigfaltigkeit fiir ¢ — oo, also
gilt
M= | we().
Ckrit.

Das folgende Lemma wird im Beweis des Theorems Konvexitdtstheorems
eine Schliisselrolle ibernehmen. Der Hilfssatz wird in diesem Abschnitt be-
wiesen, da er mehrheitlich Begriffe aus der Morse Theorie verwendet. Zuerst
folgt eine essentielle Definition fiir den weiteren Verlauf der Arbeit.
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Definition 4.24. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Sei
L C N eine Untermannigfaltigkeit und f : M — N eine differenzierbare Ab-
bildung. Die Abbildung f ist transversal zu L, wenn die folgende Gleichung

fiir alle z € f~1(L) gilt.

Bemerkungen 4.25. Wenn X, Z C Y Untermannigfaltigkeiten von Y sind
und f : Z — Y die Inklusionsabbildung, dann folgt aus der Definition, dass
X transversal zu Z ist, wenn die Gleichung T, X + 1,7 = T,Y fiir alle
x € X N Z gilt. Zwei transversal schneidende Untermannigfaltigkeiten X
und Z werden als X h Z notiert.

Die Transversalitiitsbedingung ist ebenfalls erfiillt, wenn f~!(L) die leere
Menge ist. Mithilfe des Transversalitdtssatzes (vgl. [, p. 158]) ldsst sich
fiir eine gegebene, differenzierbare Funktion f : M — N eine Funktion
g : M — N finden, die beliebig nahe an f ist und eine transversale Abbildung
beziiglich der Untermannigfaltigkeit L C IV ist.

Lemma 4.26. Sei f : M — R eine Morse-Bott Funktion auf der kompakten,
zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M, dessen kritische Mannigfaltigkei-
ten alle weder Index noch Koindex 1 haben. Dann sind die Niveaumengen
f~1(c) zusammenhingend fiir alle ¢ € R.

Beweis. Der Beweis folgt in drei Schritten. Zuerst wird gezeigt, dass es genau
eine zusammenhéngende kritische Mannigfaltigkeit Cp mit n™(Cp) = 0 gibt.
Dann wird gezeigt, dass f~!(c) zusammenhingend ist, wobei ¢ zuerst ein
regulérer Wert, dann ein kritischer Wert in R ist.

Sei Cy die Vereinigung aller kritischen Mannigfaltigkeiten C” mit Index null.
Da fiir die Mannigfaltigkeit M

M= [ W)
C"krit.

gilt, ist W*(Cp)¢ eine Vereinigung von Mannigfaltigkeiten von Kodimension
grosser gleich 2, bestehend aus den stabilen Mannigfaltigkeiten der anderen
kritischen Mannigfaltigkeiten. Die stabile Mannigfaltigkeit

W#(Co) ={z € M | ¢u(z) P Co}

ist eine offene Teilmenge in M, da die Kodimension von W*(Cp) null ist. Zu-
dem ist die stabile Mannigfaltigkeit wegzusammenhingend: Zwei Punkte in
p,q € W3(Cp) konnen mit einem Weg ¢ in M verbunden werden. Dieser Weg
kann nun transversal abgeéndert werden, sodass er nicht mehr in W#*(Cp)*©
verlduft aufgrund codim(W#(Cp)¢) > 2.
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Die kritische Mannigfaltigkeit Cp ist nun zusammenhéngend, weil fiir zwei
Punkte z,y € Cy existieren Punkte 2/,3" in W*(Cp) mit

lim ¢(z') =2 und lim ¢s(y) = v.

t—o00 S§—00
In W*(Cy) existiert ein Weg -, welcher 2’ mit 3’ verbindet. Dieser Weg kann

nun mit dem abwértsgerichteten Gradientfluss stetig auf Cy abgebildet wer-
den (vgl. dazu Abbildung . Da die Vereinigung Cp nun zusammenhingend

Abbildung 2: Cp ist zusammenhéngend.

ist, existiert also genau eine kritische Mannigfaltigkeit C' mit Index null.
Analog verfihrt das Verfahren mit dem Koindex.

Seien nun ¢y < ¢; < ... < ¢y die kritischen Werte von f. Die beiden ein-
deutigen zusammenhéngenden kritischen Mannigfaltigkeiten mit Index, bzw.
Koindex null sind

f~H(co)
FH ew).

Sei nun ¢ so, dass ¢g < ¢ < ¢; und p,q € f~!(c). Die Punkte p und ¢
kénnen mit dem Gradientfluss zu Punkten verbunden werden, die sich in
kleinen Umgebungen von Punkten p’ € Cy und ¢’ € Cy befinden. Da Cj

zusammenhingend ist, gibt es einen Weg der p’ und ¢’ in Cy verbindet. Da
n~(Co) = codim(W*(Cy)) = 0 gilt, ist dim(M) = dim(W*(Cp)). Somit ist

Co
Cn

nt(Cy) = dim(W*(Cy)) — dim(Cp) = dim(M) — dim(Cy) = codim(Cp) > 2.

Da die Kodimension von Cy grésser gleich zwei ist, kann der eindimensionale
Weg von p’ nach ¢’ so verédndert werden, dass er transversal zu Cj ist, also
dass der Weg und Cj disjunkt sind. Mit dem Gradientfluss kann der Weg
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nun auf f~!(c) abgebildet Werdenﬂ Somit ist f~!(c) zusammenhiingend fiir
ein Wert ¢y < ¢ < ¢;.

Es wird nun angenommen, dass f~!(c) zusammenhéngend ist fiir ¢ < cg,
k < N. Seien x,y € f~'(cy + ¢). Die Punkte x und y kénnen zu Punk-
ten verbunden werden, die in W*(Cp) liegen und da codim(W*(C;)) > 2
fir j =1,...,N — 1 ist, kann diese Verbindung transversal zu allen W*(C})
gewahlt werden. Mit dem Gradientfluss kénnen diese Punkte zu Punkten
2’y € f~Y(cp — €) verbunden werden. Aus der Annahme folgt nun, dass
2’ und ¢’ durch einen Weg verbunden sind. Dieser Weg kann nun wieder
transversal zu allen W*(C;) gewéhlt werden, da codim(W*(Cj;)) > 2 fur
j=1,..., N —1 gilt. Somit liegt der gesamte Weg von x nach y in W*(Cy).
Mit dem Gradientfluss kann der Weg auf das Niveau f~!(cj + €) abgebildet
werden und liefert einen Weg von x nach y.

Es bleibt zu zeigen, dass f~!(c;) zusammenhiingend ist fiir einen singuliren
Wert ¢, 0 < k < N. Sei ¢, < c ein reguldrer Wert, sodass (cg, c] keine wei-
teren singuliren Werte enthlt. Sei z € f~1(c) und ¢; der abwiirtsgerichtete
Gradientfluss von f. Es existiert nun eine stetige Surjektion:

U e) = fH ew).
Die Abbildung ist folgendermassen definiert:

- Wenn ¢ < f(¢e(x)) fiir alle £ > 0:

U(z):= lim ¢¢(z).

t—o0
- Sonst wihle ein Zeitpunkt ¢, > 0, sodass f(¢'=(z)) = c¢x und definiere
U(x) := ¢ ().

Die Abbildung W ist surjektiv: Weil f eine Morse-Bott Funktion ist, ist jeder
Punkt € M in einer (un-)stabilen Mannigfaltigkeit enthalten (vgl. Bemer-
kung [1.23). Die Stetigkeit erfolgt durch Nachrechnen (vgl. weiterfiihrend [9)
p. 185] und [11]). O

5 Theorem von Atiyah-Guillemin-Sternberg

In diesem Kapitel wird das Konvexitatstheorem aus Atiyahs Artikel [1I, p. 2]
erklért, ein paar Beispiele werden gegeben und anschliessend folgt der Beweis
des Satzes.

'Dabei muss allerdings beachtet werden, dass der Gradientfluss den Weg auch auf
f~(c) abbildet. Dieses Problem kann durch Normalisieren des Flusses gelost werden.
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5.1 Konvexitiatssatz

Theorem 5.1 (Atiyah-Guillemin-Sternberg). Sei (M,w) eine kompakte, zu-
sammenhingende, symplektische Mannigfaltigkeit und fi, ..., f,, reellwertige
Funktionen, welche in der Poissonklammer kommutieren und dessen Hamil-
tonsche Vektorfelder X mit dfy = ¢(Xg)w eine Torusaktion erzeugen, i.e.
deren Fliisse eine Untergruppe in Diff(M) bilden, dessen Abschluss einen
Torus bildet. Dann erfiillt die Abbildung f = (f1, ..., fn) : M — R™ folgende
Aussagen:

A, : Alle Niveaumengen f~1(c) sind entweder leer oder zusammenhéngend
tiir c € R.

B, : Das Bild f(M) ist konvex.

Wenn (1, ..., Cy die zusammenhidngenden Komponenten der Menge C C M
der gemeinsamen kritischen Punkte der f sind, dann ist f(Ck) = ¢ ein
einzelner Punkt und f(M) ist die konvexe Hiille der Punkte ¢q, ..., cy.

Beispiele 5.2.

- Es operiere der Kreis S! auf C durch
Y(2) = thz

fiir ein ¢ € S* und ein festes k € Z. Das Vektorfeld fiir % eSSt =¢!
ist dargestellt durch

d 0
% t:()wcxp(tag -

X

9
o6

wobei die letzte Gleichheit die Umformung von Polarkoordinaten in
kartesische Koordinaten ist. Die Momentabbildung der Kreisaktion ist
eine Hamiltonsche Funktion H, die der Operation zugeordnet werden
kann. Flir Y = a% + ba% kann

wo(k(—y2 + xa%), ad + ba%) =dx AN dy(k(—y 2 + J:a%), al + ba%)
=k(—yb+ax) =dH(Y). (7

berechnet werden. Die Funktion H(z,y) = 5(2? + y?) erfiillt die Glei-
chung . Somit ist die Funktion H : C — R
k
H() = 5P

eine Momentabbildung fiir die Kreisoperation.
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- Ahnliches lisst sich fiir die Aktion des Torus T” auf C™ berechnen. Die
Torusaktion sei definiert durch

Yi(z) = (1 21, ooy 0 20),

fiir k1,...,k, € Z fest, t = (t1,...,t,) € T" und z = (21, ..., 2,) € C™
Das Vektorfeld beziiglich eines Basisvektors 8%1 € t" ist

Sy

X
a07 9,

Die Momentabbildung ist gegeben durch

1
W21y ey 2n) = 5(/61\21’2, ...,kn\anQ) + const. € " = R"™.

- Nun operiere der Torus T"*! auf dem komplexen, projektiven Raum
CP" = (C"*1\{0})/ ~ durch

Vito,..tn)([20 121 1ot 20]) = [tozo s t121 ¢ ot Bz

Sei ¢ : S(C"*1) — CP™ die Projektion der Einheitssphiire S(C"™!) =
{z € C""!| |z|> = 1} in den komplexen, projektiven Raum. Es kann
gezeigt werden, dass es eine eindeutige 2-Form w auf dem komplexen
projektiven Raum CP™ gibt, die ¢*w = wO‘S((C"+1) erfiillt (die soge-
nannte Fubini-Study Form, vgl. dazu [4] p. 18]). Damit ist die Momen-
tabbildung i : CP™ — R"*! von der Form

1 |20/ |2n|?
u([zoz...:z}):-< s ooy ,
2 Rl 12

wobei ||z||2 = 3 |#/?. Also ist das Bild von u der Simplex

=0

n

in:;}.

A= {(xo, ey Tp) € Rg‘gl
=0

Die Aktion hat n+1 Fixpunkte der Form p; =[0:...:0:1:0:...:0].
Diese Punkte werden von p auf die Ecken von A abgebildet. Somit ist
das Bild von p die konvexe Hiille von den Punkten p(po), ..., u(pp)-
Zur Tlustration wird der Fall n = 2 in Abbildung [3] gezeigt: Die Punkte
po, p1 und py werden abgebildet auf die Punkte

p(po) = (%7070)
M(pl) = (Ov %70)
p(p2) = (0707 %) .
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Abbildung 3: Konvexe Hiille der Toruswirkung auf CP?

Bemerkung 5.3. Es kann gezeigt werden (%), dass die Aussage A, die
Aussage Bj+1 impliziert. Zudem ist die Aussage By korrekt, da jede kom-
pakte und zusammenhéngende Menge in R ein Intervall ist. Der Beweis wird
aufgrund dieser beiden Bemerkungen induktiv fortfahren.

Beweis von (%). Seien f: M — R"*1 7 :R"! 5 R" eine lineare Projek-
tion auf R” und g = 7o f. Dann gilt

fF)NaHe) = flg7H(e)) (8)

fiir jedes c € R™:
Wenn x € f(M) N7 !(c) mit x = f(z) ist, dann folgt

fe)=z=mof(z)=coglz)=c=>z€g  (c)=zc flg ).
Wenn x € f(g~!(c)), dann ist einerseits € f(M), da g~!(c) € M ist und
andererseits gibt es ein y € g~!(c) mit
z=fy) = n(z) =n(f(y) =9(y) =c=>z e (o)

Wenn nun die Behauptung A, auf die Funktion g angewendet wird, folgt
daraus, dass f(g~'(c)) zusammenhingend oder leer ist. Da m und ¢ € R"
in beliebig waren, ist der Schnitt von f(M) mit 771(c) entweder ein
Geradensegment in R"*! oder die leere Menge. Somit wurde gezeigt, dass
f(M) konvex ist. O

5.2 Vorbereitende Lemmata

Um die weiteren Lemmata zu beweisen, werden fast komplexe Strukturen
verwendet. Zuerst wird gezeigt, dass eine fast komplexe Struktur existiert,
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die invariant unter der Torusaktion ist und kompatibel mit der symplekti-
schen Form w. Diese fast komplexe Struktur wird dann eingesetzt um zu
zeigen, dass die Fixpunktmenge der Aktion eine symplektische Unterman-
nigfaltigkeit von M ist.

Lemma 5.4. Es existiert eine fast komplexe Struktur J auf M, welche
kompatibel mit w und invariant unter der Torusaktion ist, i.e. es gilt ¢gJ = J
fiir alle g € T".

Beweis. Sei gp eine Metrik auf M. Durch Mittelung der Metriken {iber dem
Torus g fiir g € T" resultiert eine Metrik

g(v,w) = / g0(v,w),
heTn

welche invariant unter der Toruswirkung ist

9 (), Yu(w)) = / 0 i go(v, w) = / g0, 0) = g(v,w),

heTn W eTn
wobei th = h/ € T". Das BildE] der Metrik g unter der Abbildung aus Lemma
ist eine invariante fast komplexe Stuktur, welche kompatibel mit w ist:

Ypr(g) = r(¥rg) = 1(9)
w(r(g)v, r(g)w) = w(v,w).

Lemma 5.5. Fiir die Fixpunktmenge Fix(G) von G < T" gilt, dass

Fix(G) = () Fix(y)

teG
eine symplektische Untermannigfaltigkeit von M ist.

Beweis. Um zu beweisen, dass es sich um eine symplektische Unterman-
nigfaltigkeit handelt, muss gezeigt werden, dass fiir jedes z € Fix(G) der
Tangentialraum T, Fix(G) ein symplektischer Untervektorraum in T, M ist.
Sei z € Fix(G) und fir t € G sei ¥ := di(z) : TyM — T, M. Da ¥ ein li-
nearer Symplektomorphismus und g invariant unter der Torusaktion ist (vgl.
Lemma , folgt die Gleichung

W (Ypv, U Jpw) = wy (v, Jpw) = go(v,w) = g (Gv, Yyw) = wy (Yo, JpWw).

’Es konnte nicht direkt iiber den fast komplexen Strukturen gemittelt werden, da
daraus moglicherweise keine komplexe Struktur resultiert.
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Mit Lemma folgt, dass die Abbildung ¥ eine unitére Aktion von G auf
dem komplexen Vektorraum (7, M, wy, J;) definiert.

Die Exponentialabbildung exp, : T, M — M ist dquivariant beziiglich der
Metrik g, i.e.:

exp, (Tv) = Yy(exp,(v)) Vit € Gund v € T, M. 9)

Diese Aquivalenz folgt daraus, dass wenn v : R — M eine Geodéte ist, dann
ist 1) o v ebenfalls eine Geodite.

Nun sei y € U, fir eine offene Umgebung U, von x mit ¥(y) = y und
exp,(€) = y. Mit der Gleichung (9] folgt

y = Pr(exp,(§)) = exp, (¥f).

Also entsprechen die Fixpunkte von 1; nahe x den Fixpunkten von ¥ im
Tangentialraum T, M. Also gilt

T,Fix(G) = ) ker(1 — %).
teG

Da ¥, eine unitére Abbildung auf T, M ist, gilt fiir ein z € ker(1 — %):
Jo(2) = Jo(Ui(2)) = Wi Ja(2))-

Also ist der Eigenraum von ¥; mit Eigenwert 1 invariant unter J,. Fiir das
symplektische Komplement von T, Fix(G) folgt nun

T.Fix(G)Y ={v € Tu M | wz(v,w) = 0 Vw € T, Fix(G)}
={veT M| wy(v, Jp(w)) =0VJ,(w) € T,Fix(G)}
={v e T, M| gs(v,w) =0Vw € T,Fix(G)},

also ist T, Fix(G) NT,Fix(G)“ = {0}. Aus der Bemerkung [2.5|folgt nun, dass
T, Fix(G) ein symplektischer Untervektorraum in T, M ist. O

Lemma 5.6. Fiir jedes t € t = R" ist die Hamiltonsche Funktion H; =
(u,t) : M — R eine Morse-Bott Funktion mit kritischen Mannigfaltigkeiten
von gerader Dimension mit geradem Index. Die kritische Menge

Krit(H,;) = (] Fix(¢)

T€T:

ist eine symplektische Mannigfaltigkeit, wobei

Ti={st+k|seR keZ}/Z"

der geschlossene Torus ist, erzeugt durch ¢.
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Beweis. Es kann angenommen werden, dass ¢ rational unabhéingige Kompo-
nenten hat, sodass die Menge {st+k | s € R k € Z"} eine dichte Teilmenge
in R™ ist. Dann ist jeder kritische Punkt x von H; = (u,t) ein Fixpunkt
beziiglich der Aktion der Gruppe T3, also ist

Krit(Hy;) = (] Fix(¢,).

T€T}:

Aus Lemma folgt, dass die kritischen Punkte von H; eine symplekti-
sche Untermannigfaltigkeit in M bilden. Es bleibt zu zeigen, dass fiir ein
x € Krit(H;) der Tangentialraum T,Krit(H;) dem Kern der Abbildung
V2H;(z) entspricht.

Der Tangentialraum 7T M lésst sich in einen horizontalen und einen verti-
kalen Teil aufspalten:

ToTM = 1,.(Tuy M) @ ker(py).

Hierbei ist ¢, das Differential des Nullschnittes ¢ : M — TM und p, das
Differential der Projektion p : TM — M. Die Projektion des Vektorfeldes
dXp, : TyM — To(T, M) auf den vertikalen Teil ker(p,) definiert eine lineare
Abbildung dX }{t 2 TeM — T, M. Da x ein kritischer Punkt ist, gilt flir einen
linearen Zusammenhang V auf dem Tangentialbiindel, dass fiir ein v € T, M,
V,(X) der Projektion von dX auf den vertikalen Teil von ToT' M entspricht.
Also gilt in diesem Fall

Vo(Xn,) = dX, (2)(v).

Sei S, = V2Hy(z) : T,M — T,M und % die lokale Fortsetzung von v zu
einem Vektorfeld. Aus der Definition der Hesse Matrix d?Hy(z) folgt:

gx(sx(y)7v) = d2Ht(£)(yvv) = y(dHt(@))
= y(wx(XHtvﬁ)) = _y(g:v(XHt’ Jx@))

Also gilt fir g;(—J2S2(v), Jzv) = y(92(XH,, Jz0)). Mit den Eigenschaften
des Levi-Civita Zusammenhangs V und dass das Vektorfeld Xz, am Punkt
x verschwindet, folgt:

y(gz (XHw Jx@)) = gx(vaHta Jx@) + gCU(XHt’ vsz{))
= g:t(vaH“ sz})
= g:c(dX}{t (I)(y)7 Jx@)‘

Also ist (—JzSz(y), Jz0) = g(dXy, (z)(y), Jo0) fiir alle y,v im Tangential-
raum T, M. Daraus folgt —J, S, = dX};, .

Um den Fluss des Vektorfeldes Xm,Vt zu berechnen, wird die Abbildung
exp, : TpyM — M betrachtet. Durch die Gleichung @ wurde gezeigt, dass
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exp, lokal ein dquivarianter Diffeomorphismus ist. Damit kann die Akti-
on der Gruppe T; in einer Umgebung um 0 € T, M betrachtet werden.
Der Fluss ¢g : T,M — T,M der Aktion auf dem Vektorraum T,.M ist
Vst = exp(—sJ;S;). Somit gilt dipgy = exp(—sJ,Sy) fiir den Fluss des linea-
ren Vektorfeldes dX7; .

Der Kern der Abbildung S, entspricht den Fixpunkten des Flusses dis. Da
t rational unabhingige Komponenten hat, entsprechen die Fixpunkte von
dipst den gemeinsamen Fixpunkten der Matrizen di, fiir 7 € T™. Somit ist

T,Krit(H;) = (] ker(1 — di;) = ker S,.
T€T:

Die Gruppe G = {exp(—sJ;S;)| s € R} ist unitér, also kommutiert die
Abbildung S, mit J,. Deshalb sind alle Eigenrdume von S, invariant unter
Jr und darum von gerader Dimension. Somit hat die Mannigfaltigkeit der
kritischen Punkte von Hy einen geraden Index.

Es kann mit dem gleichen Verfahren wie im Beweis des Lemmas [5.5] gezeigt
werden, dass der Tangentialraum T,Krit(H;) = ker S, ein komplexer Vek-
torraum und deshalb ein symplektischer Unterraum von 71, M ist.

Das Lemma wurde nun bewiesen unter der zusétzlichen Annahme, dass
t € R” rational unabhingige Komponenten hat. Der allgemeine Fall folgt aus
der Restriktion auf die Aktion des geschlossenen Untertorus 7y C T". O

Die beiden Lemmata und zusammen ergeben folgendes Lemma,
womit alle Lemmata gezeigt wurden, um das Theorem von Atiyah-Guillemin-
Sternberg beweisen zu kénnen.

Lemma 5.7. Sei (M, w) eine kompakte, zusammenh#ngende, symplektische
Mannigfaltigkeit, f : M — R eine Funktion, dessen Hamiltonsches Vektor-
feld eine Torusaktion erzeugt. Fiir jedes ¢ € R sind die Niveaumengen f~!(c)
zusammenhéngend oder leer.

5.3 Beweis des Theorems

Beweis von Theorem[5.1. Lemmal5.7beweist die Aussage A;. Per Induktion
wird nun die Behauptung A, 11 bewiesen. Dafiir wird angenommen, dass die
Aussage A, bereits bewiesen wurde. Seien fi, ..., f4+1 Funktionen auf M,
welche die Voraussetzungen des Theorems erfiillen. Es wird gezeigt, dass
wenn ¢ = (1, ..., car1) € R™1 dann ist die Niveaumenge

FHe) = fit(e) N0 frfi(ensr)

zusammenhangend.
Es kann angenommen werden, dass fi, ..., fn+1 linear unabhéngig sind, an-
sonsten kann eine Funktion als Linearkombination der anderen dargestellt
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werden und mit A, folgt die Aussage. Aufgrund der Stetigkeit der Funkti-
on f und des Satzes von Sard (vgl. [, p. 58]) reicht es aus, nur reguldre
Werte ¢ € R"*! zu beriicksichtigen. Das sind Werte, fiir die die Funktionen
df1, ..., dfny1 linear unabhiingig sind fiir alle x € f~!(c). Mit diesen Annah-
men folgt, dass N = f; (c1)N...0 f; ! (c,) entweder eine zusammenhingende
Untermannigfaltigkeit der Kodimension n in M oder die leere Menge ist. Es
kann nun gezeigt werden, dass fn+1‘ n die Bedingungen des Lemmas
erfiillt:

Seien dazu f = (f1,..., fn), ¢ = (c1,..,¢,) und z € N ein kritischer Punkt
fir fr1 ’N. Aus dieser Notation folgt N = f‘l(é), also dass df‘TTN = 0 gilt.

Also ist fiir T,M = T, N @ (vncar ). das Differential df auf dem Normalen-
biindel v/ := (vNycar). ungleich null. Da N eine Untermannigfaltigkeit der
Kodimension n ist, folgt:

df:l/iué:TéR”§]R”.

Demnach ldsst sich jeder Vektor im Dualraum (¢/)* als Linearkombinati-
on von dfy,...,df, schreiben. Fiir das Differential df, 11|, : ' — R folgt
entsprechend, dass df,+1 € span(dfy, ..., dfy,). Also gilt lokal im Punkt :

D Nidfi + dfnr1 =0,

i=1

wobei die Skalare A\; = \;(x) abhéngig vom Punkt z sind. Ein solcher Punkt
ist dann ein kritischer Punkt fiir die Funktion Hy = (f,\) : M — R, wobei
A= (A1, .y Ap, 1) € R?TL Mit Lemma folgt, dass alle kritische Mengen
von Hy Mannigfaltigkeiten von gerader Dimension mit geradem Index sind.
Sei nun Z die kritische Mannigfaltigkeit von H), welche den Punkt x enthélt.
Angenommen Z und N schneiden sich transversal. Wenn das gilt, ist der
Unterraum T, NNT,Z+ ein Komplement von T, Z im Tangentialraum T, M.
Da der Tangentialraum an einem kritischen Punkt z € Z in die direkte
Summe T,M = T,Z & E & E, zerfillt und die Hessematrix H) nicht
entartet ist auf Ef und Ej, ist die Hessematrix nicht entartet auf 7, N N
T,Z* mit geradem Index und Koindex. Daraus folgt (vgl. [0 p. 189]), dass
Z N N eine kritische Mannigfaltigkeit ist fiir H )\‘ it geradem Index und
Koindex.

Dasselbe gilt fiir f,+1 ‘ > dasich die beiden Funktionen nur um die Konstante
> Aic; unterscheiden. Die Funktion an’ y ¢ &V — R hat also nur kritische
Mannigfaltigkeiten von geradem Index und Koindex. Da z € N ein beliebiger
kritischer Punkt war, folgt mit Lemma dass

(fatt| ) 7 enrr) = N0 frly(ensn) = f7H(0)

zusammenhingend oder leer ist fiir jedes c,41. Daraus folgt die Behauptung
Ap+1. Es bleibt zu zeigen, dass sich Z und N transversal schneiden.
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Die Hamiltonschen Vektorfelder X; stammen von den Funktionen df;, also
sind die linear unabhéngigen Vektoren Xj;(x) im Tangentialraum 7,Z. Da
Z beziiglich w nicht entartet ist, existiert fiir jede Konstante u = (u1, ..., fin)
ungleich null ein Tangentialvektor v € T, Z mit

(> miXi(@),v) £ 0.
i=1
Aus der Definition der X; folgt nun
O widfi}(v) # 0.
i=1

Somit sind die Funktionen dfi, ..., df,, linear unabhingig, wenn sie auf 1,7
eingeschrinkt werden. Aufgrund dieser Eigenschaft und weil T, N von Kodi-
mension n ist, hat T, Z + T, N dieselbe Dimension wie T, M. Weil der Raum
T.Z + T, N im Tangentialraum T, M enthalten ist, folgt T, M =T, Z+ T, N,
womit die Transversalitit von Z und N gezeigt wurde.

Es bleibt noch zu zeigen, dass f(Cj) = ¢k gilt und f(M) die konvexe Hiille
fiir die Punkte cy, ..., cy ist, wenn C1, ..., Cy die zusammenhidngenden Kom-
ponenten der Menge der gemeinsamen kritischen Punkten der Funktionen
f1, -y [ sind.

Die Menge C' € M der gemeinsamen kritischen Punkte der Funktionen
fi, ..., fn entspricht den Fixpunkten der Torusaktion, die von den Hamil-
tonschen Vektorfelder X7, .., X,, erzeugt wird (vgl. Proposition . Die
Menge C' ist eine Vereinigung von zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten
Cj. Auf jeder Komponenten C}, ist df; = 0 fiir alle j = 1,...,n, also ist jede
Funktion f; konstant. Somit ist f(Cy) = ¢; ein Punkt in R™.

Bisweilen wurde gezeigt, dass das Bild f(M) konvex ist. Somit gilt

conv(ey, ..., cn) C f(M).

Sei nun ¢ € R™ ein Punkt mit ¢ ¢ conv(cy, ..., ¢p). Zunéchst ein paar allge-
meine Bemerkungen iiber konvexe Mengen:

Eine Hyperebene FE ist eine Stiitzebene einer konvexe Menge A, wenn ENA #
() und A vollstéindig in einem Halbraum von E liegt. Der Halbraum, der A
enthilt, ist der Stiitzhalbraum von A. Es kann gezeigt werden, dass eine
kompakte, konvexe Menge der Durchschnitt ihrer Stiitzhalbriume ist (vgl.
dazu [3]). Ein Stiitzhalbraum H (v, A) wird durch die Gleichung (z,v) < A
beschrieben, fiir v € R”, |v| =1 und A € R.

Da ¢ ¢ conv(ecy,...,cy) und conv(cy, ..., c,) der Durchschnitt aller Stiitzhal-
bréume ist, gibt es einen Stiitzhalbraum H (v, \), der ¢ ebenso nicht enthélt.
Also gilt A < (¢, v). Da die Punkte ¢y, ..., ¢, im Stiitzhalbraum H (v, \) ent-
halten sind, folgt (¢;,v) < (c,v) fiir alle j. Fiir Punkte ¢ € conv(cy, ..., ¢p)
gilt:

(d,v) =3 ai{c;,v) < max{c;,v).
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Da f das Maximum auf einem C; annimmt, folgt:

sup (f(p),v) < {c,v).
peC;

Also gilt ¢ ¢ f(M). Dementsprechend ist f(M) die konvexe Hiille der Punkte
Cly.eey Cp. ]

6 Anwendung

Zum Schluss wird eine Anwendungsmoglichkeit des Theorems von Atiyah-
Guillemin-Sternberg gezeigt. Hierbei wird das Theorem von Schur und Horn
thematisiert, welches die Eigenwerte von Hermiteschen Matrizen und dessen
Diagonaleintrige betrachtet. Zuerst folgen vorbereitende Bemerkungen iiber
koadjungierte Aktionen.

6.1 Koadjungierte Aktion
Die koadjungierte Aktion von G auf g* ist definiert als Ady:
(Adyf, X) = (f, Ady-1X),

wobel g € G, X € gund f € g* sind. Fir ein X € g wird das durch
die koadjungierte Aktion assoziierte Vektorfeld X; := X(f) € Tyg* = g*
definiert als

5 d
<Xf’ Y> = @ t_O<AdZXp(tX)f7 Y>
d
= % t:0<f, Adexp(ftX)Y>

Fiir jedes f € g* definiert we(X,Y) = (f,[X,Y]) eine schiefsymmetrische,
Bilinearform auf g. Fiir den Kern der Abbildung w; folgt

ker(ws) ={X € g |wp(X,Y)=0VY € g}

d *
={Xeg] @!t:w\d )/, Y)=0VY € g}

exp

={X eglad’(X)f = 0} = stab(f),

wobei stab(f) die Lie-Algebra des Stabilisators von f € g* ist. Somit ist wy
eine nicht entartete, schiefsymmetrische Bilinearform auf g/stab(f). Jedem
X € g/stab(f) kann nun durch Gleichung ein Xf € T¢(G.f) zugeord-
net werden. Somit wird der Quotientenraum g/stab(f) identifiziert mit dem
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Tangentialraum der Bahn G.f der koadjungierten Aktion. Damit induziert
wy eine nicht entartete 2-Form auf der Bahn G. f der koadjungierten Aktion:

wi(Xy, Yy) = (f,[X,Y]).

Es bleibt zu zeigen, dass dwy = 0 ist. Dazu wird Folgendes fiir die Vektor-
felder X' = X,c, Y = fff und 7' = Zf berechnet:

dw (X', Y Z') = X' (wp(Y', Z') + Y'(wp(Z', X

)+ Z(wp (X', YY) (11)
—wy (X, Y], 2') —wy (12, X", Y

) —wr([Y', 27, X').
Fiir die Terme aus lasst sich zeigen, dass
X'(wr(Y', 2") = X'((£.1Y. 2]))
= oAt 1Y, 21) = —(f, [X, 1Y, 2])
und fiir die restlichen Terme folgt
wi(X' Y], 2") = wp (X, Y], Z') = (£, [[X, Y], Z)).

Mit der Jacobi-Identitdt folgt die Geschlossenheit der 2-Form w;. Somit ist
wy eine symplektische Struktur auf der Bahn der koadjungierten Aktion.
Fiir die Momentabbildung der koadjungierten Aktion kann mit der Definition
von wy und Gleichung fiir ein ?f Folgendes berechnet werden:

wi (X5, Yy) = (f,[X,Y]) = (Y}, X).
Mit der Inklusionsabbildung p : G.f — g* folgt die Gleichung

Also entspricht die Momentabbildung der Inklusion von G.f in g*.

6.2 Theorem von Schur-Horn

Theorem 6.1 (Schur-Horn). Seien Ay, ..., A,, Eigenwerte einer Hermiteschen
Matrix A = A* € C™*". Dann liegt der Vektor a = (ay, ..., a,) der Diagonal-
eintréige von A in der konvexen Hiille der Punkte conv()) = (Ay(1); -, Ao(n))
aller Permutationen o € S,,.

Umgekehrt gilt: Fiir jeden Vektor a in dieser konvexen Miille existiert eine
Hermitesche Matrix A mit Diagonaleintrigen a; und Eigenwerten Ag.

Beweis. Sei G = U(n) die Gruppe der unitédren Matrizen und

u(n) = {A € Mat(n,C)| A" = —A}
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die Gruppe der schiefhermiteschen Matrizen. Der Dualraum u(n)* kann mit
der Menge der Hermiteschen Matrizen H(n) identifiziert werden, mittels des
linearen Isomorphismus

U :H(n) = u(n)*
A— U(A) mit ¥(A)B = tr(iAB)

fiir B € u(n). Die Gruppe U(n) operiert auf H(n) durch Konjugation Adg
und auf u(n)* durch Koadjungation Adg,, wobei G ein Element aus U(n) dar-
stellt. Beziiglich diesen Operationen ist die Abbildung ¥ eine U (n)-invariante
Abbildung, es gilt also Adf; o U = WoAdg, was sich mit A € H(n), B € u(n)
und G € U(n) folgendermassen iiberpriifen lésst:

(AdL(T(A)), B) = (¥(A),Ade-1B) = ¥(A)G 'BG
= tr(iAG™'BG) = tr(iGAG™'B)
= U(G'AG)B = (¥(Adg(A)), B).

Sei A = (A1,...,\n) € R" und A € H(n) die diagonale Matrix, mit den Ein-
triigen )\; auf der Diagonalen. Sei G.A = {UAU!| U € U(n)} die Bahn
der Matrix A beziiglich der Konjugation. Mit der U(n)-aquivarianten Ab-
bildung ¥ kann die symplektische Struktur auf der koadjungierten Bahn,
welche im vorherigen Abschnitt untersucht wurde, auf G.A gebracht wer-
den. Die symplektische Struktur auf der Bahn ist definiert fiir A € H(n) und
a,b € Ty(G.A) als

wa(a,b) = wy(a) (¥ (a), AU () = (¥(A), [d¥(a), AT (D).

Sei T' die Untergruppe in U(n) mit T = {A = (a;;) € U(n)| a;j =01 # j}.
Die Lie-Algebra t von T enthélt also diagonale, schiefhermitesche Matrizen.
Die Inklusionsabbildung t < u(n) liefert eine Abbildung ¢ : u(n)* — t*, wel-
che eine Matrix A aus H(n) = u(n)* auf diejenige Matrix abbildet, welche
dieselben Diagonaleintrige wie A hat. Hierbei wird ¢(¥(A)) € t* mittels der
Abbildung U~! mit einem Element aus H(n) identifiziert. Die Momentab-
bildung beziiglich der Aktion der Gruppe T ist gegeben durch

G.AS GUA) L un) S e,

wobei u die Momentabbildung beziiglich der Koadjungierten Aktion ist - also
die Inklusionsabbildung. Somit ist die Momentabbildung v := @ o po ¥ die
Abbildung, die einer Matrix A € G.A eine Funktion ¢4 € t* zuordnet mit

¢a(B) =tr(iAB) = (i - diag(A), B)

fir B € t. Die Momentabbildung v bildet also eine Hermitesche Matrix A
auf ¢ - diag(A) ab.
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Das Theorem von Atiyah-Guillemin-Sternberg besagt nun, dass v(G.A) ein
konvexes Polytop der Fixpunkte der Torusaktion von T ist. Fine Matrix
B € G.A ist ein Fixpunkt beziiglich der Konjugation mit Elementen aus T,
dann und nur dann, wenn B eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonalmatrizen
in G.A sind die Matrizen A, mit Ay = (Ay(1), -+, Ag(n)) auf der Diagonalen
fir o € S,. Es wird jede Permutation der Werte \; realisiert, da fiir die
Weyl-Gruppe W (U(n)) = Nyu)(T)/T = Sy gilt und die Operation von
W(U(n)) auf T somit der Permutation der Elemente einer Diagonalmatrix
aus T entspricht. Die Matrizen A, erzeugen das konvexe Polytop v(G.A),
was das Theorem von Schur-Horn beweist. O
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