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Kapitel 1

Grundlagen

Einfithrende Bemerkungen

1.1 Mengen und Abbildungen

Was ist eine Menge?

“Definition” 1.1 (frei nach Georg Cantor). “Fine Menge ist eine Zusammen-
fassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte - den Elementen - zu einem
Ganzen.”

Eine endliche Menge hat die Form X = {x;,z,...,2,}, wobei n eine natiirliche
Zahl ist. Zum Beispiel sind die folgenden Mengen endliche Mengen:

{Psychotherapeuten aus Fribourg}
{2,3,5,7,11} = {3,2,5,11, 7}
{4,6,8,10} = {4,4,8,8,8,6,10,6,6}

Auf die Reihenfolge der Elemente in einer Menge kommt es nicht an (siehe
zweites Beispiel). Auch #ndert sich die Menge nicht, wenn Elemente mehrfach
aufgefiihrt werden (siehe drittes Beispiel). Die leere Menge bezeichnen wir mit
dem Symbol 0.

Anstatt alle Elemente der Menge aufzuzéhlen, kann die Menge auch durch
eine Eigenschaft charakterisiert werden. Zum Beispiel ist

{2,3,5,7,11} = {z | # Primzahl <11}, 0 ={x |z # z} und
{4,6,8,10} = {z | « gerade Zahl und 2 < z < 12}

Wichtige Beispiele unendlicher Mengen sind die folgenden Zahlbereiche

natiirliche Zahlen (nombres entiers naturels) N = {0,1,2,...}

ganze Zahlen (nombres entiers) Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
rationale Zahlen (nombres rationnels) Q = {p/q|p€Z,qeNq+#0}
reelle Zahlen (nombres réels) R = Menge der Dezimalbriiche
positive reelle Zahlen (nombres reéls positif) Rsg = {z€R|xz > 0} etc.
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6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Exkurs: Russelsches Paradoxon

Die oben gemachte naive Definition einer Menge ist problematisch. Um dies zu
illustrieren betrachten wir das folgende Gedankenspiel:

Sei P ein Fribourger Psychotherapeut, der genau die Fribourger therapiert, die
sich nicht selber therapieren.

Therapiert sich P selber?

P therapiert sich selber = P therapiert sich nicht selber
P therapiert sich nicht selber = P therapiert sich selber 4

In jedem Fall erhalten wir einen Widerspruch (mit 4 bezeichnet). Die Person
P gibt es folglich nicht. Diese Situation ldsst sich folgendermassen auf Mengen
iibertragen: Sei

A:={X | X ist eine Menge mit X ¢ X}
Dann schliessen wir dhnlich wie zuvor:

AcA=>A¢ A
AgA=Ac A

Folglich ist A keine Menge. Dieses Paradoxon, welches auf Russel zuriickgeht,
wird aufgelost, indem eine Hierarchie eingefiihrt wird, deren unterste Stufe die
Mengen sind und exotischere Objekte, wie A, von hoherer Stufe sind.

Definition 1.2. Seien X und X' Mengen. X' heisst Teilmenge (sous-ensemble)
von X, X' C X, wenn gilt:

reX =>zxeX

Zwet Mengen X und Y sind gleich, wenn X CY undY C X.
Beispiele 1.3. NCZCQCR
Definition 1.4.

1. Fiir Mengen X1, Xo,..., X, sei

X1UXoU...UX, ={z|zeX, fireniec{l,2,...,n}}
die Vereinigung (union) der Mengen X1, Xs, ..., X, und
XinXen...NnX, ={z|zeX firaleiec{1,2,...,n}}

der Durchschnitt (intersection) der Mengen X1, Xo, ..., X,.
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2. Sei I eine Menge und X; eine Menge fiir jedes i € I.

UXi ={z|z€X; firemnicl}
iel
heisst die Vereinigung (union) der Mengen X;, ¢ € I, und
() Xi={x|z € X; firalleic I}
i€l
heisst der Durchschnitt (intersection) der Mengen X;, i € I.
Definition 1.5. Fir Mengen X und Y sei

X\Y:={zeX|z¢Y} (man sagt X minus Y (X moinsY) )

die Differenzmenge (différence). Falls Y Teilmenge von X ist, so heisst X \'Y
auch das Komplement (complément) von Y in X.

Definition 1.6. Seien X und Y Mengen.

1. FEine Abbildung (application) von X nach Y st eine Vorschrift f, die
jedem Element x € X genau ein Element f(x) ausY zuordnet. Wir schrei-
ben

fX-=Y, z- f(x) oder xLy

2. Zwei Abbildungen f: X — Y und g : X — Y sind gleich, wenn f(x) =
g(x) fiir jedes x € X gilt.

3. Sei Map(X,Y) :={f: X — Y} die Menge der Abbildungen von X nach
Y.

Sei R>g := {z € R | z > 0}. Wir bemerken, dass R>g — R, x — ++/x, keine
Abbildung ist, da einer positiven reellen Zahl x mehr als ein Wert zugeordnet
wird.

Definition 1.7. FEine Abbildung f : X — Y heisst
1. injektiv (injective), wenn gilt: f(z) = f(y) =z =y.

2. surjektiv (surjective), wenn es fiir jedes y € Y mindestens ein x € X
mity = f(x) gibt.

3. bijektiv (bijective), wenn f injektiv und surjektiv ist.
Ist f bijektiv, so wird die Umkehrabbildung (application inverse)
Y—-X, fl@)—=z

mit f~1 bezeichnet.

Allerheiligen
Beispiele 1.8. 1. Die Abbildung f : R — R, x — —bx, ist bijektiv. Die
Umkehrabbildung ist die Abbildung f~' : R — R, 2+ —x/5.
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2. ¢g:R2 5 R, (;) — 22 4+ 92, ist weder injektiv noch surjektiv.

3. N N,a +— a + 1, ist injektiv aber nicht surjektiv.

4. R— St :={(z,y) e R? | 2% +y? = 1}, t — (cost,sint), ist surjektiv aber
nicht injektiv.

Definition 1.9. Sei f: X — Y eine Abbildung, M eine Teilmenge von X und
N eine Teilmenge von Y .

1. f(M) :={f(z) |z € M} CY heisst das Bild (image) von M.
2. 7Y (N):={x € X | f(z) € N} C X heisst das Urbild (pre-image) von
N.

3. fiy + M =Y, x— f(z), heisst die Einschriankung (restriction) der
Abbildung f auf die Teilmenge M.

Beispiel 1.10. Sei f: R? - R, (x,y) — 22 + y%. Dann ist f~1({1}) = S der
Kreis vom Radius 1, f71([0,1]) = {(z,y) € R? | 2% +y* < 1} die abgeschlossene
Scheibe vom Radius 1, f~1({-1}) =0 ete.

Fiir zwei Teilmengen A, B der reellen Zahlen ist A x B die Menge aller 2-Tupel
{(z,y) | € A,y € B}. Allgemeiner machen wir fiir beliebige Mengen die
folgende Definition.

Definition 1.11.

1. Das kartesische Produkt (produit cartésien) der Mengen X1, Xo, ..., X,
ist die Menge

XixXox.. xX, ={x:{1,...,n} - X5U.. .UX, | z(i) € X; Vie{l,...,n}}

Notation: Statt x(i) schreiben wir x; und die Elemente im kartesischen
Produkt schreiben wir als Tupel (x1,...,%y),

X1XXQX...XX7L={(.T1,...,$n)|$Z‘€X1‘Vi€{1,...,n}}
Weiter sei X™ := X x X x ... x X (n Faktoren ), z.B. ist

T
Rf"=Rx...xR= neR  firi=1,...,n

Tn

2. Sei I eine beliebige Menge und sei X; eine Menge fir jedes i € I. Dann
ist das kartesische Produkt der Mengen X;, ¢ € I, die Menge

t iel

Ist X; = X fiir alle i € I, so schreiben wir auch X' statt X X;. Insbesondere
iel
beschreibt RN die Menge aller reellwertigen Folgen.



1.2. GRUPPEN 9

1.2 Gruppen

Definition 1.12. Eine Gruppe (groupe) (G, *) ist eine Menge G zusammen
mit einer Abbildung (Verkniipfung, (loi intérieure) )

x:GxG—G, (a,b)— x(a,b)=:axb
mit den Eigenschaften:
1. (axb)*xc = ax(bxc) fir alle a,b,c € G ( Assoziativgesetz (loi associative) ).

2. es gibt ein Element e € GG, neutrales Element (élément neutre), mit
exa=a fir allea € G.

3. fiir jedes a € G gibt es ein o’ € G, inverses Element (élément inverse)
2ua, mit a’ xa=e.

Beispiele 1.13. 1. (Z,+), (Q,+), (R, +) sind Gruppen (0 ist neutrales Ele-
ment und —a ist Inverses zu a ).

2. Q* := Q)\ {0} bildet zusammen mit der Multiplikation als Verkniipfung,
axb:=a-b, eine Gruppe ( hierbei iste =1 und a’ =a~! =1/a ). Weiter
sind (R* := R\ {0},-) und (Rso :={x € R |z > 0},) Gruppen.

3. (R™,4),
Al (41 1+ Y1
+:R" x R" — R", N I —
Ln Yn Tn + Yn
0
ist eine Gruppe. Hier ist das neutrale Element e = 0 := | : | und das
0
1 —x1
Inverse zu st
Tn —Tp

Definition 1.14. FEine Gruppe (G, *) heisst abelsch (abélian) oder kommu-
tative (commutatif), wenn a xb = bx*a fir alle a,b € G gilt.

Die obigen Beispiele sind alle kommutativ. Um eine nicht abelsche Gruppe zu
finden, miissen wir uns etwas anstrengen.

Definition 1.15. 1. Fir Abbildungen f: X — Y und h:Y — Z von Men-
gen heisst ho f : X — Z, v — h(f(z)), die Komposition (composition)
( oder Hintereinanderschaltung ) von f und h.

2. Sei S(X) := {f € Map(X,X) | f bijektiv} die Menge der bijektiven
Abbildungen von X nach X.

Beispiel 1.16 (Ubungsaufgabe). (S(X),0) ist eine Gruppe.
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Definition 1.17. Fir X := {1,2,...,n} heisst S, := S(X) Permutations-
gruppe (groupe de permutation). Ihre Elemente heissen Permutationen (per-
mutations).

Bemerkung 1.18. (S3,0) ist nicht abelsch.

Beweis: Sei a : {1,2,3} — {1,2,3}, a(l) := 2, a(2) := ( ) := 3 und sei
1 {1,2,3} — {1,2,3}, b(1) := 1,b(2) := 3,b(3) := ann gilt fur die
Elementea b aus S3:aob#boa, da (aob)(1)=2#3= ( a)(l) = |

Lemma 1.19. Sei (G, ) eine Gruppe. Dann gilt:

1. Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und es gilt a x e = a
fiir alle a € G.

2. Das Inverse a' zu a ist eindeutig bestimmt und es gilt a x a’ = e.

Der Beweis zerfillt in 4 Schritte.
Beweis: Beh. 1: axa’ =e¢

Sei a”” Inverses zu a’, also a”’ xa’ = e. Dann gilt unter Verwendung des Assozia-
)
tivgesetzes:

axa =ex(axad)=(a"xd)x(axad)=d"*(a x(axd))
=ad"x((dxa)xad)=d"*(exd)=a"xd =e v
Beh. 2: axe=a
axe=ax*(a xa)=(a*xad)xa=cxa=a V
Die dritte Gleichung folgt aus der ersten Behauptung.
Beh. 3: e ist eindeutig bestimmt.

Sei € € G mit € x a = a fiir alle a € G. Dann folgt:
e=é*xe=¢€ vV
Die erste Gleichung gilt nach Voraussetzung an € und die zweite folgt aus der
letzten Behauptung.

Beh. 4: Das Inverse a’ zu a ist eindeutig bestimmt.

Sei @’ € G mit @ * a = e. Dann folgt:

i'=a+e=ax(axd)=(a'*a)xd =exd =d Vv

Die erste Gleichung folgt aus der zweiten Behauptung, die zweite Gleichung folgt
aus der ersten Behauptung, die dritte Gleichung benutzt das Assoziativgesetz
und die vierte Gleichung gilt nach Voraussetzung an a’. |
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Notation 1.20. Wird die Verkniipfung in einer Gruppe mit - bezeichnet, so
schreiben wir fiir das Inverse von a auch a=* oder 1/a. Wird die Verkniipfung
in einer Gruppe mit + bezeichnet, so schreiben wir fir das Inverse von a auch
—a und fir das neutrale Element 0.

Ubungsaufgabe 1.21. In einer Gruppe (G,-) gilt:
1. (a=YH~t =a fiir alle a € G.
2. ar=ax = =T und ya = ya =y =7y fir alle a,z,z,y,y € G.

Definition 1.22. Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge G’ heisst Unter-
gruppe (sous-groupe), wenn gilt:

1. G#0.
2. a,be G=abeq.
3. aeG=aled.

Bemerkung 1.23 (Untergruppen sind Gruppen). Ist G’ eine Untergruppe von

G, so schrinkt sich die Verkniipfung - der Gruppe G zu eine Abbildung G' xG' —
G’ ein, mit welcher G’ eine Gruppe ist.

Beispiele 1.24. 1. (Z7+) - (Q7+) C (R7+)7 (Q*v) - (R*7'); (Q>07') C
(Rso,+) ( mit Qsg bzw. Rsg werden die positiven rationalen bzw. positiven
reellen Zahlen bezeichnet ).

2. FirmeN seimZ:={m-al|a€Z}. Z.B. ist
27 = {0,2,-2,4,-4,6,—6...}

die Menge der geraden Zahlen. Die Menge der geraden Zahlen bildet eine
Untergruppe von Z, da sie nicht leer ist und abgeschlossen bzgl. der Addi-
tion (gerade + gerade ist gerade) und abgeschlossen bzgl. Inversenbildung
(-gerade ist auch gerade) ist. Allgemeiner lisst sich leicht zeigen:

(mZ,+) ist eine Untergruppe von (Z,+)

Definition 1.25. 1. Eine Abbildung ¢ : G — H, von Gruppen (G,-) und
(H,e) heisst Homomorphismus (homomorphisme) wenn fir alle a,b €

G gilt: p(a-b) = ¢(a) e ¢(b).

2. Ein Homomorphismus ¢ : G — H heisst Isomorphismus (isomorphis-

me), wenn ¢ bijektiv ist. In diesem Fall schreiben wir ¢ : G = H oder

einfach nur G = H.

Beispiele 1.26. 1.7 5 7, a— 2a, ist eine injektiver Homomorphismus,
aber nicht surjektiv. Ebenso ist die Inklusion 2Z — Z, a — a, ein in-
jektiver, nicht surjektiver Homomorphismus (in all diesen Fillen sei die
Verkniipfung die gewéhnliche Addition ganzer Zahlen ).

2. 7% 27, a v 2a, ist ein Isomorphismus, 7 =2 27.
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3. Die Ezponentialabbildung

exp: (R,4+) = Rso,+), z—e€”
ist ein Isomorphismus. Die Homomorphismus-FEigenschaft ist gerade das
Ezponentialgesetz e*TY = e - ¥

T4y — 6:5

exp(z +y) =e -e¥ = exp(z) - exp(y)

Weiter ist exp : R — Ry bijektiv. Die Umkehrabbildung ist der natiirliche
Logarithmus In : Ry — R.

4. Die Abbildung (R,+) — (R,+), z — 22, ist kein Homomorphismus, da
2.B. (2 + 3)2 nicht gleich 2°> + 3% ist. Die Abbildung (R*,-) — (R*,.),
x +— x2, ist ein Homomorphismus, der weder injektiv noch surjektiv ist.

5. Sei G die Gruppe, welche von der Drehungen im Ursprung 0 € R? und
den Spiegelungen entlang Geraden durch 0 € R? erzeugt wird. Die Ver-
kniipfung auf G sei die Komposition von Abbildungen. Also besteht G aus
den Abbildungen R? — R2, die sich als endliche Komposition von solchen
Drehungen und Spiegelungen beschreiben lassen. Sei H die Teilmenge von
G, welche aus den Abbildungen besteht, die das regulire Dreieck (mit Zen-
trum 0 € R?) in sich diberfiihrt. Dann ist H eine Untergruppe von G und
H ist isomorph zu der Permutationsgruppe Ss.

Lemma 1.27. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:
1. p(e) =e, p(a™t) = (p(a)) ™
2. Das Bild (image) im(p) := {¢(g) | g € G} ist eine Untergruppe von H.

3. Der Kern (noyau) ker(p) :={g € G | p(g) = e} ist eine Untergruppe von
G.

4. Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung o=' : H — G ein
Isomorphismus von Gruppen.

Ad 2.: Das Bild im(¢p) ist nicht leer, da e = ¢(e) € im(p). v

Seien a1, as € im(p). Dann gibt es g; € G mit ¢(g;) = q; fiir i = 1, 2. Folglich
ist a1 -az = o(g1) - ©(g2) = ¢(g1 - g2) im Bild von . Vv

Schliesslich wihle fiir a € im(yp) ein g € G mit ¢(g) = a. Da ¢ ein Homo-
morphismus ist, ist a=! = p(g) " = p(¢g~ ') im Bild von ¢. v

Ad 3. und Ad 4.: Ubungsaufgabe. [ |
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1.3 Ringe und Korper

In der linearen Algebra werden nicht nur Gruppen, sondern auch Mengen mit
zwei Verkniipfungen benétigt. Ein wichtiges Beispiel hierfiir sind die ganzen Zah-
len, die beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe bilden, aber beziiglich der
Multiplikation im Allgemeinen kein Inverses besitzen (z.B. hat 2 kein Inverses

in Z beziiglich der Multiplikation).

Definition 1.28. FEine Menge R zusammen mit zwei Abbildungen ( Verkniipfun-
gen )
+: RXxR—R, (a,b)— +(a,b)=1a+b (Addition)

-t RxR— R, (a,b)— -(a,b)=:a-b (Multiplikation)
heisst Ring (anneau), wenn gilt:
1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
2. Fir alle a,b,c € Rist (a-b)-c=a-(b-c) ( Assoziativgesetz ).
3. Fir alle a,b,c € R gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c

Hierbei soll - wie im Alltag auch - gelten, dass Multiplikation vor Addition
geht, also z.B. a-b+a-c fir (a-b)+ (a-c) steht.

FEin Ring R heisst kommutativ (commutatif), wenn

fiir alle a,b € R gilt. Fin Element 1 € R heisst Einselement (élément unitaire),
wenn

fiir alle a € R gilt. Der Ring R heisst nullteilerfrei (anneau integre), wenn fiir
alle a,b € R gilt:

a-b=0=a=0o0derb=0

Nicht jeder Ring besitzt ein Einselement, wie das Beispiel des Ringes (2Z, +, -)
zeigt.

Beispiel 1.29 (Restklassen modulo m). Sei m eine natiirliche Zahl, m > 1.
Zwei ganze Zahlen r, s heissen kongruent modulo m (congruent modulo m),
wenn r — s durch m teilbar ist. Wir schreiben dann r = s mod m. Kongruenz
modulo m definiert eine Aquivalenzrelation

r~s <= r=smodm

mit m Aquivalenzklassen, die Klassen in denen 0,1,...,m — 1 liegen.
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Exkurs: Aquivalenzrelation

Eine Relation (relation) auf einer Menge X ist eine Teilmenge ' C X x X.
Notation: Wir schreiben @ ~ b <= (a,b) € T
Die Relation T heisst Aquivalenzrelation (relation d’équivalence), wenn gilt:

o 1 ~ g fir alle x € X (Relation ist reflexiv).
e r ~y=y~zfir alle z,y € X (Relation ist symmetrisch).
o x~yy~z=xr~ zfiralle z,y,z € X (Relation ist transitiv).

Eine Aquivalenzrelation ist also eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Die Aquivalenzklasse (classe d’équivalence) zu z € X ist die
Teilmenge {y € X | y ~ z} und wird oft mit [x] bezeichnet. Ist die Relation
eine Aquivalenzrelation, so ist X die disjunkte Vereinigung der verschiedenen
Aquivalenzklassen (Ubungsaufgabe).

In unserem Beispiel ist T' C Z x Z die Teilmenge gegeben durch
(r,s) €T <= mteilt r —s

Statt m teilt r — s schreiben wir m | r — s. Direktes Nachrechnen zeigt, dass dies
eine Aquivalenzrelation ist und die Aquivalenzklassen durch [0],[1],...[m — 1]
gegeben sind (z.B. gibt es fiir m = 2 genau zwei Aquivalenzklassen, die Menge
aller geraden Zahlen [0] und die Menge aller ungeraden Zahlen [1]).

Sei Z/mZ die Menge der Aquivalenzklassen. Definiere
+:Z/mZ x Z/mZ — Z/mZ, ([a],[b]) — [a+ D]
i Z/mZ x Z]mZ — Z/mZ, (lal],[b]) — [a- D]

Diese Abbildungen sind wohldefiniert (d.h. unabhéingig von der Wahl der Re-
prisentanten) und definieren auf Z/mZ die Struktur eines kommutativen Ringes
mit Einselement [1] (Ubungsaufgabe).

Der Ring (Z/mZ,+,-) heisst der Ring der Restklassen modulo m (an-
neau des entiers modulo m).

Bemerkung 1.30. Der Ring Z/mZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn m eine
Primzahl ist.

Beweis: (<) Sei m eine Primzahl und [a] - [b] = [0]. Dann gilt:
la] - (6] = [0] = [a-b] = [0] = m | a- b

Da m eine Primzahl ist, folgt m | a oder m | b, also [a] = [0] oder [b)] =[0]. V
(=) Angenommen m ist keine Primzahl. Dann gibt es ganze Zahlen a, b mit
1<a,1<bund a-b=m, insbesondere ist a < m und b < m. Also gilt

[a] # (0], [b] # [0] und [a] - [b] = [a - b] = [m] = [0]

Dies steht im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit von Z/mZ. Also ist m eine
Primzahl. v |
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Beispiel 1.31. Sei X eine nichtleere Menge und sei R :== Map(X,R) zusam-
men mit den Abbildungen

+:RxR—R, (f+g)(x):=f(x)+g(z)
““RxR—R, (f g)(z):=f(z) g(x)
Dann ist R ein kommutativer Ring mit Einselement 1 : X — R, z + 1.

Definition 1.32. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge R’ C R heisst Unterring
(sous-anneau), wenn

1. (R',+) eine Untergruppe von (R,+) ist und
2. fiir alle a,b € R' gilt: a-b € R'.
Beispiele 1.33. 1. ZC QCR.

2. Sei R := Map([0,1],R) und R' := {f € R | f(0) = 0}. Dann ist R’ ein
Unterring von R.

3. mZ ist ein Unterring von Z.

Definition 1.34. Fine Abbildung ¢ : R — S wvon Ringen heisst Homomor-
phismus (von Ringen), wenn fir alle a,b € R gilt:

pla+b)=p(a)+ o) und @la-b)=p(a)- pb).

Beispiele 1.35. 1. Ist R’ ein Unterring des Ringes R, so ist die Inklusions-
abbildung R' — R, a — a, ein injektiver Ringhomomorphismus.

2. FirmeN, m>1, ist
Z— Z/mZ, aw [a]

ein surjektiver Ringhomomorphismus.

3. FirmneN m>1,n>1, ist
Z/mZ — Z/mnZ, [a]— [n-a]

ein injektiver Ringhomomorphismus.

4. Sei'Y eine nichtleere Teilmenge der Menge X . Dann ist
Map(X,R) — Map(V;R), f = fiy

ein surjektiver Ringhomomorphismus, der das Einselement auf das Eins-
element abbildet.

Fiir die Ringe R = Q oder R = R gilt sogar, dass (R \ {0}, ) eine kommutative
Gruppe ist. Ringe mit dieser Eigenschaft heissen Korper.

Definition 1.36. Fine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen
+: KxK—K, (a,b)— +(a,b)=:a+0b
-t KxK—K, (a,b)~ -(a,b)=:a-b

heisst Kérper (corps), wenn gilt:
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1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
2. Fir alle a,be K* := K\ {0} ista-be K*.
3. (K*,-) ist eine abelsche Gruppe.

4. Fiir alle a,b,c € K ist

a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c

Das neutrale Element bzgl. der Addition wird mit O bezeichnet, das Inverse von
a € K bzgl. der Addition wird mit —a bezeichnet. Das neutrale Element bzgl.
der Multiplikation wird mit 1 bezeichnet, das Inverse von a € K* bzgl. der
Multiplikation wird mit a=* oder 1/a bezeichnet.

Bemerkungen 1.37. 1. Ein Korper ist ein kommutativer, nullteilerfreier
Ring # {0} mit Einselement, in dem jedes Element a # 0 ein Inverses
a1 besitzt.

2. In einem Korper K ist 0 # 1, insbesondere hat K mindestens zwei FEle-
mente.

In einem Korper gelten die folgenden
Rechenregeln 1.38. 1. 0ca=a-0=0.
2.a-b=0=a=0 oderb=0.
3 a-(-b)=(-a)-b=—(a-b)
4. Ista#0sogqgilt: ax =af => =T undya=9a = y=179
Beispiele 1.39. R und Q sind Kérper.

Definition 1.40. Sei K ein Kérper. Eine Teilmenge K' C K mit K' # {0}
heisst Unterkérper (sous-corps), wenn

1. K’ ein Unterring von K ist und
2. fiir allea € K',a #0 gilt: a=! € K'.

Es folgt, dass der Unterkorper K’ das Einselement enthiilt und (K’,+,) ein
Korper ist.

Definition 1.41. Eine Abbildung ¢ : K — L von Kérpern heisst Homomorphis-
mus (von Kdrpern), wenn ¢ ein Ringhomomorphismus ist mit o(1) = 1.
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Exkurs 1.42. Komplexe Zahlen

Sei C die Menge der reellen 2-Tupel, C := RxR := {(a,b) | a,b € R}, zusammen
mit den Abbildungen

+:CxC—C, (ab)+(a+0b):=(a+ab+Db)

i CxC—C, (a,b)-(@+b):=(a-a—b-ba-b+b-a)

Es folgt leicht, dass (C,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 :=
(0,0) ist. Tatséichlich ist (C,+,-) ein Kérper (Ubungsaufgabe), d.h. zusitzlich
ist (C*,-) eine abelsche Gruppe und es gelten die Distributivgesetze (siehe
Definition 1.36).

Wir identifizieren die reellen Zahlen mit einer Teilmenge der komplexen Zahlen
viat: R — C, z — (z,0). Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass ¢ ein injek-
tiver Homomorphismus von Kérpern ist, also R via ¢ als Unterkérper von C
angesehen werden kann.

Da (1,0) - (a,b) = (a,b) fiir alle (a,b) gilt, ist 1 := (1,0) das neutrale Element
bzgl. der Multiplikation. Da (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1, kann ¢ := (0,1)
als komplexe Wurzel von —1 aufgefasst werden. Wir schreiben daher auch i =
v/—1. Insbesondere hat das Polynom 22 + 1 in C Nullstellen.

Jede komplexe Zahl ldsst sich eindeutig in der Form a + b, a,b € R, schreiben.
Addition und Multiplikation iibersetzen sich zu

(a+ib) + (a+ib) = (a+a) +i(b+b)

(a+ib)(a+ib)=(a-a—b-b)+i(a-b+b-a)
Das Inverse zu a + ib # 0 bzgl. der Multiplikation ist (a® + b2)~! - (a — ib).

Die Abbildung
c:C—C, z=a+1ib—Z:=a—1b,

ist ein Korperisomorphismus und heisst Konjugationsabbildung. Interpretieren
wir eine komplexe Zahl z = a + b als ein Vektor in der zy-Ebene mit Ko-
ordinaten (a,b), so ist ¢ die Spiegelung entlang der z-Achse. Das Inverse zu
2 = a+ib # 0 bzgl. der Multiplikation ist z=! =%/(z - 2).

Nach dem Satz von Pythagoras ist die Lénge |z| des Vektors z gleich va? + b? =
VZ-Z.

Die Multiplikation lésst sich einfacher mittels Polarkoordinaten verstehen. Ei-
ner komplexen Zahl z # 0 ordnen wir die Linge r := |z| und den Winkel « zur
a-Achse zu, z — (r,a). Es ist dann z = r - (cosa + ¢ - sin ). Ist Z eine weitere
komplexe Zahl # 0 mit Polarkoordinaten (7, &), so hat das Produkt z - Z die
Polarkoordinaten (r - 7, o + @&).

Eine besondere Eigenschaft der komplexen Zahlen beschreibt der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nichtkonstante Polynom p(z) = ag +
a1-z+...+an- 2" ag,...,an, € C, hat in C eine Nullstelle.




18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Wir wollen nun Beispiele von endlichen Kérpern konstruieren.

Beispiel 1.43. Ist p eine Primzahl, so ist der Ring Z/pZ der Restklassen mo-
dulo p ein Korper.

Aufgrund der Bemerkung 1.30 wissen wir schon, dass Z/pZ nullteilerfrei ist. Es
bleibt zu zeigen, dass jedes Element # 0 bzgl. der Multiplikation ein Inverses
besitzt. Dies folgt aus dem folgenden allgemeinen Lemma.

Lemma 1.44. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Finselement.
Hat R nur endlich viele Elemente, so ist R ein Kérper.

Beweis: Wir miissen zeigen: Fiir jedes a € R, a # 0, gibt es ein Element z € R
mit x - a = 1. Hierzu betrachten wir die Abbildung f : R — R,  — z - a. Die
Abbildung ist injektiv, da:
)
f@)=fy)=zv-a=y-a=(@-y a=0=(z-y)=0=r=y
Bei der Implikation (%) wird benutzt, dass R nullteilerfrei und a # 0 ist.
Nun ist R nach Voraussetzung endlich und somit jede injektive Selbstabbil-

dung R — R auch surjektiv. Insbesondere ist f surjektive. Also liegt 1 im Bild
von f, d.h. es gibt ein Element x mit z-a = f(z) = 1. [ ]



Kapitel 2
Vektorraume

Sei K ein Kérper (z.B. Q, R, C oder Z/pZ fiir p eine Primzahl). Bevor wir
Vektorrdume einfithren, zunéchst eine Notation, die es unter anderem erlaubt
Spaltenvektoren platzsparend zu notieren.

Notation: (Transponieren von Spalten- und Zeilenvektoren)

Definiere
T
U1 U1
= (v1,...,v,) und (vq,...,0,)7 =

Un Un,
Ein wichtiges Beispiel fiir einen K-Vektorraum ist das folgende Beispiel.
Beispiel 2.1. Sei V := K" = {(v1,...,v,)T | v1,...,v, € K}. Die Elemente

von V' heissen Vektoren. Addition von Vektoren und Multiplikation mit Korper-
elementen wird komponentenweise definiert:

VxV5h V, vdw:=(vi+w,...,on +w,)"  (Addition)

T und

fiir Vektoren v = (vy,...,v,)T und w = (wy,...,wy,)
KxV 5V, Aovi=Nwv,...,\-v,)T  (Multiplikation)

fir X € K und v = (vy,...,v,)7T.

Offensichtlich ist (V,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 =
(0,...,0)T. Das Inverse zum Vektor v ist der Vektor —v = (—v1,...,—v,)T.
Die folgenden Rechenregeln lassen sich leicht zeigen.

Fiir alle Vektoren v,w € V und alle A\, u € K gilt:
A(v+w) = Ao+ w,  (A+p)v=Av+pv, A(pv)=ANp) v, lov=o

Wir nehmen diese Eigenschaften als Ausgangspunkt fiir die Definition des Vek-
torraums.

19
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Definition 2.2. Ein K-Vektorraum (K-espace vectoriel) ist eine Menge V
zusammen mit Abbildungen (Verknipfungen)

+: VxV =V, (vyw)—v+w (Addition)
 KxV =V, (AMv)e— X-v  (skalare Multiplikation)
mit den folgenden Eigenschaften:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Element bezeichnet wir mit
Oy oder einfach nur mit 0, das Inverse zu v bezeichnen wir mit —v).

2. Fir alle v,w € V und alle A\, p € K gilt
A(v+w) = AMv+dw,  (Ap)o = Aotpo,  A(po)=Ap)v, lo=wv,
wobei 1 das neutrale Element in der Gruppe (K*,-) bezeichnet.

Die Elemente in V heissen Vektoren (vecteurs), die Elemente von K heissen
Skalare (scalaires). Einen K-Vektorraum nennen wir auch Vektorraum dber
dem Korper K.

Beispiele 2.3. 1. K ist ein Vektorraum tber K.

2. C ist nicht nur ein C-Vektorraum, sondern auch ein R-Vektorraum (bzgl.
Addition von komplezen Zahlen und Multiplikation mit reellen Zahlen).
Ebenso kann R als Vektorraum tber Q aufgefasst werden.

¢ Z a,b7c,deK}

ist ein K-Vektorraum. Addition und skalare Multiplikation werden hierbei
komponentenweise erkldrt:

ab+az}_7a+ab+13 vo(e b) _(Aa Ach
c d ¢ d) \e+é d+d)’ c d)” \\e A-d
4. Fir eine nichtleere Menge X ist Map(X,R) ein reeller Vektorraum bzgl.
der folgendermassen erklirten Addition und skalaren Multiplikation

3. Die Menge der K-wertigen (2x2)-Matrizen V :=

(f+9): X =R,z f(x)+9()
Af:X->R, z— X f()

fir alle f,g € Map(X,R) und alle A € R. Allgemeiner gilt: Map(X,K)
ist ein K- Vektorraum.

5. Hier noch ein exotischeres Beispiel: Sei V := Rso. Die Addition auf V
sei definiert durch v + w := v - w. Die skalare Multiplikation mit reellen
Zahlen sei definiert durch R x V.— V, X -v := v*. Dann ist (V,+,-) ein
R-Vektorraum.

Bemerkungen 2.4. In einem K- Vektorraum gilt:
1. X0y =0y fir alle A € K.
2. 0-v=0y firaleveV.
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3. AN v=0y=A=0 oderv=_0y.

4. (=N v=X-(—v)=—=(A-v) fir alle \ € K und allev € V.

Beweis: Ad 1.:
)\-OV:)\-(Ov—I-Ov):)\'Ov-f—)\'OV

= A0y =0y V

Ad 3.: Sei A -v = Oy. Ist X # 0, so folgt nach Multiplikation mit A~! direkt
’UZ)\71~0V:0V v

Ad 2. und 4.: Ubungsaufgabe. |

Definition 2.5. Sei V' ein K- Vektorraum. FEine Teilmenge W C V' heisst Un-
tervektorraum (sous-espace vectoriel) von V', wenn gilt:

1. W #£10.
22.vyweW=v4+weW.
SveWieK=X\veW.

Bemerkung 2.6. Ist W ein Untervektorraum des K-Vektorraums V, so ist W
selber ein K- Vektorraum.

Beispiele 2.7. 1. Die Untervektorraume des reellen Vektorraums R sind
{0} und R.

2. Die Untervektorriume des reellen Vektorraums R? sind alle Gerade durch
den Nullpunkt (Ursprungsgeraden), sowie {0} und R2.

3. Die Untervektorrdume des komplexen Vektorraums C sind {0} und C.

4. Sei V' der komplexe Vektorraum Map([0,1],C). Dann bildet die Menge
W= {f eV | f(0)=0} einen Untervektorraum.

5. Sei V=TR3 und
W= {v = (v1,v2,v3)" €V |01+ 2vs —v3 =0 und 5v; + 3vy = 0}
Dann ist W ein Untervektorraum von'V (siehe erste Vorlesung 25.10.20006).

6. Sei V =R% und W := {v = (v1,v2)T | v1 +v3 = 0}. Dann ist W kein
Untervektorraum von V (2.B. ist (=1,1)T € W aber —(—-1,1)T ¢ W ).

Das nichste Lemma lassen wir als Ubungsaufgabe.
Lemma 2.8. Sei V ein K- Vektorraum.

1. Sind V1,Vy Untervektorraume von V', so ist auch Vi NV, ein Untervek-
torraum von V.
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2. Sei I eine Menge und sei fiir jedes i € I ein Untervektorraum V; gegeben.

Dann ist (;c; Vi auch ein Untervektorraum von V. u

Definition 2.9. Fine Abbildung f :V — W zwischen K-Vektorrdumen V und
W heisst lineare Abbildung (application linéaire) oder Homomorphismus
von K-Vektorrdumen, wenn fir alle v,0 € V und alle A € K gilt:

flo+0)=fv)+ f(0) und  f(A-v) =X f(v).

f heisst Isomorphismus, wenn f ein bijektiver Homomorphismus ist. In die-

sem Fall schreiben wir auch f:V S W oder einfach nur V=W.

Ist V.= W, so heisst ein Homomorphismus ein Endomorphismus (en-
domorphisme) von V' und ein Isomorphismus heisst ein Automorphismus
(automorphisme) von V.

Ist f:V — W eine lineare Abbildung, so heisst
ker(f) .= f71(0) = {v e V| f(v) = 0}
der Kern (noyau) von f. Fiir eine lineare Abbildung f gilt
f(v) = f(0) <= v—10 € ker(f).
Folglich ist f genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0} gilt.

Lemma 2.10. Sei f : V. — W ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.
Dann gilt:

1. Das Bild im(f) := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von W.
2. Der Kern ker(f) :={v €V | f(v) = 0} ist ein Untervektorraum von V.

3. Ist f ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung f~' : W — V auch
ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis: Ad 1.: Da f(0) im Bild liegt, ist im(f) # 0.
Seien nun wy, wy € im(f). Dann gibt es v1, vy € V mit f(v;) = w;, i = 1,2.
Also ist
wy +wz = f(v1) + f(v2) = f(v1 + v2)

im Bild von f. v
Weiter ist fiir jedes A € K der Vektor A-wy € im(f), da A-wy = A f(v1) =
f()\ . ’01). v

Ad 2.: Da f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), ist f(0) = 0. Also ist 0 im Kern von
f und somit ker(f) #0. v

Seien nun vy, ve € ker(f) und A € K. Dann sind v + v und A - v; € ker(f),
da f(vi +v2) = f(v1) + f(v2) =0+ 0=0und f(A-v1) =A- f(v1) =A-0=0
ist. v
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Ad 3.: Ist f ein Isomorphismus, so ist f bijektiv und die Umkehrabbildung
71 W =V, f(v) — v, wohldefiniert. Wir wollen zeigen, dass f~! ein Isomor-
phismus ist. Es ist also zu zeigen, dass f~! ein bijektiver Homomorphismus ist.
Da f bijektiv ist, gilt dies auch fiir die Umkehrabbildung f~!.

Also bleibt zu zeigen:

F7Hwi 4+ w2) = [ wi) + [N (we) und fTHA - w) = A~ fTH(w)
fiir alle wy,wo,w € W und alle A € K.
(a) f~1 (w1 +wa) = f (wi) + f~ 1 (wa):
Da f bijektiv ist, reicht es zu zeigen:
FU 7w +wa)) = FOF7Hwr) + f7H (w2).
Sei v; := f~(w;), i = 1,2. Dann ist

SO (wi+ws)) = wi+ws = f(or)+f(v2) = flortva) = f(f 7 (wi)+f " (wa)). v

(b) M w) = A T (w):
Da f bijektiv ist, reicht es zu zeigen:
U w) = fFO- fHw).
Sei v := f~!(w). Dann ist
FUTTw) =X w=A-f(v) = f(A-0) = f(A- fH(w)). v
]

Beispiele 2.11. 1. Sei V := M(2 x 2,R) := {A = (2}%) | a,b,c,d € R}
A=(2

FA+A) = f (o2 ) = (ata)+(d+d) = (atd)+(a+d) = F(A)+F(A)

und
F-A) =F(Aed)=X-a+A-d=X-(a+d)=X-f(A).

Insbesondere ist der Kern ker(f) = {(2%) | a,b,c,d € R,a = —d} ein
Untervektorraum von V ( das Bild von f ist in diesem Beispiel ganz R ).

2. Sei V := Map(]0,2],C) ={g:[0,2] = C} und a : V — C, alg) := g(1).
Dann ist a ein Homomorphismus von C-Vektorriumen. Fir gi1,go € V
und A € C gilt:

a(gr +92) = (g1 + 92)(1) = g1(1) + g2(1) = a(g1) + a(g2), v

aA-g1) = -g)(1) =A-(01(1) = A-algr). v
Insbesondere ist ker(a) = {g : [0,2] — C | g(1) = 0} ein Untervektorraum
von V' ( das Bild ist in diesem Beispiel ganz C ).
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3. Sei C°(R,R) der R-Vektorraum der stetigen reell-wertigen Funktionen auf

R und sei C*(R,R) der R-Vektorraum der stetig differenzierbaren reell-
wertigen Funktionen auf R. Der Ableitungsoperator

D:C'(R,R) - C°(R,R), fr— [,
ist eine lineare Abbildung mit Kern
ker(D) = {konstante Funktionen} = R

( das Bild ist in diesem Beispiel nach dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung ganz C°(R,R) ).

Definition 2.12. Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, Vektoren in V.

1. v € V heisst Linearkombination (combinaison linéaire) von vy, ..., v,

wenn es A\, ..., A\ € K gibt mit

r
U:Z)\i'vi:/\1-U1+...+)\T~1}T.

i=1

Die Linearkombination 0-v1+. . .+0-v, heisst triviale Linearkombination.

. spang (vi,...,v,) := {v € V | v ist Linearkombination von vy,...,v,}
heisst der von den vy, ..., v, erzeugte Untervektorraum (sous-espace
engendré par vy, ...,v,) oder der von den vy,...,v, aufgespannte Vektor-

raum. Fir I = () sei spang (0) := {0}. Manchmal schreiben wir statt spang
nur span.

. Sei I eine (beliebige) Menge und (v;);cs eine Familie von Vektoren von V

(d.h. (vi)icr : I =V, i—v(i) =:v;). v €V heisst Linearkombination
der Familie (v;)ier, wenn es eine endliche Teilmenge {iy,...,i.} C I und
Ay Ar € K gibt mat

T
’UZZA]"’U”2)\1'Ui1+...—|—)\7«'vir.

j=1

4. spang (v;)ier == {v € V | v ist Linearkombination der (v;);cs} heisst der

von (v;);e; erzeugte Untervektorraum.

Bemerkungen 2.13. 1. spang(v;)ier ist ein Untervektorraum von V.

2. spang (v;)ies ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle v;, i € I,

enthdlt, d.h.
spang (v;)ser = [ |W,

wobei der Schnitt iber
{W Cc V| W ist Untervektorraum von V und v; € WV i € I'}

gebildet wird.
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Beispiele 2.14. 1. Sei V := R?, v; = (1,0,0)7, v, = (0,1,0)T, vz =
(1, l,O)T, vy = (0, -1, l)T.
Dann ist span(vy, ve) = span(vi,v3) = {x € R3 | 13 = 0} und span(vy,vs,vs4) =
R3. Wie sehen span(vs, v3) und span(vs,v3,vs) aus?

2. K" = span(ey, ..., en), wobei e; := (0,...,0,1,0,...,0)T in deriten Stelle
eine 1 als Fintrag und sonst nur Nullen als Eintrige hat ( e; heisst iter
kanonischer Basisvektor des K" ).

3. Sei V := Map([0,1],R) und I =1[0,1]. Firiec I sei

_ 0, t#1
v;  [0,1] — R, tH{l, i

Dann ist
span(v;)ier = {f : [0,1] = R | f ist nur an endlich vielen Stellen # 0}.

Definition 2.15. FEin K-Vektorraum V heisst endlich dimensional (dimensi-
on finie), dimV < oo, wenn V wvon endlich vielen Vektoren aus V erzeugt wird,
d.h. es gibt v1,...,v, € V mit span(vy,...,v.) = V.

Ist V' nicht endlich dimensional, so heisst V unendlich dimensional (di-
mension infinie), dim V' = oo.

Bemerkung 2.16. K" ist endlich dimensional, Map([0,1],R) ist unendlich
dimensional.

Definition 2.17. Sei V ein K-Vektorraum. Vektoren vy,...,v, € V heissen
linear unabhingig (linéarement indépendant) oder frei (libre), falls gilt:

M4+ A0, =0= X =...=)\.=0.

Sind vy, . .., v, nicht linear unabhdingig, so sind sie linear abhéingig (linéarement
dépendant / liée).

Beispiele 2.18. 1. Sei V := R?, v; = (1,-1,0)T, vy = (1,0,-1)T, v3 =
(0,1,—1). Dann ist (v1,ve) linear unabhingig, da

M-V +Av=0=A+X2=0,-XA=0,-X=0=A1=X=0

Genauso zeigt man, dass die Vektoren vy, vs (bzw. vy, vs) linear unabhingig
sind. Die Familie (v1,vq,v3) ist aber linear abhingig, da v1 — vy +v3 =0
15t.

2. Sei K = Q und V := R aufgefasst als Q- Vektorraum. Dann sind 1 und /5
linear unabhdngige Vektoren aus V.

Definition 2.19. Sei V' ein K-Vektorraum und (v;);er eine Familie von Vek-
toren aus V. Die Familie (v;);c; heisst linear unabhingig, falls jede endliche
Teilfamilie linear unabhdngig ist, d.h. fir jede endliche Teilmenge J C I ist die
Familie (v;)icy linear unabhingig.



26 KAPITEL 2. VEKTORRAUME

Bemerkung 2.20. Die Familie (v;);cr ist linear unabhdngig, falls fir jede Fa-
milie (A;)ier von Skalaren mit A; = 0 fir fast allei € I (d.h. \; =0 fiir alle bis
auf endlich viele i € I) gilt:

ZAi'Ui=O=>)\i=O Viel
icl
Lemma 2.21. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. (v;)ier ist linear unabhingig.

2. Jeder Vektor v € spang(v;);er lisst sich eindeutig als Linearkombination
der (v;)ier schreiben.

Beweis: (1. = 2.): Angenommen v = ., A - v = Y ;A - v; und fast

alle /\i,Xi sind Null. Wir wollen zeigen, dass \; = Xl fir alle 4 € I gilt. Nach
Voraussetzung gibt es endliche Teilmengen J C I und J C I mit \; = 0 fiir
i1 ¢ Jund \; =0 fiir ¢ &€ J. Also ist

,U:Z)\Z UV = ZXZ’UZ
ieJ ieJ
Dann folgt
O:U7U:Z)\i'vifzf/{i"l}i: Z ()\foi)’l)l
ieJ ieJ ieJuJ
und somit \; = Xz fiir alle ¢ € I, da (v;);es linear unabhiingig ist (fiir ¢ ¢ J U J

gilt A\; = \; trivialerweise, da beide Seiten verschwinden). v

(2. = 1.): Sei Y ,c;Ai - vy = 0, wobei fast alle \; gleich Null sind. Definiere

w; = 0 fiir alle ¢ € I. Dann gilt
OZZ)\i'vi:ZNi'vi-
il icl

Aufgrund der Eindeutigkeit der Linearkombination folgt A\; = u; = 0 fiir alle
i1 € 1. Die Familie (v;);¢s ist also linear unabhéingig. v/ |

Bemerkung 2.22. vq,...,v,. sind genau dann linear abhingig, wenn es ein
jeA{l,...,r} gibt, so dass sich v; als Linearkombination von (v;);z; schreiben
lisst.

Beweis: (=): Ist (vq,...,v,) linear abhingig, so gibt es A1,..., A, € K - nicht
alle gleich Null - mit Y ;_; A; - v; = 0. Wéhle ein j € {1,...,7} mit \; # 0.
Dann ist

Der Vektor v; ist also eine Linearkombination von (v;)ix;. v/
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(«): Sei
v = Z i - U;
T

fiir geeignet gewdhlte Skalare \; € K. Definiere ); := —1. Dann folgt

Z)\i-vi:Omit )\j 750

i=1
Die Familie (v;);=1,...» ist also linear abhéngig. Vv’ [ |
Sind vy, ...,v, linear abhingig, so folgt nicht, dass sich jeder der Vektoren als

Linearkombination der anderen schreiben lédsst. Finden Sie ein Beispiel, wo sich
genau einer der Vektoren als Linearkombination der anderen schreiben lésst!
Uben Sie das Konzept lineare (Un-)Abhingigkeit, beantworten Sie die folgenden
Fragen: Fiir welche v € V ist (v) linear unabhingig? Ist eine Familie (v;);er
linear abhingig, wenn es ¢ # j mit v; = v; gibt? Ist eine Familie, die den
Nullvektor enthélt, immer linear abhéngig?

Beispiel 2.23. Sei V := RY = {(zg,71,22,...) | 2; € RV i € N} der R-
Vektorraum aller reell-wertigen Folgen, Addition und skalare Multiplikation sind
komponentenweise erkldrt:

(o, 1, 22,...) + (Y0, Y1, Y2, - -.) = (To + Yo, 21 + Y1, T2 + ¥Y2,...)
A (xo, 1, @, .. .) = (A 2o, A 21, A 29, .. )

Seiv; = (1,1,...,1,0,0,...) der Vektor, der an den ersten (i + 1) Stellen eine
1 und sonst nur Nullen hat. Dann ist (v;);en linear unabhdngig.

Beweis: Sei ) ;. Ai-vi = 0 und A\; = 0 fir fast alle i € N. Angenommen nicht
alle \; sind gleich Null. Sei m € N die grésste natirliche Zahl fir die A\, # 0
ist. Dann folgt >, . Ni-vi = Y oy Ai - v; = 0 und Inspektion der (m + 1)-ten
Stelle im Vektor Y, ., i - v; zeigt Ay, = 0. 4

Also ist \; =0 fiir allei € N. v [ |

Definition 2.24. Sei V' ein K-Vektorraum und (v;);er eine Familie von Vek-
toren aus V. (v;);er heisst Basis (base) von V, wenn (v;);er ein linear un-
abhdingiges Erzeugendensystem von V ist, d.h. wenn gilt:

1. V = spang (v;)ier und
2. (vi)ier ist linear unabhdingig.

Beispiele 2.25. 1. (e1,ea,...,e,) ist eine Basis von K", die kanonische
Basis (base canonique) des K".

2. (1,4) ist eine Basis des reellen Vektorraums C.

3. (1,0,0)7,(0,1,0)T,(0,0,1)T bilden eine Basis von Q* (siche 1.). Die Vek-
toren vy := (1,1,0)T,v3 := (0,2, -3)T,v3 := (3,2,1)7 bilden eine weitere

Basis von Q3 (Beweis: Ubungsaufgabe).
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Proposition 2.26. Sei V ein K-Vektorraum, V # {0}. Fir eine endliche Fa-
milie von Vektoren B := (v1,...,v,) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. B ist eine Basis.

2. B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. spang(v1,...,v.) =V aber
fir jedes j € {1,...,r} ist spang (v;)ix; # V.

3. B ist maximal linear unabhingig, d.h. (v1...,v,.) ist linear unabhdingig,
aber fiir jedes v € V' ist (v,v1,...,v,.) linear abhdngig.

Beweis: : (1. = 2.): B Basis = spang (v;)i=1,...» = V. Noch zu zeigen: Fiir jedes
J gilt spang (v;)i2; # V. Angenommen spang(v;);z; = V. Dann ist v; Linear-
kombination der (v;);;, also ist (v;);=1,...,» linear abhéngig 4 (Widerspruch zu
B = (v1,...,v,) Basis). Also gilt span(v;),»; # V fiir jedes j. Vv

(2. = 3.): Zunichst zeigen wir B ist linear unabhéngig. Sei > . _; A; - v; = 0
Wir wollen zeigen, dass alle \; verschwinden. Angenommen A; # 0. Dann
ist v; € spang(vi,...,vj-1,Vj+1,...,0,) und somit V = spang(vi,...,v,) =
spany (v;)ix;4 (dies steht im Widerspruch zur Minimalitét des Erzeugendensy-
stems (v1,...,v,)). Also ist (v1,...,v,) linear unabhingig. v

Bleibt zu iiberpriifen, dass (v1,...,v,) eine maximale linear unabhingige
Familie ist. Sei v € V beliebig. Zu zeigen: (v,v1,...,v,) ist linear abhingig.
Dies folgt aber direkt, da nach Voraussetzung spang (v1, . ..,v,) = V und somit
v Linearkombination der v; ist. v

(3. = 1.): Nach Voraussetzung ist B linear unabhiingig. Bleibt zu zeigen: B
erzeugt V. Betrachte dazu v € V. Da nach Voraussetzung (v,v1,...,v,) linear
abhéngig ist, gibt es A\, A1, ..., A\ € K, nicht alle Null, mit )vv—i—zzzl Ai-v; = 0.
Da (vy,...,v,) linear unabhéingig ist, muss A # 0 sein. Also ldsst sich v als
Linearkombination der wvy,...,v, schreiben. Da dies fiir alle v € V gilt, ist
spang (vy,...,v.) =V. V ]

Bemerkung 2.27. Ist V ein unendlich dimensionaler K- Vektorraum, so besitzt
V' unendlich viele linear unabhdingige Vektoren.

Beweis: Wir konstruieren induktiv eine unendliche linear unabhéngige Familie.
Da dimV = oo, ist V' # {0}. Wihle v; € V, v; # 0. Dann ist (v1) linear
unabhéngig. Soviel zum Induktionsanfang.

Nun zum Induktionsschritt: Sei (vy,...,v,) eine linear unabhéingige Familie.
Angenommen (v, v1,...,v,) ist linear abhingig fiir alle v € V. Dann folgt mit
Proposition 2.26, dass (vi,...,v,) den Vektorraum V erzeugt. Dies steht im
Widerspruch zu dim V' = oco. Folglich gibt es ein v, € V, so dass die Familie
(v1,...,0r,Up41) linear unabhingig ist. |
Theorem 2.28 (Basisauswahlsatz). Sei V' ein K-Vektorraum und (vy,...,v,)
ein Erzeugendensystem von V. Dann kénnen wir aus (vi,...,v,) eine Basis
auswdéhlen. Genauer gilt:

Es gibt eine Teilmenge {i1,ia,...,5.y C {1,...,n} mit i1 < iy < ... < iy,

so dass (vi,,...,v;.) eine Basis von V ist.
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Beweis: Ist (v1, ..., v,) keine Basis, so kann nach Proposition 2.26 ein j gewéhlt
werden, fiir welches (v;);»x; ein Erzeugendensystem von V ist. Ersetze nun
das urspriingliche Erzeugendensystem (v;); durch (v;);2; und wiederhole obige
Uberlegung. Nach endlich vielen Schritten erhiilt man eine Basis (Viyy- i)
von V. |

Korollar 2.29. Jeder endlich dimensionale Vektorraum besitzt eine Basis. B

Es kann gezeigt werden, dass JEDER Vektorraum (also auch jeder unendlich
dimensionale Vektorraum) eine Basis besitzt. Der Beweis benutzt Methoden der
Mengenlehre, wie z.B. das Zornsche Lemma.

Theorem 2.30 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V' ein K-Vektorraum, B =

(v1,...,vy,) eine Basis von V und sei (wy,...,w,) linear unabhingig. Dann gilt:
1. r <n und

2. es gibt Vektoren v;,,...,v;., i1 < ia... < i, in B, so dass man nach

Austausch von v;, durch w1, v, durch wa, ..., v;, durch w,, wieder eine

Basis von V' erhdlt.

Beweis: spiter!

Beispiel 2.31. Sei V :=R3, v; :=¢; fiiri=1,2,3, und w := (0,4, —3)T. Dann
ist (v1,v2,v3) eine Basis und w linear unabhingig. Nach dem Austauschsatz
kann einer der Vektoren v; durch w ersetzt werden. Tatsdchlich ist (v, va,w)
wieder eine Basis von'V (ersetzt man v1 durch w, so erhdlt man keine Basis !).

Korollar 2.32. Sind (v1,...,v,) und (w1, ..., w,) Basen von V, so ist r = n.

Beweis: Nach dem Austauschsatz ist r <n und n < 7. | |

Definition 2.33. Sei V ein K-Vektorraum. Die Dimension (dimension) von
V, dimV, ist definiert durch

dm V. — { n,  falls' V eine Basis (v1,...,v,) besitzt
oo,  sonst
Korollar 2.34. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und vi,...,Upq1
Vektoren aus V. Dann ist (v1,...,vp41) linear abhingig.
Beweis: Folgt direkt aus dem Austauschsatz. |

Als Vorbereitung fiir den Beweis der Austauschsatzes zeigen wir zunéchst das
folgende Lemma.

Lemma 2.35. Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und w = Y ;| A - v;. Ist
Ak £ 0, so ist (v1,...,V6—1, W, Vgt1,...,0,) eine Basis von V (d.h. vy und w
konnen ausgetauscht werden).
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Beweis: Nach Umnumerieren der Basiselemente konnen wir kK = 1 annehmen.
Also ist O.B.d.A. (=ohne Beschrinkung der Allgemeinheit=sans restriction)
A1 # 0. Wir wollen zeigen: (w,ve,vs,...,v,) ist eine Basis von V.

Beh.: span(w,va,...,v,) =V
Bew.: Esist w = Ay -v1 + Ao -v2+ ...+ A\ - v, und Ay # 0 nach Vor-

aussetzung. Also ist v; € span(w,vs,...,v,) und somit span(w,ve,...,v,) =
span(w, vy, v, ...,0,) = V.

Beh.: (w,ve,...,v,) ist linear unabhingig.

Bew.: Sei p-w—+po-va+. ..+ ppn-v, = 0. Zu zeigen: p =0und pg = ... = p, = 0.

O=p-w+pz-v2+ ...+ fiy vy

=pA1-vr4 .o Ay o) F e v F e iy Uy
= AL vr 4 (e Ag A+ p2) cva o (e A+ ) - v
= pu-A\ =0, da (vq,...,v,) linear unabhéngig
=u=0,daX #0

Also ist po - va + ... + py - v, = 0. Da (ve,...,v,) linear unabhéngig ist, folgt
auch ps = ... = p, =0. |

Beweis des Austauschsatzes 2.30: Fiir r = 0 ist nichts zu beweisen (In-
duktionsanfang). Sei also r > 1. Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass der
Satz fiir r — 1 schon bewiesen ist. Da B = (vy,...,v,) eine Basis von V ist
und (w1, ..., w,—1) linear unabhéngig sind, erhalten wir nach Induktionsvoraus-
setzung eine Basis durch geeignetes Austauschen von (r — 1) Vektoren der Basis
B mit wq,...,w,_1. Nach Umnumerieren der v; konnen wir also annehmen,
dass (w1, ws, ..., Wr—_1,Vp,...,0y,) eine Basis von V ist. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist auch r — 1 < n.

Beh.: » < n.
Bew.: Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann ist » — 1 = n und somit
(w1, ..., w,—_1) eine Basis. Nach Proposition 2.26 ist dann aber (w1, ..., w,—1,w,)
linear abhéngig. 4 Alsoist r <mn. Vv

Wir miissen noch zeigen, dass wir aus B’ := (w1, wa, ..., Wr—1,Vp,...,0p)

durch Austausch von w, mit einem geeigneten vy, k > r, wieder eine Basis
erhalten. Dazu schreiben wir w, als Linearkombination in der Basis B,

Wp =AW+ oo+ A1 W1+ AU+ o+ Ay - Uny
Beh.: A\, ..., A, sind nicht alle gleich Null.
Bew.: Angenommen A, = ... = )\, = 0. Dann folgt
Wy =AW + .o+ A1 - Wy

was im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (w1, ..., w,) steht. 4 v
Also gibt es ein k > r mit \; # 0. Nach Lemma 2.35 ist dann

(wlw"yw'r’—lyvrr" avk—hw'ﬁvk-‘rl;"'avn)

eine Basis von V. Wie gewiinscht erhalten wir also aus B’ durch Austausch von
w, mit einem geeigneten v wieder eine Basis. |
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Korollar 2.36. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und W C V' ein
Untervektorraum. Dann gilt:

1. dimW < dimV und
2. (dimW =dimV) < (W =YV)

Beweis: Ubungsaufgabe. u

Theorem 2.37 (Basisergiinzungssatz). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
und seien wy, . .., w, linear unabhingige Vektoren aus V. Dann kann (w1, . .., w;)
zu einer Basis erginzt werden, d.h. es gibt Vektoren wyy1,...,wy,, so dass
(Wi, ..., Wp, Wyry1,...,Wy) eine Basis von V ist.

Beweis: Sei (vy, ..., v, ) eine Basis von V. Nach dem Austauschsatz erhalten wir
wieder eine Basis von V', wenn wir r geeignet gewéhlte Vektoren aus (vy,...,v,)
durch wi, ..., w, ersetzen. Nach Umnumerierung kénnen wir O.B.d.A. anneh-
men, dass vq,...,v, ausgetauscht werden, also (wq,..., W, Vpt1,...,0,) €ine
Basis von V ist. Der Satz folgt (schreibe w; statt v; fiir ¢ > r). |

Definition 2.38. Seien W1, W, ..., W, Untervektorriume des Vektorraums V.
Dann heisst
Wi+ ...+ W, :=span(W1 U...UW,)

die Summe (somme) von Wy, Wa, ..., W,.

An dieser Stelle wollen wir bemerken, dass span fiir Familien von Vektoren
eingefiihrt wurde, es aber nur auf die zugrundeliegende Menge der Vektoren
ankommt, d.h. es macht Sinn span fiir Mengen zu definieren: Ist W eine Menge,
(vs)ier eine Familie mit W = {v; | ¢ € I} und (v;);es eine weitere Familie mit
W ={v; | j € J}, dann ist span(v;);er = span(?v;);es.

Bemerkung 2.39 (Ubungsaufgabe).

W1+...+WT:{Z/\i~wiwi€Wi und/\ieK}
=1

Beispiele 2.40 (Aufgabe). Beschreiben Sie die Summe von Geraden und Ebe-

nen im R3.

Theorem 2.41 (Dimensionsformel). Seien W7 und Wy endlich dimensionale
Untervektorriume des Vektorraums V. Dann ist W1 + Wo endlich dimensional
und es gilt:

dlm(W1 + Wg) = dlm Wl + lel W2 - d1m(W1 N WQ)
Beweis: W7 N W5 ist endlich dimensional, da W; endlich dimensional ist. Sei

(v1,...,Vy,) eine Basis von Wi N Wa. Dann ist (vq,...,v,,) linear unabhingig
in Wl.
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Nach dem Basisergéinzungssatz kénnen wir (v1,...,v,,) zu einer Basis von
W1 ergénzen, d.h. es gibt wy,...,w, € W1, so dass (v1, ..., Um, w1,..., W) €ine
Basis von W7 ist. Nach dem Basisergéinzungssatz gibt es auch wy,...,w; € W,
so dass (v1,...,Um,W1,...,w;) eine Basis von Wy ist. Da Wi + W5 von den
Vektoren vy, ..., 0m, w1, ... Wk, W1, - .., w; erzeugt wird, ist Wy + Wy endlich
dimensional.

Beh.: (v1,...,0m, w1, ... W, W1,...,w;) ist eine Basis von Wy 4+ Wa.

Bew.: Wie miissen nur noch zeigen, dass die Vektoren linear unabhéngig sind.

Sei also
m k l
Z)\i-v,-+2uj 'UJj-‘rZﬁs'ws =0
i=1 j=1 s=1

Dann ist Z:il )\¢~vi+2?21 wy-w; € WiNWs und somit p; =0 fiirj =1,...,k.

Also ist

m l

SN Y =0

i=1 s=1
Da (v1,...,Um, W, ...,w;) eine Basis von Wy ist, verschwinden auch die Koeffi-
zienten Ay, ..., Am, i1, .- -, fg- Also sind vy, ..., U, w1, ... Wk, W1, ..., w; linear

unabhéngig. v
Wir haben also

dim(Wy N W3) = m,dim(Wy) = m + k,
dim(Wy) = m+ 1, dim(Wy + Wy) =m+k+1
und somit

Beispiel 2.42. Die Dimension des Schnittes von zwei 2-dimensionalen Unter-
vektorrdumen (=Ebenen) im R3 ist nach der Dimensionsformel mindestens 1.

In einem n-dimensionalen Vektorraum V heissen die 1-dimensionalen Untervek-
torrdume Geraden (droite vectorielle), die 2-dimensionalen Untervektorrdume
Ebenen (plan vectorielle) und die (n — 1)-dimensionalen Untervektorrdume
Hyperebenen (hyperplan).

Definition 2.43. Ein Vektorraum V heisst direkte Summe (somme directe)
von zwei Untervektorrdumen Wy und Wy, V.= W71 @& Wy, wenn V. = Wy + Wy
und W1 N Wy = {0} gilt.

Lemma 2.44. Sei V' die Summe der Untervektorrdume Wy und Wy. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. V=W & W,

2. jedes v € V lisst sich eindeutig als v = wy + we mit w; € W; darstellen.
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Beweis: (1. = 2.): Sei v = w1 + wy = Wy + Wo mit w;, w; € W;. Dann ist
(w1 +w2>—(7ﬂ1+’w2) =v—v=0,

also (wy —wy) = (Wg —wy) € Wi NWy = {0} und somit wy = w; und wy = Ws.
Die Zerlegung von v ist also eindeutig. v/

(2. = 1.): Sei v € W1 N Wy und sei wy := v € W, wy := v € Wa. Dann
folgt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung aus v = w; + 0 = 0 + wo direkt
w1 = wg = 0 und somit v =0. V |

Sei V. =W; & Wy und seien p; : W — Wi und py : W — W5 die Abbildungen
zu der eindeutigen Zerlegung, d.h. v = p1(v) + p2(v).

Definition 2.45. Die Abbildung p; : V — W, heisst Projektion (projection)
auf den iten Summanden der direkten Summe.

Bemerkung 2.46 (Ubungsaufgabe). p1 V. — Wy st ein Epimorphismus
(=surj. Homom.) mit Kern ker(p1) = Wa, pa: V. — Wa ist ein Epimorphismus
mit Kern ker(ps) = W1.

Bemerkung 2.47 (Ubungsaufgabe). V=WiaeW, <— V =W; + W5 und
fiir jede Wahl von wy € Wi, we € Wa, w1 # 0, wy # 0, ist (w1, ws) linear
unabhdngig.

Definition 2.48. Zwei Untervektorriume W1 und Wy heissen zueinander kom-
plementéir (complémentaire), falls V- =W; @& Ws.

Beispiele 2.49. 1. Sei V. =R3, Wy := span(ey, e3) und Wy := span(v) fiir
v = (x1,x2, 1'3)T € V. Dann sind W1 und Wy genau dann komplementdr,
wenn x2 # 0 ist.

2. Sei V= M(2 x 2,R). Dann sind die Untervektorrdume
Wi ={(88)|aeR} und Wy :={(°%) | b,c,d € R}
komplementir. Ebenso ist W1 zu {(¢ %,) | a,b,c € R} komplementir etc.

Lemma 2.50. Ist W ein Untervektorraum eines endlich dimensionalen K-
Vektorraums V', so gibt es einen zu W komplementdiren Untervektorraum W'
von V.

Beweis: Wilhle eine Basis (v1,...,v,) von W und ergéinze sie zu einer Basis
(U1, yUry Upg1, ..., Uy) von V. Definiere W’ := span(vy41, ..., v,). Dann folgt

V=W+W ud WnW = {0}
[ |

Definition 2.51. Seien Wi,..., Wy Untervektorriume des Vektorraums V.
Dann heisst V' die direkte Summe von Wy,... Wi, V. = W1 & ... & Wy,
wenn V. = Wi+ ...+ Wy und fir jede Wahl w; € W;, w; #£0,i=1,...,k, gilt:
(w1, ..., wg) ist linear unabhdngig.
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Bemerkung 2.52 (Ubungsaufgabe). Fiir einen endlich dimensionalen Vektor-
raum V gult:

V=W .eW, < (V=Wi+..4W; und dimV = dim Wi+...+dim W})

Sei nun f : V — W ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen. Dann ist das
Bild im(f) := f(V) ein Untervektorraum von W und der Kern ker(f) := f~1(0)
ein Untervektorraum von V' (siehe Lemma 2.10). Ist V' endlich dimensional, so
sind auch im(f) und ker(f) endlich dimensional (siehe Korollar 2.36).

Proposition 2.53. Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K- Vektorrdumen

und dim V' < oo. Sei (vy,...,vg) eine Basis von ker(f), (w1,...,w,) eine Basis
von im(f) und seien uy,...,u, € V mit f(u;) = w;, ¢ = 1,...,7. Dann ist
(v1,..., Uk, U1,...,u,) eine Basis von V.

Beweis: V = span(vy,..., vk, u1,...,u.): Seiv € V. Dann ist

f)=p1-wi+ ...+ by - w,

fiir geeignet gewdhlte uy, ..., u € K. Sei
o= 3
i=1
Dann folgt
F) =Y i wi=f0) = flo =) =0= (v—2) € ker(f).
i=1

Es gibt also /\1,...,/\kEKmitv—v’:Zle)\i~vi

k r

év:ZAi-vi—l—Zurwi € span(vy, ..., Vg, ULy .-y Uy ). v
i=1 i=1
(v1y ..., Vky Uty ..., u) linear unabhingig: Sei
1 Ul F o U+ A v A =0 (*)

Wir wollen zeigen, dass in der Linearkombination alle Koeffizienten verschwin-
den. Aus (x) folgt

T k r r
0:f<ZMi-ui+z)\i'Ui> :f<ZMi'Ui> :Zﬂi'wi
i=1 i=1 i=1 i=1

Da (wi,...,w,) linear unabhéngig ist, ist u; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,r. Die
Gleichung (%) liefert somit A; - v1 + ... + Ag - vx = 0 und wegen der linearen
Unabhéngigkeit der v; folgt dann auch \y =... =X =0. V [ |

Korollar 2.54. Sei f : V — W ein Homomorphismus und dim'V < co. Dann
gilt:
dim V' = dimker(f) + dim im(f)
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Beweis: Sei (vy,...,v;) eine Basis von ker(f) und (wq,...,w,) eine Basis von
im(f). Nach der obigen Proposition gibt es dann eine Basis von V mit k& + r
Elementen. Also gilt dimV = k + r = dim ker(f) + dim im(f). |

Korollar 2.55. Fiir endlich dimensionale K-Vektorrdume gilt:

dmV =dimW <« V=W

Beweis: (<) Sei V= W, d.h. es gibt einen Isomorphismus f : V' — W. Dann
folgt

dimV = dimker(f) + dimim(f) = dim{0} + dim W = dimW Vv

(=) Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und (wy, ..., w,) eine Basis von W. Dann
definiert f : v; — w;, i € {1,...,n}, eindeutig einen Homomorphismus (siehe
Ubungsaufgabe weiter unten)

f:V-w Xn:)\i-vi»—»i:/\i~wi
i=1 i=1

Da (wi,...,w,) eine Basis von W ist, ist f injektiv und surjektiv. Also ist
f:V — W ein Isomorphismus. v |

Bemerkung 2.56 (Ubungsaufgabe). Sei V' ein K- Vektorraum (nicht notwendig
endlich dimensional) und sei (v;);er eine Basis von V. Sei W ein weiterer K-
Vektorraum und sei w; € W fiir alle ¢ € I. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung f:V — W mit f(v;) = w;. |

Korollar 2.57. Sei f : V. — W ein Homomorphismus und sei dimV =
dim W < co. Dann gilt:

f bigektiv < f injektiv <= [ surjektiv

Beweis: Wir zeigen, f bijektiv = f injektiv = f surjektiv = f bijektiv .
Die erste Implikation (bijektiv = injektiv) ist trivial. v/

(injektiv = surjektiv) Da dimV = dim W und dimker(f) = 0, ist dim W =
dim V' = dimker(f) 4+ dimim(f) = dimim(f). Der Homomorphismus f ist also
surjektiv. v

(surjektiv = bijektiv) Ist f surjektiv, so folgt aus dim V' = dim ker(f)+dim im(f)
direkt dim ker(f) = 0. Die surjektive lineare Abbildung f ist also auch injektiv,
d.h. f ist bijektiv. v n
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Proposition 2.58. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, (w1, ..., w,) eine
Basis von im(f) und seien uq,...,u, Vektoren aus V. mit f(u;) = w;, i =
1,...,r. Definiere U := span(uq, ..., u,). Dann gilt:

1. V =U @& ker(f)

2. Die Einschrinkung fiy : U — im(f) ist ein Isomorphismus.

3. Ist P : V. — U die Projektion auf U ( bzgl. V = U @ ker(f) ), so gilt:
[ = fiuo P, d.h. das Diagramm

Vv

1N

U———W
filu

kommutiert.

Beweis: Ad 1.: Sei (v1,...,v) eine Basis von ker(f). Nach Proposition 2.53
ist (w1,...,Ur,v1,-..,0k) eine Basis von V. Also ist V die direkte Summe von
U = span(uq, ..., u,) und ker(f) = span(vy,...,vx), dh. V=U @ ker(f). v

Ad 2.: fiy : U — im(f) ist injektiv, da ker(fijy) = U Nker(f) = {0}; fjv ist
surjektiv, da f(U) = f(U @ ker(f)) = f(V) =im(f). v

Ad 3.: Sei v € V und seien v € U und w € ker(f) die (eindeutig bestimmten)
Vektoren mit v = u + w. Nach Definition der Projektion P auf U ist P(v) = u.
Da

f) = flut+w) = fu) + f(w) = f(u) = flu(w) = flu(P(v))

fir alle v € V gilt, ist f = flyoP. Vv |



Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme
und Matrizen

Sei K ein Kérper. Ein lineares Gleichungssystem (systeme d’equations linéaires)
mit Koeffizienten in K ist von der Form:

a1+ x1 + a2 -To+ ...+ a1y Ty = bl
A1 - T1 + Q22 - Ta + ...+ A2p - Ty = b
(*)
A1 T1 4+ Gm2 T2+ .o+ A - T = by
Hierbei sind aq1,...,a1n,0a21,...,Qm, sowie bi,...,b, Elemente aus K und
T1,...,T, sind Variablen, d.h. Unbestimmte des linearen Gleichungssystems.
Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems besteht aus allen Vekto-
ren (z1,...,2,)7 € K", deren Eintriige z1,..., 7, eine simultane Losung der

obigen m Gleichungen bilden, z.B. ist die Losungsmenge des reellen Gleichungs-
systems
r1+2-290=1, x1,292 €R,

die Menge {(172%) | a € R} C R? und die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems mit Koeffizienten in K = Q
T4+ = 1
Tot+x34+24 = 1
ist die Menge {(a+ 3,1 —a—3,0,08)" | o, € Q} C Q™.
Lineare Gleichungssysteme lassen sich effektiv mit Hilfe von Matrixen be-

schreiben. Seien cq1,...,Cin,C21, .- ., Cmn Elemente aus dem Korper K. Die An-
ordnung dieser m - n Elemente in der Form

C11 e Cin

C:=
Cm1 -+ Cmn

heisst (mxn)-Matrix (matrice) mit Eintréigen aus (oder Werten in) dem Kérper

(ciz)-

37
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Eine (m x n)-Matrix hat also m Zeilen und n Spalten. Eine (m x 1)-Matrix
heisst Spaltenvektor, eine (1 x n)-Matrix heisst Zeilenvektor. Wir definieren

’ M(m x n,K) := Menge aller (m x n) — Matrizen mit Eintrégen aus K‘

Fir C = (¢i5)i; € M(mxn,K) und D := (d;i) 5 € M(nxr,K) ist das Produkt
C - D eine (m x r)-Matrix (f;x)

i=1,...,
k=1,...,r

n
fik == Zcij “dip =¢i1-dig+ ...+ Cin - dnk
j=1
Insbesondere ist fiir einen Spaltenvektor z = (x1,...,2,)T € M(n x 1,K) das
Produkt C' - z gleich
( c11°T1+...+Cin Tn >
Cm1'11+»»:-+cmn‘mn

Betrachten wir erneut das lineare Gleichungssystem (x)

a1l - x1+ a2 o+ ...+ ai, Ty = b
Q21 - X1+ Q22 - T2+ ...+ G2 - Tpy = by
A1 " T1+Am2 - To+ ...+ Qmp - Ty, = b,

Die Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems ist definiert als die (mxn)-
Matrix

ail ce A1n
a1 . A2n
A=
aAml --. Qmn
Die (m x (n + 1))-Matrix
a1 a1n | b1
a1 N aon bg
(A,0) :=
Aml - Qmn | bm

heisst erweiterte Koeffizientenmatrix. Offensichtlich enthélt (A,b) alle In-
formationen des linearen Gleichungssystems ().
Seib= (b1,...,bm)T und z := (x1,...,2,)T. Dann ist das Gleichungssystem

(%) dquivalent zu
A-xz=0

und die Losungsmenge von (k) ist
Sol(A,b) :={z e K" | A-z =b}

Das Gleichungssystem (%) und seine Losungsmenge kann also mit Hilfe der
Matrix-Gleichung A - z = b beschrieben werden.
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Eine Matrix A = (a;;) € M(m x n,K) wiederum definiert eine lineare Ab-
bildung ® 4 : K™ — K™, die auf den kanonischen Basisvektoren ey, ..., e, des
K™ die Werte

aiil ... Qin 1 aii
azi ... Q2n 0 az1
Du(er):=A-e; = . . ] = . ,

Am1 - Gmn Am1

ai Ain

azo azn
Dy(ez) :=A-eg = . yeo s Palen) =A-e, =

CL7;12 a'r;tn

annimmt (wir erinnern uns, dass dadurch ® 4 eindeutig bestimmt ist, siche Be-
merkung 2.56). Die zu A assoziierte lineare Abbildung ® 4 bildet also den jten
Basisvektor e; auf die jte Spalte der Matrix (aufgefasst als Element des K'™) ab.
Die Matrix-Gleichung iibersetzt sich in ® 4(z) = b und fiir die Losungsmenge
gilt

Sol(A,b) = &, (b) = {x € K" | ®4(z) = b}

Zum Beispiel wird das lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten in K = R

x1+xry = 1
1

To + T3+ x4

durch die Matrix-Gleichung

. .. . (1100 (1 4
A~xbm1tA<0111>, b(1>, reR

beschrieben. Der assoziierte Homomorphismus ® 4 : R* — R? ist eindeutig durch

Daler) = (), ®ale2) = (1), Pales) = (7) und Pa(es) = ()

bestimmt. Ein beliebiges Element x = (x4, 22, x3, :L‘4)T € R* wird unter ® 4 auf
(ot T2 ) abgebildet, da

To+x3+x4

1
(I>A<£§> = Oy(r1-e1+x2-e2+23-€3+24-€4)

= X ~<I>(el)+x2 '@(62)4’%3'@(63)4’174'@(64)
= a1 (g)+a2 (1) +as-(}) +aa- (D)

= <12ﬂ-1zt3ﬁ-214 )

Wir kehren zur allgemeinen Situation zuriick. Sei nun eine lineare Abbildung
® : K" — K™ und ein Vektor b = (by,...,b,)T € K™ gegeben. Die Gleichung
®(x) =b, z = (z1,...,7,)T € K", ist #iquivalent zu einem linearen Gleichungs-
system. Um dies zu sehen, definiere die Elemente a;; € K durch

<I>(ej) = Z(lij . fi,
i=1
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wobei f1, ..., f,m hier die kanonische Basis von K™ bezeichne. Dann ist

P(z) =< ij~ej :ij~<1>(ej) =3 (%"Z%'ﬂ)

j=1 i=1

Also gilt

P(x) =b <= Zaij ~xj =b; fur alled € {1,...,m}
j=1

Die Gleichung ®(x) = b beschreibt also ein lineares Gleichungssystem mit m
Gleichungen und n Variablen. Ist A zum Gleichungssystem (*) assoziiert und
® = Py, so erhalten wir auf diese Weise das urspriingliche Gleichungssystem
(%) zuriick.

Wir betrachten nun das lineare Gleichungssystem (*) in dem Spezialfall b =
0. Das Gleichungssystem

a1 r1+ag T2+ ... +a, Ty = 0
a21-T1+ a9 -T2+ ...+ agn, - Ty = 0
Am1 X1+ Ay - To+ ...+ amn -, = 0

heisst homogen (homogenes). Die Losungsmenge ist gerade der Kern der asso-
ziierten linearen Abbildung ® 4:

Sol(A,0) ={zeK"|A-2 =0} ={z € K" | Da(x) =0} = ker(®a).

Was konnen wir iiber die Losungsmenge in Fall b # 0 aussagen?

1. Fall: Sol(A,b) # (), d.h. es gibt mindestens eine Losung ' € K" der Matrix-
Gleichung A - x = b. Dann gilt:

reSol(Ab)s A z=bs A (z—12")=0y:=z—1" €ker(P,)
Also ist in diesem Fall
Sol(A,b) = a2’ +ker(®4) :={2' +y |y €ker(®Pa)} ={2' +y| A -y =0}

Die Losungsmenge ist also der Untervektorraum ker(® 4) um 2’ verschoben (man
nennt solche Mengen affine Untervektorrdume).

2. Fall: Sol(A,b) = 0.

Wir halten die obige Diskussion in der folgenden Proposition fest.
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Proposition 3.1. Sei (x) ein lineares Gleichungssystem mit Matriz-Gleichung
A-x =10. Dann gilt fir die Losungsmenge Sol(A,b):

Entweder die Lisungsmenge ist nicht leer und fiir ein gewdhltes x' € Sol(A,b)
18t
Sol(A,b) = 2’ + ker(®4).

oder die Ldésungsmenge ist leer. |

Beispiel 3.2.

£L'1+2'CE2 = 3

2-x1+4-290 = «
hat fiir o # 6 keine Lisungen. Fir o = 6 ist die Losungsmenge gleich
{(23) €R? [o1 =3 =222} = {(1) + (T3*) [ A € R} = (§) + ker(D),

mit ®4 : R? — R?, (1) — (;;jfﬁ; ).

3.1 Der Gauss-Algorithmus

Der Gauss-Algorithmus oder das Elimationsverfahren von Gauss (méthode
d’élimination de Gauss) ist ein Verfahren mit dem sich die Losungsmenge eines
linearen Gleichungssystems effektiv bestimmen ldsst. Wir beginnen die Diskus-
sion fiir den Fall m = n (d.h. das System hat genauso viele Gleichungen wie
Variablen).

a11~x1+a12~x2—|—...—|—a1n-xn = bl
Qo1 - T1+ a2+ ...+ a9, -, = b
Qn1 T1+ Qpo To+ ...+ Qpp -, = by

Dieses Gleichungssystem lésst sich sofort 16sen, wenn fiir j < ¢ alle Koeffizienten
a;; verschwinden und die Koeffizienten a;; alle ungleich Null sind. In diesem
speziellen Fall hat das Gleichungssystem die Gestalt

anr1 + aiex2 + aizrs + ... + A1(n—1)Tn—1 *+ a1nTn = by
a2 + a3z + ... + a3(n—1)Tn-1 =+ ATy = by

assrs + ... + a3(n-1)Tn—1 + aznTn = b3
A(n-1)(n-1)Tn-1 + Am—1)nTn = bn-1

UpnTn = by

mit a1; # 0,a990 # 0,a33 # 0, ..., an, # 0. Die Losung dieses Gleichungssystems
ist eindeutig und berechnet sich sukzessiv als

by, bp_1 — A(n—1)n * Tn
Tn = —5 Tp-1=
Ann a(n—l)(n—l)
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bi — (31 @ij - 25) b — (g anj - )
€Tr; = 3 e s L1 =
Qi a11

Im Allgemeinen kénen wir natiirlich nicht annehmen, dass das Gleichungssystem
diese einfache Gestalt hat. Es ist aber manchmal moglich das Gleichungssystem
durch elementare Zeilenoperationen (siehe unten) in diese Form zu iiberfithren
(ohne die Losungsmenge zu verdndern!).

Beispiel 3.3.

1T + 2-x9 — r3 = 1
2'1'1 + 3'$2 =+ &3 = 2
ry + 4'$2 - 6‘1’3 = 2

Die Lisungsmenge bleibt unverdndern, wenn wir die erste Gleichung tberneh-
men, die zweite durch die zweite minus 2 mal die erste ersetzen (notiert durch
@ —2- @) und die dritte durch die dritte minus die erste ersetzen

xrT + 2'(E2 — I3 = 1
0 - x2o + 323 = 0 @-2-0
0 + 220 — 5-2z3 =1 -0

Tatsdchlich verdndert sich die Losungsmenge nicht, da wir durch Addition von
2 mal der ersten Gleichung zu der neuen zweiten Gleichung und Addition der er-
sten zu der neuen dritten Gleichung das urspringliche Gleichungssystem zuriicker-
halten. Fir das neue Gleichungssystem ist es einfacher die Losungsmenge zu
bestimmen, da die Variable x1 nur noch in der ersten Gleichung auftaucht. Wir
konnen nun fortfahren und durch Addition von 2 mal der zweiten (neuen) Glei-
chung zu der dritten (neuen) Gleichung die Variable x4 in der dritten Gleichung
eliminieren. Das Gleichungssystem, welches wir dann erhalten, hat die obige
spezielle Form und die Losungsmenge kann fir dieses leicht bestimmt werden.
Insgesamt fithren wir die folgenden dquivalenten Umformungen des Gleichungs-
systems durch:

T1 42w —x3 = 1+ 222 — 23

1 1
201+ 322 +23 = 2 & —xo+3x3 = 0 @72@
1 +4x9 — 63 = 2 200 —bxs = 1 B@-0O
£C1+2.’E2—(E3 = 1 1’3:1
—x2+3xz3 = 0 & a9 =3x3=3
ry = 1 @+2@ .’1,‘1:1+.I'3—2.’172:—4

Die Lisungsmenge des urspringlichen Gleichungssystems ist also {(_z;) }

In dem obigen Beispiel haben wir das Gleichungssystem in eine einfache Form
iiberfithrt, indem wir die folgende Zeilenoperation mehrfach benutzt haben.

(II) ’Addition eines Vielfachen der iten Zeile zu der jten Zeile fiir ¢ # j. ‘

Uberlegen Sie, wieso solch eine Zeilenoperation die Lsungsmenge nicht veréindert
und warum es wichtig ist ¢ # j zu verlangen.
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Die Umformungen des obigen Gleichungssystems kénnen wir mit Hilfe der
erweiterten Koeflizientenmatrix (A, b) kompakter notieren:

1 2 —-1]1 1 2 -1|1 1 2 -1|1
23 1|12 |«|(0 -1 3|0]&«|0 -1 3|0
1 4 —6]2 0 2 5|1 0 O 111

Die Matrix A wird in diesem Beispiel in obere Dreieckgestalt iiberfiithrt. Im
Allgemeinen reicht die Zeilenoperation (II) nicht aus um dies zu erreichen, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.4.

2x1 —4xo 4y = -2 2x7 —4dxo 4y = -2
—4xy +8ry w3 —3x4 = 6 - T3 —T4 = 2 @+2
Ty +3x3 = 0 ro +3x3 = 0
X 7%174 1 QSUQ —T4 = 2 @ — %
i 2r1 —4dxo +ry = =2 2r1 —4dxo +xy = -2
To +3x3 = 0 To +3x3 = 0
< 22, o= 2| F bry —zs = 2| ®-2-Q
i xr3 —X4 = 2 T3 —X4 = 2
21 —4xo +r, = -2
To +3x3 = 0 _ . . .
& 6 —r, = 9 Sryg=-2,23=x0=21=0
_ “tn = 1] o+t
Hier wurden an einer Stelle Zeilen vertauscht, alle anderen Umformungen waren
Zeilenoperationen vom Typ (II). Kompakter lassen sich die Umformungen mit
der erweiterten Koeffizientenmatriz (A,b) notieren:
2 -4 0 1 |-2 2 -4 0 1 |-2 2 -4 0 1 |-2
-4 8 1 -3 6 - 0 0 1 —-1] 2 - 0 1 3 010
0 1 3 0 0 0 1 3 010 0 2 0 -1} 2
1 0 0 —3|1 0 2 0 -1/ 2 0 0 1 —1|2
2 -4 0 1 ]-2 2 -4 0 1 | -2
- 0 1 3 010 o 0 1 3 0 0 = D B 2 = 21 — 0
0 0 -6 —1]2 0 0 —6 —1|2 T eI m a2 m LS
0 0 1 -1]2 o 0o o0 -I|1

Definition 3.5. Die Operationen

(I) Vertauschen von zwei Zeilen

(IT) Addition eines Vielfachen der iten Zeile zu der der jten Zeile fiir i # j.
(III) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0

heissen elementare Zeilenoperationen (opérations élémentaires).

& ©
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Bemerkung 3.6. Ist (A,b) die erweiterte Koeffizientenmatrixz eines linearen
Gleichungssystems und (A,b) das Resultat von endlich vielen elementaren Zei-
lenoperationen, so ist Sol(A,b) = Sol(A,b).

Mit Zeilenoperationen vom Typ (I) und (II) kann eine Matrix immer in eine
spezielle Form, die Zeilen-Stufen-Form (siehe unten), gebracht werden.

Beispiel 3.7.

0000 6|7 1 233 1]1
1233 1]1 199 (0000 6|7
1 2 6 7 11|12 1 2 6 7 1112
1 233 1]1 1233 1]1
@”@‘@)000067%00341011
0 0 3 4 10]11 0000 6|7

Definition 3.8. Eine (m x n) Matriz B = (b;;) hat Zeilen-Stufen-Form
(échelonnée), wenn fiir jedes i gilt:

bﬂ:biQ:...:bis:O = bkl:bkgz...:bks:bk(s+1):0 Vk>1

Zum Beispiel ist das Ergebnis der Umformungen im obigen Beispiel in Zeilen-
Stufen-Form.

Offensichtlich lisst sich jede Matrix durch Zeilenoperationen vom Typ (I)
und (II) in Zeilen-Stufen-Form bringen. Ein Flussdiagramm (flowchart) fiir den
Ablauf dieses Algorithmus (Gauss-Algorithmus) findet sich zum Beispiel in dem
Buch Lineare Algebra und analytische Geometrie I von E. Brieskorn auf Seite
426. Wir halten fest

Proposition 3.9. Eine Matrizx B € M(m x n,K) ldsst sich durch endlich viele
Zeilenoperationen vom Typ (I) und (II) in Zeilen-Stufen-Form bringen. |

Ist die Matrix in Zeilen-Stufen-Form, so kann die Losungsmenge leicht berechnet
werden. Nach Umnumerieren der Variablen x; (Vertauschen der entsprechenden

Spalten) hat die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) die Form

511 * * . * ...k 31
0 oo * ook L. x| by
(4,b) = 0 0 app * ... x|b ,
0 br—i—l
0 oo voi oo 0 0| b
wobei die Diagonalelemente aji,...,a,,. alle ungleich 0 sind. Wie sieht die

Losungsmenge S ol(g, E) aus?
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1. Fall: Er+1 =...= Zm = 0. Dann sind die letzten (n—r) Variablen z, 41, ..., 2,
in K frei wiahlbar und es gilt

br - (ar(r+1) ‘Tpp1+ ..+ Zirn : xn)

a”I”T

Ty = s

n ~ 7 n ~
br_1 =35, Gr—1)j " T, I by — > o d - @
gy ]l —

Tr—1 =

A(r—1)(r—1) arn

2. Fall: ETH, brt2, ..., by sind nicht alle gleich Null. Dann ist die Losungsmenge
Sol(A,b) leer.

Um im 1. Fall die Losungsmenge des urspriinglichen linearen Gleichungssystems
aus Sol(A,b) zu erhalten muss die Umnumerierung riickgéngig gemacht werden.
Im 2. Fall besitzt auch das urspriingliche lineare Gleichungssystem keine Losung.
Wir halten die Diskussion in der folgenden Proposition fest.

Proposition 3.10. Sei (A,b) die erweiterte Koeffizientenmatriz eines linearen

Gleichungssystems und sei (A, E) in Zeilen-Stufen-Form das Resultat des Gauss-
Algorithmus angewandt auf (A,b). Dann gilt:

1. Sol(A,b) = Sol(A,b) ist genau dann nicht leer, wenn byyy = ... = by, = 0.

2. Ist das Gleichungssystem homogen ( d.h. b =0 ), so ist auch b=0.In

diesem Fall ist Sol(A,0) = Sol(A,0) ein Untervektorraum W des K™ der
Dimension n —r.

3. Istb # 0 und besitzt das Gleichungssystem eine Losung x', so ist Sol(A,b) =
'+ W. [ |

Beispiel 3.11. Sei

01 2|9
3 4 5|9
(4,0) = 6 7 819
9 9 919
Der Gauss-Algorithmus liefert
01 2|9 3 4 5|9 3 4 5 9
3 4 5|9 . 01 2|9 _ 0o 1 2 9
6 7 8|9 6 7 8|9 0o -1 —-2| -9
9 9 919 9 9 919 0 -3 —6|-—18
3 4 5|9
01 2|9 =
=100 0lg |= (A,0)
0 0 0|0
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Das Ergebnis (A,b) ist in Zeilen-Stufen-Form (r = 2 ). Da bs # 0, ist die
Lisungsmenge Sol(A,b) leer. Fiir das homogene Gleichungssystem liefert der
Gauss-Algorithmus

Die Lisungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist ein Untervektorraum
W C R? der Dimensionn —r =3 —2=1 ( also eine Gerade ).

3.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Seien V und W K-Vektorrdume der Dimension n und m und sei ® : V. — W
eine lineare Abbildung. Wie kénnen wir ® durch eine Matrix beschreiben?

Sei A = (v1,...,v,) eine Basis von V und sei B = (wy,...,wy,) eine Basis
von W. Wir definieren A = (a;;) € M(m x n,K) durch

m
(P(Uj)=Zaij-wi, jzl,...7’l’), (*)
i=1

Definition 3.12. Die Matriz A ist die Matriz, die ® bzgl. der Basen A und B
darstellt. A ist die darstellende Matrix (matrice associée) von ® bzgl. der
Basen A und B.

Da sich ein Vektor eindeutig als Linearkombination einer Basis schreiben lésst,
ist A nach Wahl der Basen A4 und B eindeutig durch ® festgelegt. Umgekehrt
definiert eine Matrix A = (a;;) € M(m x n,K) (zusammen mit den gew&hlten
Basen A4 und B) eindeutig einen Homomorphismus ® : V' — W via der Formel
().

Die Wahl einer Basis A = (v1,...,v,) von V definiert einen Isomorphismus

VKPSV, )T = )N
j=1

Umgekehrt definiert ein Isomorphismus K™ =V eine Basis, die durch die Bilder
der kanonischen Basis des K™ unter dem Isomorphismus gegeben ist.

Ist Ui : K™ — W der Isomorphismus, der durch die Basis B gegeben ist, so
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm, in dem der untere horizontale
Pfeil ¥ durch \I!gl o ® o WU 4 definiert ist:

(i3]

|4 w

\I’ATN NT‘I/B

K" —> K™

Die darstellende Matrix A von ® bzgl. der Basen A und B ist dann gerade die
darstellende Matrix Ay von ¥ bzgl. der kanonischen Basis (e, ..., e,) von K"
und der kanonischen Basis (fi,..., fm) von K™. Wir halten die Diskussion in
der folgenden Proposition fest.
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Proposition 3.13. In der obigen Situation ist die darstellende Matriz A von ®
bzgl. der Basen A und B gleich Ay und der zu A assoziierte Homomorphismus
D4 : K" — K™ ist gleich V. |

Beispiele 3.14. 1. Sei

R = Rzly, (a1,a2,a3)" — (a1 4+ az +as) +as -z +ay - 2°.

Dann ist die darstellende Matriz von f bzgl. der kanonische Basis (e1, ea, e3)
von R3 und der Basis (1,z,22) von R[z]y gegeben durch

OO =

1
0
1

e

2. Sei nun 'V := {(a1,a2,a3)T € R® | ay + az + az = 0} und sei
Q= fly : V — Rlz]s

die Einschrinkung von f auf V. Wir wollen ® bzgl. der Basis A :=
(1,-1,0)7,(0,1,=1)T) von V und der Basis B := (1,z,2%) von R[z]s
beschreiben:

Da ®((1,-1,0)T) = —22 und ®((0,1,-1)T) = —x + 22, ist die darstel-
lende Matrixz von ® bzgl dieser Basen gegeben durch

Definition 3.15. Fir K- Vektorrdume V und W sei
Hom(V,W):={®:V — W | ® linear }
die Menge aller Homomorphismen von V' nach W.
End(V) := Hom(V,V)

bezeichne die Menge der Endomorphismen @ : V — V und

Aut(V) :={® € End(V) | ® invertierbar }
die Menge der Automorphismen ( = invertierbaren Endomorphismen ) von V.
Das néchste Lemma zeigt, dass Hom(V, W) und End(V') Vektorrdume sind.

Lemma 3.16. 1. Sei X eine nichtleere Menge und Z ein K-Vektorraum.
Dann ist Map(X,Z) ein K-Vektorraum bzgl. der Addition

(f+ )x):=flx)+ f(z) firalexeX
und bzgl. der skalaren Multiplikation
AN f)x):=X- f(x) firalex € X.
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2. Hom(V,W) st ein Untervektorraum von Map(V,W). Insbesondere ist
End(V) ein Untervektorraum von Map(V, V).

Beweis: Ad 1.: Dies folgt durch direktes Nachrechnen der Vektorraum-Axiome
(Ubungsaufgabe).

Ad 2.: Wir zeigen das Untervektorraum-Kriterium, d.h. wir zeigen, dass die
Menge Hom(V, W) nichtleer ist und abgeschlossen bzgl. Addition und skalarer
Multiplikation ist.

Offensichtlich ist Hom(V, W) nicht die leere Menge, da sie die Null-Abbildung
V — W, v+ 0, enthélt. B

Nun zur Abgeschlossenheit in Map(V,W). Sind ® und ® € Hom(V,W),
dann ist ® +® € H om(V, W), da die Summe von linearen Abbildungen wieder
linear ist: B _

(@+D)N-v+0)=PN\-v+0)+ PN v+
=N D)+ 20)+(\-Pv) +P0))=A-(P+P)(v) + (®+P)(v) Vv

Fir p € Kund ® € Hom(V, W) ist - ® auch linear:
(n-@)A-v+0) = p- (2(A-v+20))
O B(0) + B() = A+ (- DY) + (- D)) V.

Dies zeigt die Abgeschlossenheit. Nach dem Untervektorraum-Kriterium ist also
Hom(V, W) ein Untervektorraum von Map(V, W).

Ad 3.: Dies ist ein Spezialfall von 2. [ ]

Erinnerung 3.17. M(m x n,K) ist ein K-Vektorraum.

Definition 3.18. Seien V und W K- Vektorrdume der Dimension n und m mit
Basen A = (v1,...,0,) und B = (wy,...,wy). Sei

Mg Hom(V,W) — M(m x n, K),

die Abbildung, die einem Homomorphismus ® die darstellende Matriz Mg'(®)
bzgl. der Basen A und B zuordnet. Explizit sind die Eintrige a;; von MZ;“(Q))
durch die Gleichungen ®(v;) = > 1" aij -w;, j =1,...,n bestimmd.

Proposition 3.19. Mg‘ ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis: My'(®) ist linear: Sei A = (a;;) die darstellende Matrix zu ® (bzgl. A
und B) und sei A = (@i;) die darstellende Matrix zu ® € Hom(V,W), d.h

D(v g Qi - Wy und@vj E aij-w, j=1,...,n.

=1

Dann ist

(‘I)—k(f)(v) D (v,) —|—<I> (v;) Za” w;) Za” w; :Z(aij‘i’aij)'UJi.
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Also ist A+ A = (ai; + a;;) die darstellende Matrix zu ® + & (bzgl. der Basen
A und B) und somit

Mg(® + @) = Mg\ (@) + M§'(®). v

Auf #hnliche Weise rechnet man nach, dass die darstellende Matrix zu p - ®
gerade p- A = (u - a;j;) ist, also

Mg\ (- ®) = - Mg (®)
gilt. Dies zeigt die Linearitdt von M, é“.
Mg injektiv: Mg(®) =0 = ®(v;) =0V j = &=0. V
My surjektiv: Sei A = (a;;) € M(m x n,K) gegeben. Definiere ® : V. — W
durch ®(v;) := 31" a;j - w;, j =1,...,n. Dann ist Mg'(®) = A. v
Die Abbildung M#' : Hom(V, W) — M (m x n,K) ist also ein injektiver, surjek-

tiver Homomorphismus, d.h. ein Isomorphismus. |

Korollar 3.20. Ist V n-dimensional und W m-dimensional, so ist die Dimen-
sion von Hom(V, W) gleich m - n. |

Sind A = (vy,...,vp), B = (w1,...,wy) und C = (21,...,2,) Basen der Vek-

torrdume V, W und Z und sind ® : V.— W und ® : W — Z lineare Abbil-
dungen mit darstellenden Matrizen A := Mg (®) und A := MZ(®), so ist die

darstellende Matrix von ® o ® : V — Z (bzgl. der Basen A und C) das Produkt
von A und A.

Proposition 3.21. MA(® o ®) = ME(®) - Mg ().

Beweis: Mit der obigen Notation folgt:
(B0 ®)(vj) = (D(v;)) = DD aij-wi) =Y ag - ®(wi) = > aij- (O Grizk)
i=1 i=1 i=1 k=1

= Z(Z Qij - Qri) 2 = Z(Zaki “Qij )2k

k=1 i=1 k=1 i=1
Nun ist Y ;" @k;i-a;; der Eintrag in der kten Zeile und jten Spalte in der Matrix
A - A. Sind by; die Eintridge von A - A, so ist also

(®o®@)(v;) = bij -2
k=1

und somit A - A die darstellende Matrix von @ o ® bzgl. A und C, d.h. es gilt:
Mg (@ 0 @) = ME(D) - ME\(®)
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TEST!

Beispiel 3.22. Sei V := Rlx]3 der Vektorraum der Polynome mit reellen Koef-
fizienten vom Grad < 3. Die Vektoren A := (1,z,2% 23) bilden eine Basis von
V. Sei W := R[z]y versehen mit der Basis B = (1,x,2%) und sei Z := R|z];
versehen mit der Basis C := (1,x). Wir betrachten die linearen Abbildungen
VoW, popundd: W2, pe—yp (v’ ist die Ableitung von p nach

Die darstellende Matriz zu ® bzgl. A und B ist

01
A=Mg@) =] 0 0
0 0

die zu ® bzgl. B und C ist

Es lasst sich leicht iberprifen, dass die Matrix

~ 010
A'A_(o 0 2)'

/(00 2 0
“loo0o0 6

die darstellende Matriz zu ® o ® bzgl. A und C ist, d.h. es gilt:

o O O
S O =
SN O
w o o

M (@ 0 ) = ME(®) - Mi (®)

Wir betrachten nun den Spezialfall V = W und dim V' = n. Die darstellenden
Matrizen von Endomorphismen von V sind also (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen
in dem Korper K. Auf dem Vektorraum M (n x n,K) ist eine Multiplikation
durch Matrixmultiplikation gegeben

M(n xn,K)x M(nxn,K)— M(nxn,K), (A A)—A-A

Die Matrix

ist neutrales Element bzgl. der Multiplikation, da offensichtlich fiir alle A €
M(n xn,K) gilt: E,, - A=A-E, = A.

Tatséchlich ist M (n x n,K) ein Ring. Dies folgt aus den folgenden Rechen-
regeln.
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Rechenregeln 3.23 (fiir Matrizen). Seien A, A" € M(m x n,K), B,B’ €
M@rxm,K), C e M(sxrK) und A € K gegeben. Dann gilt:

1. (B+B')-A=B-A+B"-A, B-(A+A") = B-A+B- A’ (Distributivgesetz)

2. (A\-B)-A=B-(\-A)=X-(B-A)

3. (C-B)-A=C-(B-A) (Assoziativgesetz)

4. (B-A)T =AT.BT

5 E,-A=A-E, = A

Beweis: Die Aussagen 1., 2. und 5. folgen durch direktes Nachrechnen (Ubungs—
aufgabe).
Ad 3: Die Matrizen A, B, C definieren lineare Abbildungen ® 4, &5, ®¢

Kn D4 Km dp KT‘ P KS

via ® 4(v) := A-v etc. Nach Proposition 3.21 wird der Homomorphismus ®go® 4
durch B - A und der Homomorphismus ®¢ o &5 durch C - B dargestellt. Also
gilt:

C'(B-A):fbco(@BOCI)A):((I)CoCIDB)O(I)A:(C-B)-A v

Ad 4: Sei A = (ajj)i=1...m € M(m x n,K) und af; := a;;. Dann ist

j=1,...,n

=1,...,

Sei B = (bp;) x=1.....r und by, = by, also BT = (bf,)

,,,,, m

....m . Schliesslich sei d;j,

i=1,
k=1,..., r

der Eintrag in der jten Zeile und kten Spalte von AT - BT. Dann gilt:

,,,,,

= (a;‘i) - (biy) = (djn)

m m
! /
i=1 i=1

Also ist dji, der Eintrag in der kten Zeile und jten Spalte von B - A, d.h. der
Eintrag in der jten Zeile und kten Spalte von (B - A)T. Die obere Rechnung

zeigt also
(B-A)T =4AT.BT. v

[ |
Korollar 3.24. M(n x n,K) ist ein Ring mit Einselement E,,. |
Bemerkungen 3.25. 1. M(n x n,K) ist fir n > 1 nicht kommutativ: Fir

A:=(3)und B:=(98)ist A-B#B-A
2. M(n x n,K) ist fir n > 1 nicht nullteilerfrei: A # 0, aber A% = 0.
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3. Fiir quadratische Matrizen gilt im Allgemeinen nicht AT - BT = (A- B)T.
Auf dhnliche Weise zeigt man (Ubungsaufgabe)

Proposition 3.26. Der K-Vektorraum End(V) := Hom(V,V) ist zusammen
mit der Multiplikation o ein Ring, das Finselement ist die Identitdt idy . |

Wir nennen End(V) den Endomorphismenring von V und M (n X n,KK) den
Matrizenring. Aus Proposition 3.19 und Proposition 3.21 folgt das

Korollar 3.27. Ist A= (v1,...,v,) eine Basis von V, so ist
M4 : End(V) — M(n x n,K)

ein Ring-Isomorphismen.

Beweis: Nach Proposition 3.19 ist M j“ ein Isomorphismus von K-Vektorrdum-
en, nach Proposition 3.21 ist M4 (® o @) = M4 (®) - M4 (®). [ |

Definition 3.28. Eine quadratische Matriz A € M(n x n,K) heisst inver-
tierbar, wenn es A’ € M(n x n,K) gibt mit A- A" = E, = A - A. Sei
Gl,(K) := {A € M(n x n,K) | A invertierbar }. Gl,,(K) heisst allgemeine
lineare Gruppe (groupe linéaire).

Bemerkung 3.29. GI,,(K) ist tatsichlich eine Gruppe.

Beweis: Sind A’ und B’ Inverse zu A und B, so ist B’- A’ Inverses zu A- B. Also
ist Gl,,(K) abgeschlossen bzgl. Multiplikation. Die Multiplikation ist assoziativ.
Das neutrale Element ist F,,. Schliesslich hat nach Definition von G, (K) jedes
Element von Gl,,(K) ein Inverses. [ |

Nach Lemma 1.19 ist das Inverse A’ zu A eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3.30. M4 : End(V) — M(n x n,K) bildet die Automorphismen-
gruppe Aut(V') isomorph auf Gl,,(K) ab.

Bemerkung 3.31. A € M(n x n,K) ist genau dann invertierbar, wenn AT
invertierbar ist.
Beweis: Ist A~! das Inverse zu A, so gilt

A H AT =(A- A Y =ET =E,

und
AT (A Y = AT =FE' =E,
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Notation: In Zukunft bezeichnen wir die zu der Matrix A € M(m x n,K)
assoziierte lineare Abbildung ®4 : K” — K™, x — A-x, einfach nur mit A, d.h.
wir identifizieren A mit ® 4.

Als néchstes beschreiben wir den Basiswechsel. Sei V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum iiber dem Koérper K und seien A = (vy,...,v,) und B = (wy, ..., wy)
zwei Basen von V. Wir erinnern uns, dass die Basis A einem Isomorphismus
Uy K” =, V, (x1,...,2,)T — Y ;- v;, entspricht. Sei ¥y der durch B
definierte Isomorphismus.

Die Matrix Tg' := V' oW 4 € GI,,(K) heisst Transformationsmatrix des
Basiswechsel. Nach Definition von T[g“ gilt: Ist v = > a0, = > ysw;, so ist

Z1 Y1
w.n y.n

Fiir einen Vektor v € V heissen die Eintrége von \I/;ll(v) € K" die Koordina-
ten von v bzgl. der Basis A. Mit TB4 konnen also aus den alten Koordinaten
(den Koordinaten bzgl. A) die neuen Koordinaten (die Koordinaten bzgl. B)
berechnet werden.

Ist V = K* und A = (v1,...,v,), v; € K", eine Basis von V, so ist der
zugehorige Isomorphismus ¥ 4 : K — K" gegeben durch Matrixmultiplikation
mit der Matrix A, die als ite Spalte den iten Basisvektor v; hat, d.h.

Ug: K" K", z— Az, mit A= (v1...0,)
Ist B die Matrix mit Spalten wy, ..., w,, so ist die Transformationsmatrix
T§ =B A

Im allgemeinen Fall kann die Transformationsmatrix als darstellende Matrix der
Identitét aufgefasst werden:

Mg (idy) = Ug oidy o U g = Vgl oWy = TH.

Sei jetzt f ein beliebiger Endomorphismus von V und, wie zuvor, A und B Basen
von V. Die darstellenden Matrizen fiir f bzgl. der jeweiligen Basen stehen dann
folgendermassen zueinander in Beziehung:

ME(f) = Tg' - MZA(f) - (Tg) ™.

Mit anderen Worten: Ist A die darstellende Matrix von f bzgl. A4 und ist B
die darstellende Matrix von f bzgl. B, so gibt es eine invertierbare Matrix S
(S =Tg") mit

B=S-A-8!

(Man kann sich leicht iiberlegen, dass jedes S € GI,(K) durch ein geeignetes
Paar von Basen realisiert werden kann.)

Definition 3.32. Zwei Matrizen A,B € M(n x n,K) heissen &hnlich oder
konjugiert, wenn es ein S € Gl,,(K) mit B=S-A-S~! gibt.
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Schliesslich betrachten wir noch den Fall von zwei verschiedenen Vektorraum-
en. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und W ein m-dimensionaler K-
Vektorraum. Seien A, B Basen von V und C,D Basen von W. Dann gilt (folgt
durch direktes Nachrechnen in dem entsprechenden kommutativen Diagramm):

MB(f) =Tp - Mg'(f) - (T5) ™"
Definieren wir S := T und T := T4\, so gilt also die Transformationsformel:
Mp(f) =5 MZ\(f)- T

Definition 3.33. Zwei Matrizen A,B € M(m x n,K) heissen dquivalent,
wenn es S € Gl (K) und T € Gl,,(K) mit B=S-A-T~! gibt.

Bemerkung 3.34. 1. Zwei Matrizen A, B sind genau dann dquivalent, wenn
sie bzgl. geeigneter Wahl von Basen-Paaren (A,C) und (B, D) die gleiche
lineare Abbildung darstellen.

2. Zwei quadratische Matrizen A, B sind genau dann dhnlich, wenn sie bzgl.
geeigneter Wahl von Basen A und B den gleichen Endomorphismus be-
schreiben.

Definition 3.35. 1. Fiir eine lineare Abbildung f :V — W heisst
rg(f) := dim(im(f))
der Rang (rang) von f.

2. Fiir eine Matrix A € M(m x n,K) ist der Rang von A, rg(A), definiert
als der Rang der linearen Abbildung A : K" - K™, x+— A - x.

Der Zeilenrang von A, ZR(A), ist die Dimension des Untervektorraums
in K™, der von den Zeilen von A aufgespannt wird, der Spaltenrang von
A, SR(A), ist die Dimension des Untervektorraums in K™, der von den
Spalten von A aufgespannt wird.

Bemerkungen 3.36. 1. Da das Bild von A : K" — K™, x+— A-z, genau
aus den Linearkombinationen der Spalten besteht, ist SR(A) = rg(A).

2. Offensichtlich ist ZR(A) = SR(AT)
3. Fiir eine (n x n)-Matriz A gilt:

SR(A) =n <= A invertierbar <= AT invertierbar <= ZR(A) =n

4. ZR(A) ist die mazimale Anzahl von linear unabhdngigen Zeilen von A.

5. SR(A) ist die mazimale Anzahl von linear unabhingigen Spalten von A.

Proposition 3.37. Fir jede Matrizx A € M(m x n,K) gilt ZR(A) = SR(A).
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Beweis: Sei r der Rang von A : K® — K™. Wir wihlen eine Basis (w1, ..., w,)
von im(A) und eine Basis (vy,...,vp—r) von ker(A). Wihle wq,...,u, mit
A(u;) = w; Nach Proposition 2.53 ist A = (uq,...,ur,v1,...,05—r) eine Ba-
sis von K”. Nach dem Basisergdnzungsatz 2.37 kénnen wir wy, ..., w, zu einer
Basis B = (w1, ..., w,,) des K™ erginzen. Die darstellende Matrix My'(A) hat
dann die Form

B = ME) = (5 0)

Offensichtlich gilt ZR(B) = SR(B). Wir wollen hieraus schliessen, dass auch
ZR(A) = SR(A) gilt.

Nach der Transformationsformel gibt es S € Gl,,,(K) und T' € GI,,(K) mit
B=S-A.- T4

Beh. 1: SR(S-A-T~1) = SR(A)
Bew.: Daim(S-A-T71)=8-A- T }K") = S-A(K") = im(S- A) und rg(A)

dim A(K") = dim S(A(K")) = rg(S - A), ist rg(A) = 1g(S- A) =rg(S-A-T71).
Also gilt

SR(S-A-T7') =SR(A). v

Beh. 2: ZR(S - A-T~1) = ZR(A).
Bew.: Da der Zeilenrang einer Matrix gleich dem Spaltenrang der transponierten
Matrix ist, gilt
ZR(S-A-T Y =SR((S-A-T~HT) =SR((T~1)T - AT . §T)
Mit Beh. 1 folgt SR((T~1)T - AT . §T) = SR(AT) = ZR(A). Vv

Insgesamt erhalten wir

Beh

ZR(A) PL? ZR(S- A-T~') = ZR(B) = SR(B) = SR(S - A- T~ 1) P2&!

SR(A)

Korollar 3.38. Zwei Matrizen A, Ac M(mxn,K) sind genau dann dquivalent,
wenn rg(A) = rg(A) gilt. Bis auf Aquivalenz werden die (m x n)-Matrizen also
eindeutig durch ihren Rang charakterisiert. ]

3.3 Determinanten

Die Determinante ist ein Abbildung, die einer quadratischen Matrix A mit
Eintragen aus dem Korper K ein Skalar det A € K zuordnet. Bevor wir De-
terminanten einfithren, soll schon mal auf einige wichtige Eigenschaften dieser
Abbildungen hingewiesen werden.

e Die Determinante ist durch drei Eigenschaften bestimmt (siehe die niichste
Definition fiir diesen axiomatischen Zugang).
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o Ist K = R, so beschreibt der Betrag | det A| die Verinderung des Volumens
unter der linearen Abbildung A : R™ — R".

e A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt.

e Mit Hilfe von Determinanten l&sst sich die Losungsmenge von Gleichungs-
systemen beschreiben.

e Determinanten sind wichtig fiir die Eigenwert-Bestimmung.
Definition 3.39. Sei K ein Korper und n € N, n > 1. Eine Abbildung
det : M(n xn,K) - K, A~ detd
heisst Determinante, wenn det die folgenden drei Eigenschaften hat:
1. det ist linear in jeder Zeile.
2. det ist alternierend, d.h. det A = 0, falls A zwei gleiche Zeilen hat.
3. det ist normiert, d.h. det £, = 1.

Wir werden spiéiter sehen, dass solch eine Abbildung existiert und durch die drei
Eigenschaften eindeutig bestimmt ist.

Notation: Statt det A schreiben wir auch |A|, z.B.

ail ... Gin aiir ... Qin
azi ... Qz2n a21 ... G2n

det . : =
Ami e G Am1 o G
Beispiele 3.40 (Erste Berechnungen der Determinante).
e n=1:det(ar1) = a1 -det(l) = as; - det By = a1
e n=2:det (gl a12) =ayr-det (o1 o) +arz-det (0 1)
= a11-(az1 - det (1 §) +azz - det (§1))+aiz-(az1 - det (§§) + azz - det (§ 1))
= a1 - agz - det By + aqz - agy - det (§3)
= a1y - Q22 — a2 - A21
Proposition 3.41. Fiir die Determinante det : M(n x n,K) — K gilt:
1. det(A-A) = A" - det A.
2. det A =0, falls eine Zeile von A verschwindet.
3. Entsteht B aus A durch Vertauschen von 2 Zeilen, so ist det B = — det A.

4. Entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der iten Zeile zur jten Zeile
(i # j), so ist det B = det A.
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Beweis: Ad 1: Sei A eine Matrix mit den Zeilen ay,...,a,. Dann hat X\ - A die
Zeilen A -ay,..., - ay. Da det linear in jeder Zeile ist, folgt

Aaq A?é2
det(/\-A):det< : )z)\-det : =...=\"-detA V
Aan xan,

Ad 2: Verschindet die ite Zeile von A, so ist

ai al ai
det | ai [ =det| 0ai | =0-det| a | =0 v
a.n a.n a.n
Ad 3: Sei A eine Matrix mit den Zeilen a1, ..., a, und sei B die Matrix, die aus

A entsteht durch Vertauschen der Zeilen a; und a; fiir 7 < j. Dann ist

ai ai ai
ai—Laj a} ;i

0 = det = det A + det B + det Do Fdet | = det A + det B,
aitaj a; ai

da die Determinante linear in jeder Zeile ist und alternierend ist. Also gilt
det A=—detB. v

Ad 4: Es ist det B = det | aj+ra; | =det | a5 | + X - det a = det A, da

die Determinante linear in der jten Zeile ist und alternierend ist. |

Ubungsaufgabe 3.42. 1. Ist A eine obere Dreiecksmatriz,

all *
A= .. ,
0 Ann

soistdet A=ai1 ...  Qnp-
2. Hat die Matriz die Blockgestalt A = (‘%1 52 ), so gilt

det A = det Ay - det A,.
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Proposition 3.44. A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt.

Beweis: Wir bringen A mit Hilfe von elementaren Zeilenoperationen vom Typ
(I) und (II) in die Zeilenstufenform B,

b11 *
AWB:( -'. >
0 bnn

Da bei elementaren Zeilenoperationen vom Typ (I) und (II) die Determinante
hochstens das Vorzeichen wechselt, ist

det A #0 < det B #0.

Nach der letzten Ubungsaufgabe ist det B = by - ... - bp,. Da sich der Rang
unter elementaren Zeilenoperationen nicht verédndert, erhalten wir

A invertierbar <= rg(A) =n < rg(B)=n

< by #0 Vi <= detB#0 <= detA#0
[ ]

Proposition 3.45. Die Determinante ist eindeutig durch die drei Aziome be-
stimmt, d.h. sind s
det,det : M(n xn,K) —> K

Abbildungen, die beide linear in jeder Zeile, alternierend und normiert sind, so

gilt det A = detA fir alle A € M(n xn, K).

b11 *
Beweis: Sei A € M(n x n,K) und B = > das Resultat in Zei-

0 b
lenstufenform nach endlich vielen elementaren Zeilenoperationen. Dann gibt

es ein A € K, A\ # 0, mit detA = X - det B und detA = X - detB, da det
und det jeweils die drei Axiome erfiillen. Aus dem gleichen Grund ist auch
det B=10bq1 ... by, = detB und somit det A = detA. [ |

Proposition 3.46 (Multiplikationstheorem). Fiir A, B € M(n x n,K) gilt

det(A- B) =det A-det B

Beweis: Ist B nicht invertierbar, so ist rg(B) < n und somit auch rg(A- B) < n.
In diesem Fall verschwindet nach Proposition 3.44 die Determinante von B und
von A - B. Also gilt det(A- B) =0 =det B = det A - det B.

Sei nun B invertierbar, also det B # 0 nach Proposition 3.44. Definiere

det(A - B)

F:M K K, A
(n>xn,K) = K, T detB

Dann erfiillt F' die drei Axiome einer Determinante:
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F normiert: F(E,) =det(E, - B)/det B=det B/detB=1. v

F alternierend: Sei A ein Matriz mit Zeilen aq,...,a, und seien die ite und
jte Zeile von A gleich (i # 7). Wir wollen F(A) = 0 zeigen. Man rechnet direkt
nach, dass auch die ite und jte Zeile von A- B gleich sind. Also gilt det(A-B) =0
und somit F(A) =0. v

F' linear in jeder Zeile: Direkte Rechnung.

Nach Proposition 3.45 ist also F'(A) = det A, d.h. det(A- B)/det B = det A, fiir
alle A, B € M(n x n,K). Hieraus folgt sofort die Behauptung. |

Alternativ lasst dich das Multiplikationstheorem fiir die Determinante mit
Hilfe von Elementarmatrizen beweisen. Wir geben hier nur eine Beweisidee. Sei

soy=| s

1
die Diagonalmatrix, die in der iten Zeile als Eintrag in der Diagonalen A hat
und sonst nur Einsen als Eintrag in der Diagonalen hat. Multiplizieren wir S; ()
von links an eine Matrix A (d.h. S;(\) - A4), so wird die ite Zeile von A mit A
multipliziert, alle anderen Zeilen von A bleiben unveréndert.

Sei QJ(N), i # j, die Matrix, welche in der Diagonalen nur Einsen hat, in
der iten Zeile und jten Spalte A als Eintrag hat und sonst nur 0 als Eintrag
hat. Multiplizieren wir A von links mit @/ (\), so wird zu der iten Zeile von
A das A-fache der jten Zeile von A addiert, alle anderen Zeilen von A bleiben
unverandert. A

Schliesslich sei P! = (p;;) die Matrix mit pyr = 1 fiir k # ¢, j, pii = pj; = 0,
pij = pji = 1 und pge = 0 sonst. Multiplizieren wir A von links mit Pij, SO
werden die ite und jte Zeile von A vertauscht.

Die Matrizen S;(\), @/ (A\) und P/ heissen Elementarmatrizen. Multipli-
kation von links mit Pij , Qg (M) bzw. S;(X), A # 0, beschreibt gerade die elemen-
taren Zeilenoperationen durch Matrixmultiplikation. Da S;(A\)~! = S;(A71),
(QI(N)™t =QI(—X) und (P?)~! = P/ gilt, ist das Inverse einer Elementarma-
trix wieder eine Elementarmatrix.

Sei nun B eine invertierbare (n x n)-Matrix. Dann gibt es nach dem Gauss-
Algorithmus Elementarmatrizen, so dass nach Multiplikation von links mit die-
sen Elementarmatrizen B in eine Matrix iberfiihrt wird, die obere Dreiecksge-
stalt hat mit nicht-verschwindenden Eintréigen in der Diagonalen. Da die Dia-
gonalelemente alle # 0 sind, kann durch Multiplikation von links mit weiteren
geeignet gewahlten Elementarmatrizen diese Matrix in die Einheitsmatrix F,,
itberfithrt werden. Die Matrix B ist also Produkt von endlich vielen Elementar-
matrizen C;, B=C1 -...-C.

Es ist leicht zu zeigen, dass fiir eine Elementarmatrix C' gilt (Ubungsaufgabe)

det(A-C) =det A-detC
Also folgt
det(A-B)=det(A-Cy-...-C5) =det A-detCy - ... det Cs
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=detA-det(Cy-...-C5) =det A-det B v

Mit Hilfe des Multiplikationstheorems kénnen wir nun die Determinante eines
Endomorphismus definieren. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f :
V' — V ein Endomorphismus. Fiir eine Basis A von V sei

det f := det Mﬁt(f)

Korollar 3.47. det f ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der Wahl der Basis
A.

Beweis: Sei B eine weitere Basis. Dann ist
ME(f) =S - MA(f)- S~

fiir eine invertierbare Matrix S € Gl,,(K). Mit Hilfe des Multiplikationstheorems
folgt
det ME(f) = det(S) - det M7 (f) - det S~*

= det M4 (f) - det(S - S™1) = det M4 (f)



