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Vorwort

Das vorliegende Skript ist eine Neubearbeitung eines gleichnamigen Skriptes, das ich
2015 auf meiner Website (https://janhove.github.io) verdffentlicht habe. Es teilt
das Ziel seines Vorgéangers: Forschenden in Bereichen wie den einzelsprachigen Philo-
logien (Anglistik, Germanistik, Romanistik, usw.), der theoretischen oder angewandten
Linguistik und der Mehrsprachigkeitsforschung statistische Grundkenntnisse zu ver-
mitteln, die ihnen sowohl bei der Lektiire quantitativer Forschungsberichte als auch
bei der Gestaltung und Auswertung eigener Studien niitzlich sein werden. Dabei wird
davon ausgegangen, dass die Lesenden bisher nur geringfiigige Erfahrung mit quanti-
tativer Datenanalyse hatten.

Mit dieser Neubearbeitung versuche ich Folgendes zu bewirken:

Die Erfahrung hat gezeigt, dass Studierende oft Schwierigkeiten haben, ihre eige-
nen Datensétze so zu gestalten, dass diese einfach in einem Computerprogramm
ausgewertet werden konnen. Kapitel 2 ist daher diesen Schritten gewidmet.

Der Fokus im Skript liegt auf dem Schiitzen relevanter Informationen anhand von
Stichproben (z.B. das Mittel einer Population oder die Form des Zusammenhangs
von zwei Variablen) und dem Quantifizieren der Unsicherheit dieser Schéatzung.
Teil II (Kapitel 3 bis 6) arbeitet auf dieses Ziel hin.

Konzepte wie Stichprobenfehler und Konfidenzintervalle werden hier hauptséach-
lich anhand von Simulationen und verwandten Methoden (bootstrapping) illus-
triert. Hiervon verspreche ich mir, dass sie diese Konzepte besser veranschauli-
chen und die ihnen zu Grunde liegenden Annahmen klarer darlegen als eine rein
mathematische Erklarung.

Im dritten Teil wird das allgemeine lineare Modell vorgestellt als ein Rahmen, in
dem man Informationen schitzen kann und die Unsicherheit dieser Schatzung
quantifizieren kann.

Auch wenn ich den gelegentlichen Nutzen von Signifikanztests nicht abstreiten
will, halte ich diese vermehrt fiir iiberverwendet. Um zu vermeiden, dass Lesende
den Eindruck erhalten, dass p-Werte das A und O einer statistischen Analyse sein
sollten, werden diese daher erst im vierten Teil, unter Begleitung vieler Wenn und
Aber, besprochen.
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¢ Der Kurs, fiir den dieses Skript als Grundlage dient, dauert nur 14 Wochen. Dies
reicht nicht, um das ganze Spektrum von der Berechnung eines Medians hin bis
zur Verwendung komplexer Mehrebenenmodelle zu besprechen. Im fiinften Teil
erhalten Lesende daher Empfehlungen, wo sie sich {iber solche Verfahren sel-
ber schlau machen konnen, falls sie diese fiir ihre eigene Arbeit brauchen. Einige
meiner gelegentliche Blogeintrdge unter https://janhove.github.io//kénnen
auch als Grundlage zum erweiterten Selbststudium dienen.

Danke an Isabelle Udry, die mich auf sprachliche Fehler und inhaltliche Unklarheiten
hingewiesen habe. Diese habe ich dann prompt durch andere ersetzt. Auch fiir jegliche
weitere Hinweise wére ich dankbar.

Jan Vanhove
Freiburg, Schweiz, Juli 2018
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Kapitel 1

Software

1.1 R installieren

Um alle Schritte in diesem Skript mitverfolgen zu konnen, brauchen Sie die Gratis-
Software R.

Laden Sie dieses Programm unter http://www. r-project.orgherunter und installie-
ren Sie es. Wahlen Sie als Sprache bitte Englisch und kreuzen Sie im Fenster SSelect
ComponentsMessage translations'"nicht an. Wenn Sie dieses Kdstchen ankreuzen, ist es
ndmlich moglich, dass die Fehlermeldungen, die Sie unvermeidlich erhalten werden,
auf Deutsch oder Franzosisch angezeigt werden. Um im Internet nach Losungen zu
suchen, ist es aber besser, wenn die Fehlermeldungen auf Englisch angezeigt werden.

1.2 RStudio installieren

Es lohnt sich, zuséitzlich zu R auch RStudio herunterzuladen. Dies ist ein benutzer-
freundlicheres Interface, in dem Sie mit R arbeiten konnen. RStudio ist ebenfalls kos-
tenlos. Laden Sie es unter |http://rstudio. com herunter und installieren Sie es.

Offnen Sie RStudio. Ihr Bildschirm soll jetzt so aussehen wie in Abbildung Wenn
Sie statt vier Quadranten nur drei sehen, klicken Sie auf File, New File, R Script.

Eine kurze Beschreibung:

¢ Links unten sehen Sie die R-Konsole. Vermeiden Sie moglichst, hier direkt Befehle
einzutragen.

¢ Links oben sehen Sie einen Texteditor, wo Sie Befehle und Kommentare eintippen
konnen. Anstatt Ihre Befehle in die Konsole einzutragen, sollten Sie diese hier ein-
tragen. Das macht es einfacher, Tippfehler aufzudecken. Ausserdem konnen Sie
diese Skripts speichern, sodass Sie Ihre Analyse nachher reproduzieren konnen.


http://www.r-project.org
http://rstudio.com
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R is a collaborative project with many contributors.

Type 'contributors()' for more information and

'citation()' on how to cite R or R packages in publications.
Type 'demo()' for some demos, 'help()' for on-line help, or
‘help.start()' for an HTML browser interface to help.

Type 'q()' to quit R.

[Horkspace loaded from ~/.RData]

Abbildung 1.1: RStudio mit links unten der R-Konsole, links oben einem Texteditor, rechts
oben dem Verzeichnis tiber die Arbeitsumgebung und rechts unten Hilfeseiten und Grafi-
ken.

* Rechts oben werden alle Objekte in der R-Arbeitsumgebung aufgelistet. Da Sie
noch keine Daten eingelesen haben, ist diese Umgebung momentan leer.

¢ Wenn Sie eine Grafik zeichnen, sehen Sie diese rechts unten. Wenn Sie eine Hilfe-
seite abfragen, erscheint diese ebenfalls hier.

Tippen Sie Befehle nicht direkt in die Konsole, sondern zuerst in den Texteditor
ein!

1.3 Erweiterungspakete installieren

Es gibt fiir R jede Menge Erweiterungspakete, mit denen man z.B. informative Gra-
fiken gestalten kann oder spezialisierte statistische Modelle rechnen kann. Mit dem
folgenden Befehl installieren Sie das tidyverse-Biindel: eine Sammlung unterschiedli-
cher Pakete, die alle auf der gleichen Philosophie basieren und die das Arbeiten mit
Datensdtzen wesentlich erleichtern. Tragen Sie diesen Befehl in RStudio ins Fenster
links oben ein. Selektieren Sie dann die Zeilen, klicken Sie auf Code, Run Selected
Line(s) oder driicken Sie CTRL + ENTER (Mac: CMD + ENTER). Der Befehl wird nun
der Konsole (links unten) weitergeleitet.
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install.packages("tidyverse")

Fiir die Erweitungspakete, die im tidyverse-Biindel zusammengepackt wurden, fin-
den Sie unter https://www.tidyverse.org/ Anleitungen und weitere Informationen.

Your closest collaborator is you six months ago, but you don’t reply to email. Kom-
mentieren Sie Ihren Code ausfiihrlich, gerne auch in Vollsdtzen! Beschranken Sie
sich dabei nicht darauf, einfach die Kommentare aus diesem Skript zu tiberneh-
men, sondern ftigen Sie auch Ihre eigenen Kommentare und Gedéchtnishilfen hin-
zu.

1.4 Den Arbeitsordner organisieren

Es ist sinnvoll, wenn die Skripts und Datensitze, die Sie fiir ein Forschungsprojekt
brauchen, alle im gleichen Ordner (‘Arbeitsordner’) stehen. Diesen Ordner konnen Sie
von Hand einstellen (Moglichkeit 1) oder Sie konnen in RStudio einen kreieren (Mog-
lichkeit 2); ich empfehle letztere Moglichkeit.

1.4.1 Moglichkeit 1: Den Arbeitsordner von Hand einstellen

Kreieren Sie irgendwo auf Ihrem Computer einen Ordner, wo Sie die Skripts und Da-
tensdtze, die wir in diesem Kurs verwenden, speichern werden. Machen Sie in diesem
Ordner einen zusatzlichen Ordner Data; hierin werden wir Datensétze speichern.

Offnen Sie dann wieder RStudio. Klicken Sie auf Session, Set Working Directory,
Choose Directory und wihlen Sie den Ordner, den Sie gerade kreiert haben, aus. In
der Konsole, also links unten, sehen Sie jetzt eine Zeile die etwa so aussieht:

> setwd("~Documents/StatistikKurs")

Kopieren Sie diese Zeile ohne das > und kleben Sie sie ins Skript (links oben) ein. Mit
diesem Befehl stellen Sie den Arbeitsordner ein. Speichern Sie das Skript und lassen
Sie diesen Befehl immer zuerst laufen, wenn Sie die Befehle in diesem Skript laufen
lassenT]

!Die Verwendung der setwd ()-Funktion ist erstaunlich umstritten, aber solange Sie simtliche Datei-
en, die Sie fiir ein Projekt brauchen, im gleichen Ordner gespeichert haben, geht sie aus meiner Sicht in
Ordnung. Es ist aber besser, Ihre Projekte mit Projektordnern zu verwalten (siehe Moglichkeit 2).


https://www.tidyverse.org/
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Den Arbeitsordner jedes Mal einstellen! Jedes Mal, wenn Sie R/RStudio neu 6ff-
nen und mit Datensitzen arbeiten mochten, miissen Sie den Arbeitsordner neu
einstellen.

Alternativ konnen Sie auch direkt im Ordner, den Sie als Arbeitsordner verwenden
mochten, eine neue leere Datei mit der Endung .R kreieren und diese Datei mit der
rechten Maustaste in RStudio 6ffnen. Hierdurch wird der Arbeitsordner automatisch
eingestellt.

1.4.2 Moglichkeit 2: Einen Projektordner kreieren (= besser)

Klicken Sie in RStudio auf File > New Project... > New directory > Empty project
und geben Sie dem Projekt einen Namen (z.B. Statistikkurs)E] Es wird jetzt ein Ordner
auf Threr Festplatte kreiert. Wenn Sie zu diesem Ordner gehen, sehen Sie in ihm eine
Datei mit der Endung .Rproj. Wenn Sie an diesem Projekt weiterarbeiten mochten,
konnen Sie diese Datei 6ffnen; der Arbeitsordner wird hiermit automatisch eingestellt.

Damit Sie die Befehle aus diesem Skript direkt {ibernehmen konnen, sollten Sie in die-
sem Ordner noch einen Subordner namens Data kreieren.

1.5 Software zitieren

R und R-Pakete sind gratis und werden mehrheitlich von anderen Forschenden ent-
wickelt. Wenn Sie bei Threr Arbeit sehr von R oder einem Erweiterungspaket profitiert
haben, ziehen Sie es dann in Erwdgung diesen Freiwilligen mit einer Referenz zu dan-
ken.

Eine Referenz fiir R erhalten Sie, wenn Sie in der Konsole den folgenden Befehl eintip-
pen:

citation()

Wenn Sie ein bestimmtes Erweiterungspaket zitieren mochten, stellen Sie den Namen
des Pakets zwischen Klammern und Anfiihrungszeichen, etwa so:
citation("tidyverse")

Falls Sie genaue Softwareversionen brauchen, konnen Sie den folgenden Befehl ver-
wenden:

sessionInfo()

2Die Optionen Create a git repository and Use packrat with this project brauchen Sie fiir
dieses Projekt nicht einzuschalten; was diese Optionen bewirken, wird in diesem Skript folglich nicht
behandelt.
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Daten organisieren, einlesen und
abfragen

Die erste Hiirde, die es bei einer quantitativen Analyse zu tiberwinden gilt, ist, die Da-
ten so zu organisieren, dass diese tiberhaupt analysierbar sind. Hat man dies geschafft,
muss man die Daten noch in das Computerprogramm, mit dem man sie analysieren
wird (hier: R), einlesen. Dieses Kapitel widmet sich diesen ersten Schritten.

2.1 Daten organisieren

Stellen Sie sich die folgende Datenerhebung vor. Sie mochten untersuchen, wie sich die
Fahigkeit, die Bedeutung von Wortern in einer nicht beherrschten Sprache auf der Basis
ihrer Ahnlichkeit zu Wortern in beherrschten Sprachen zu erschliessen, im Laufe des
Lebens verdndert. Dazu legen Sie einer Reihe von deutschsprachigen Versuchsperso-
nen unterschiedlichen Alters eine Anzahl geschriebener schwedischer Worter vor und
bitten Sie sie, diese ins Deutsche zu iibersetzen. Der Ubersichtlichkeit halber werden
hier die Ubersetzungen von vier Versuchspersonen fiir fiinf Worter gezeigt, und zwar
tiir jede Versuchsperson in der Reihenfolge, in der die Worter tibersetzt wurden.

¢ Versuchsperson 1034. Frau, 51 Jahre.
— Wort: soka. Ubersetzung: Socken (falsch).
— Wort: forsiktig. Ubersetzung: vorsichtig (richtig).
— Wort: mjilk. Ubersetzung: Milch (richtig).
— Wort: behiirska. Keine Ubersetzung gegeben.
— Wort: fiende. Ubersetzung: finden (falsch).
¢ Versuchsperson 2384. Frau, 27 Jahre.

— Wort: fiende. Keine Ubersetzung gegeben.
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— Wort: behiirska. Keine Ubersetzung gegeben.
— Wort: forsiktig. Ubersetzung: vorsichtig (richtig).
— Wort: mjilk. Ubersetzung: Milch (richtig).
— Wort: soka. Ubersetzung: Socke (falsch).
¢ Versuchsperson 8667. Frau, 27 Jahre.
— Wort: mjilk. Ubersetzung: Milch (richtig).
— Wort: behiirska. Keine Ubersetzung gegeben.
— Wort: fiende. Ubersetzung: finden (falsch).
— Wort: soka. Ubersetzung: suchen (richtig).
— Wort: forsiktig. Ubersetzung: vorsichtig (richtig).
¢ Versuchsperson 5901. Mann, 15 Jahre.
— Wort: behiirska. Ubersetzung: beherrschen (richtig).
— Wort: mjolk. Ubersetzung: milch (sic.) (richtig).
— Wort: forsiktig. Ubersetzung: vorsichtig (richtig).
— Wort: fiende. Ubersetzung: feinde (sic.) (richtig; eigentlich Feind).

— Wort: soka. Ubersetzung: socken (sic.) (falsch).

Aufgabe Offnen Sie ein Spreadsheetprogramm (z.B. MS Excel oder LibreOffice.org
Calc) und tragen Sie diese Angaben in ein Spreadsheet ein. (Bldttern Sie noch nicht
weiter zur ndchsten Seite.)
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(<} ) Ubersetzungen_wide.ods - LibreOffice Calc

i o = . Ab . TSRS = = _ =
E-oEH M@ «EDH-a L E-E S B0 Q=UE 2B-5 B
LiberationSan: ¥ | [10 | ¥ aaﬂ‘i"g_—gé_—: = B & E %00 [F L EE D',‘_?"Z'
E8 - & X = -
A B c D - F G H 1 J K =
1 |Versuchsperson Geschlecht Alter soka_Position soka_Ubersetzung soka_richtig forsiktig_Position férsiktig_Ubersetzung forsiktig_richtig mjolk_Position mjélk_Ubersetzung |mjdl ®
2 1034 Frau 51 1Socken 0 2 vorsichtig 1 3 Milch
3 2384 Frau 27 5 Socke 0 3 vorsichtig 1 4Milch E
4 8667 Frau 27| 4suchen 1 5wvorsichtig 1 1 Milch L
5 5901 Mann 15| 5socken 1 3wvorsichtig 1 2milch
6
7 o
B —— x
10
1"
12
13
14
15
16
i
4 | sheett
% [Find - Find Al () Formatted Display [} Match case

Sheet 1of 1 Default * O 110%

Abbildung 2.1: Ein breiter Datensatz mit einer Zeile pro Versuchsperson.

Vergleichen Sie Thr Spreadsheet mit denen Ihrer KollegInnen. Kénnen jedem Spread-
sheet alle oben aufgelisteten Informationen entnommen werden? Auch die Reihenfol-
ge, in der die Worter tibersetzt wurden? Auch wenn Sie das Spreadsheet nach irgend-
einer Spalte sortieren?

Ein kostenloses Spreadsheetprogramm. LibreOffice.org ist eine kostenlose Appli-
kationssuite, die — wie Microsoft Office — aus einem Textbearbeitungsprogramm
(Write), einem Spreadsheetprogramm (Calc), einem Prédsentationsprogramm (Im-
press) usw., besteht. Selber finde ich LibreOffice Calc niitzlicher als MS Excel, weil
man beim Speichern von Spreadsheets gewisse Einstellungen viel einfacher &ndern
kann. Darauf werden wir spéater zurtickkommen.

2.1.1 Lange Datensitze sind praktischer als breite

Die zwei tiblichsten Formate, in denen Datensidtze organisiert werden, sind das breite
und das lange Format. Im breiten Format werden alle Angaben zu einer bestimmten
Erhebungseinheit (z.B., zu einer Versuchsperson) in der gleichen Zeile eingetragen. In
unserem Beispiel konnte ein breiter Datensatz wie in Abbildung[2.Tjaussehen (7 Spalten
werden nicht gezeigt).

Bemerken Sie, dass es fiir jedes Wort drei Spalten gibt: eine, in der steht, an welcher
Stelle das Wort iibersetzt wurde; eine, in der die Ubersetzung steht; und eine, in der
vermerkt wird, ob die Ubersetzung richtig war.

Auch die Anordnung in Abbildung in der es eine Zeile pro Wort gibt und alle Uber-
setzungen fiir dieses Wort auf der gleichen Zeile stehen, ist ein Beispiel eines breiten
Datensatzes (10 Spalten nicht werden nicht gezeigt).

Im langen Format werden die Angaben zu einer Beobachtungseinheit in der gleichen
Zeile arrangiert. Eine Definition von ‘Erhebungseinheit” und ‘Beobachtungseinheit” ist
schwierig zu geben (siehe Wickham, 2014) und wiirde ausserdem wenig bringen. In


http://libreoffice.org
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Abbildung 2.2: Ein breiter Datensatz mit einer Zeile pro Stimulus.

diesem Beispiel wiren die Beobachtungseinheiten aber die einzelnen Ubersetzungen.
Die gleichen Daten im langen Format konnten aussehen wie in Abbildung

Um zu vermeiden, dass das absichtliche oder versehentliche Loschen einer Zeile dazu
fiihrt, dass die anderen Zeilen nicht mehr interpretiert werden kénnen, werden die An-
gaben zu den Versuchspersonen in jeder Zeile wiederholt. Lassen Sie weder im langen
noch im breiten Format Informationen weg, die man einer anderen Zeile entnehmen
kann. Also nicht so wie in Abbildung

Bemerken Sie auch, dass es eine Spalte gibt, welche die Reihenfolge, in der die Worter
tibersetzt wurden, explizit macht. Im Prinzip konnte man diese Information aus der
Struktur des Datensatzes ableiten. Indem man diese Information jedoch explizit hinzu-
fugt, vermeidet man, dass sie verloren geht, wenn der Datensatz anders sortiert wird.
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15 8667 Frau 27 4 stka suchen 1
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17 5901 Mann 15 1 beharska beherrschen 1
18 5901 Mann 15 2 mjolk milch 1
19 5901 Mann 15 3 farsiktig vorsichtig 1
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Abbildung 2.3: Ein langer Datensatz mit einer Zeile pro Stimulus pro Versuchsperson. Lan-
ge Datensatze sind in der Regel einfacher zu verwalten und zu analysieren als breite.
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Abbildung 2.4: Nicht so! In diesem Datensatz wurden mehrere Zellen leer gelassen, da
man deren Inhalt anderen Zellen entnehmen kann. Dies kann bei der Analyse aber zu

Schwierigkeiten fiithren.
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Sowohl breite als auch lange Datensitze sind rechteckig:

¢ Sie haben eine Anzahl Zeilen und Spalten. Alle Zeilen sind gleich lang. Dies gilt
auch fir die Spalten.

¢ Es gibt keine komplett leeren Zeilen und Spalten. Einzelne leere Zellen gibt es
ofters schon, aber es ist nicht so, dass es Angaben in Spalten A-D gibt, iiberhaupt
keine in Spalten E-F und dann wieder welche in Spalte G.

¢ Inder Regel haben alle Spalten einen Namen. Manchmal kommt es zwar vor, dass
keine einzige Spalte einen Namen hat, aber geben Sie nicht ein paar Spalten einen
Namen und anderen nicht.

¢ Alle Spaltennamen stehen in einer Zeile. Die Spaltenbezeichnungen stellen sich
also nicht aus mehreren Zellen zusammen.

Zum Vergleich: Das Spreadsheet in Abbildung [2.5| zeigt einen nicht-rechteckigen Da-
tensatz. Die Zusammenfassungen unten haben in diesem Datensatz nichts zu suchen
und wiirden beim Einlesen zu Problemen fiihren. Rechnen Sie nicht im Datensatz selber
herum!

Was ist nun besser: breite oder lange Datensdtze? Fiir manche Analysetechniken
braucht man Daten im breiten Format, fiir andere im langen. Erfahrungsgemass konnen
Datensitze im langen Format jedoch einfacher ins breite Format konvertiert werden
als andersherum. Wenn man die Wahl hat, sollte man sich also fiir das lange Format
entscheiden.

2.1.2 Kurze, aber selbsterklirende Bezeichnungen verwenden

Machen Sie sich die spatere Analyse einfacher, indem Sie den Spalten und anderen An-
gaben in Thren Datensdtzen deutliche Namen geben. Dadurch vermeiden Sie, dass Sie
wihrend der Analyse stindig wieder nachschlagen miissen, was die Angaben tiber-
haupt heissen. Dies verringert wiederum die Wahrscheinlichkeit, dass Sie Fehler ma-
chen.

Ein paar Beispiele:

¢ Sie werten einen Fragebogen aus. Machen Sie in jeder Spalte deutlich, worum es
in den Fragen ging. Vermeiden Sie also Spaltennamen wie ‘Q3” oder ‘Frage§8'.
Verwenden Sie stattdessen Spaltennamen wie ‘DiplomVater’ (wenn die Frage
war, welchen Schulabschluss der Vater der Gewéahrsperson hat) oder ‘DialectUse’
(wenn die Frage war, wie oft die Gew&hrsperson Dialekt redet).

¢ Wenn Sie eine Spalte namens ‘Geschlecht” haben, die mit Nullen und Einsen ge-
tullt ist, miissten Sie standig nachschlagen, ob 0 jetzt fiir ‘Frau” oder ‘Mann’ steht.
Verwenden Sie stattdessen lieber direkt ‘Frau” und ‘Mann’, oder sogar ‘f" und ‘m’.
Eine andere Moglichkeit ist, dass Sie die Spalte zu ‘Frau” umbenennen, sodass es
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Abbildung 2.5: Nicht so! Dieser Datensatz ist nicht rechteckig—"“Prozent Méanner:” ist kei-
ne Versuchspersonnummer, und “0.25” ist kein Geschlecht. Ausserdem ist Zeile 22 kom-
plett leer.
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deutlich ist, dass eine 1 heisst, dass die Gewéahrsperson eine Frau war, und eine 0,
dass es sich um einen Mann handelte.

* Verwenden Sie eher kurze Bezeichnungen. In der spédteren Analyse werden Sie
ndmlich insbesondere die Spaltennamen mehrmals wieder eintippen miissen. Ver-
meiden Sie daher Spaltennamen wie ‘wie_oft_sprechen_Sie_Hochdeutsch” und
verwenden Sie stattdessen ‘use_hochdeutsch’ oder Ahnliches.

Am besten verwenden Sie iibrigens keine Leertasten und Lesezeichen in den Spalten-
namen.

2.1.3 Fehlende Angaben unzweideutig vermerken

Im Beispiel oben habe ich fehlende Ubersetzungen einfach leer gelassen. Daraus kann
ich ableiten, dass der Versuchsperson das Wort zwar vorgelegt wurde, aber sie dieses
nicht tibersetzt hat. Es wére jedoch auch moglich gewesen, dass einigen Versuchsperso-
nen bestimmte Worter gar nie vorgelegt wurden, z.B., aufgrund eines Softwarefehlers.
Es wire wichtig, solche Félle von den ersten zu unterscheiden, indem man diese Félle
mit einer Kiirzel (z.B. ‘NA’ fiir ‘not available’ oder ‘not applicable’) vermerkt.

Gegebenenfalls kann man auch mehrere Kiirzel verwenden, um unterschiedliche Griin-
de fiir das Nicht-Vorhanden-Seins voneinander zu unterscheiden. In der Regel ist es
aber am einfachsten, simtliche fehlende Daten mit ‘NA’ zu vermerken und den Grund
hierfiir in eine Kommentarspalte einzutragen.

Verwenden Sie keine Zahlen (wie -99 oder -9999), um fehlende Angaben zu vermerken.
Der Grund ist, dass solche Zahlen manchmal zuldssige Werte sind. Ausserdem kénnen
solche Angaben schwieriger auf den ersten Blick erkannt werden konnen, wenn man
eine Zusammenfassung des Datensatzes generiert.

2.1.4 Mehrere kleinere Datensitze sind handlicher als ein riesiger

In den Spreadsheets oben wurden bestimmte Informationen mehrfach wiederholt. Zum
Beispiel musste man bei den Ubersetzungen von Versuchsperson 1034 fiinf Mal eintra-
gen, dass sie eine Frau im Alter von 51 Jahren war. In diesem Fall ist der Datensatz
trotz wiederholten Informationen tibersichtlich. Wenn man sich aber {iberlegt, dass in
der Regel fiir jede Versuchsperson viel mehr Informationen vorliegen (z.B., Daten aus
einem Hintergrundsfragebogen) und dass man o6fters auch Informationen zu den ver-
wendeten Stimuli (hier: den Wortern) mit einbeziehen will, wird klar, dass man es
schnell mit grossen Datensédtzen zu tun hat, in denen viele Informationen mehrfach
wiederholt werden.

Um die Ubersicht zu bewahren und um sich eine Menge Tipp- oder Kopierarbeit zu
sparen, lohnt es sich, statt eines grossen Datensatzes mehrere kleinere zu verwalten.
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Abbildung 2.6: Ein erster Datensatz mit Informationen, die nur die Versuchspersonen be-
treffen.
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Abbildung 2.7: Ein zweiter Datensatz mit Informationen, die nur die Stimuli betreffen.

In unserem Beispiel wiirde man dann ein Spreadsheet mit Informationen zu den Ver-
suchspersonen gestalten (Abbildung[2.6). Daneben kann man noch ein Spreadsheet mit
Informationen zu den Wortern anfertigen (Abbildung 2.7). In einem dritten Spread-
sheet kann man dann die Antworten auf die Ubersetzungsaufgabe auffiithren (Abbil-

dung[2.8).

Da im letzten Spreadsheet sowohl eine Spalte mit den Identifikationen der Versuchs-
personen als auch mit den Bezeichnungen der Stimuli vorhanden ist, konnen ihm die
Informationen aus den ersten zwei kleineren Datensédtzen nachher problemlos hinzu-
gefiigt werden. Wie man dies in R machen kann, erfahren Sie spiter in diesem Kapitel.
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Abbildung 2.8: Ein dritter Datensatz, in denen die Ubersetzungen aufgefiihrt werden.

2.1.5 Gemischtes

® Beachten Sie Gross- und Kleinschreibung. Fiir manche Statistikprogramme ist
‘Frau’ gleich ‘frau’, fiir andere (darunter R) nicht.

¢ Sonderzeichen, wie Umlaute, fiihren manchmal zu Problemen.

¢ Beachten Sie Leerzeichen. Fiir ein Computer ist ‘Mann’ nicht gleich ‘Mann ” (mit
Leerzeichen).

* Wenn Sie in Ihren Spreadsheets gerne mit Farben arbeiten: Diese gehen verloren,
wenn Sie das Spreadsheet in R einlesen. Wenn die Farben Informationen kodie-
ren, die nicht den Angaben im Spreadsheet entnommen werden koénnen, fiigen
Sie diese Informationen also besser noch selbst hinzu.

2.2 Datensitze in R einlesen und zusammenfiigen

Wenn die Daten in einem analysierbaren Format vorliegen, besteht die nachste Heraus-
forderung darin, diese in R einzulesen. Hier behandeln wir nur zwei Fille: das Einlesen
von Excel-Spreadsheets im XLS(X)-Format und das Einlesen von Spreadsheets, die im
CSV-Format gespeichert wurden. Ausserdem wird auch gezeigt, wie Datensdtze zu-
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sammengefiigt werden konnen.

Zum Einlesen von SPSS-, Stata- und SAS-Dateien, siehe http://haven.tidyverse.
org/.

2.2.1 Excel-Spreadsheets (XLS, XLSX)

Speichern Sie den Datensatz uebersetzungen.xlsx in den Ordner Data in Ihrem Ar-
beitsordner. Dieser Datensatz ist eine Exceldatei, die aus einem einzigen Spreadsheet
besteht. Um ihn in R einzulesen, konnen Sie die folgenden Befehle ausfiihren.

library(readxl)

translations <- read_excel("Data/uebersetzungen.xlsx")

Der Datensatz ist nun zugénglich in einem sog. tibble namens translation s

<-, = und == Die Symbolenfolge <- ist der assignment operator. Sie kreiert ein neu-
es Objekt im Arbeitsgeddchtnis bzw. {iberschreibt ein bereits vorhandenes Objekt.
Dieses Objekt tragt den Namen links von <-.

Kiirzel in RStudio: ALT + -.

Oft wird auch das Ist-Gleich-Zeichen (=) als assignment operator verwendet. Es wird
aber auch verwendet, um Parameter in Funktionen festzulegen (wie Sie bald se-
hen werden). Zwecks one form, one function werde ich daher ausschliesslich <- als
assignment operator verwenden.

Zu guter Letzt gibt es noch die Symbolenfolge ==. Diese tiberpriift, ob zwei Werte
identisch sind. Beispiel:

4 == 2 % 2
## [1] TRUE
8 == 2 % 3

## [1] FALSE

Fehlermeldungen Viele Fehlermeldungen in R sind notorisch unverstandlich. Im An-
hang finden Sie eine Liste mit den hdufigsten Fehlermeldungen und mdoglichen Auslo-

'Rechteckige Datensitze heissen in R eigentlich data frames. Tibbles sind die Entsprechung von data
frames in den tidyverse-Paketen, darunter auch das Paket readxl. Wer schon viel Erfahrung mit R hat,
wird im Laufe des Skripts ein paar subtile Unterschiede zwischen data frames und tibbles feststellen, aber
im Grossen und Ganzen sind sie klein.


http://haven.tidyverse.org/
http://haven.tidyverse.org/
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sern und Losungen. Wenn der Anhang Thnen nicht weiterhilft, kleben Sie die Fehler-
meldung am besten in Google ein. Dann hilft es, wenn die Fehlermeldungen auf Eng-
lisch und nicht auf Deutsch oder Franzosisch angezeigt werden. Leider ist dies ziemlich
miihsam, um einzustellen. Siehe etwa https://stackoverflow.com/q/12760491/1331521.

Wenn Sie die folgende Fehlermeldung erhalten, heisst das, dass R die Datei am falschen
Ort gesucht hat.

Error in read_fun(path = path, sheet = sheet, limits = limits, shim = shim,
Evaluation error: zip file 'Data/uebersetzungen.xlsx' cannot be opened.

Haben Sie die Befehle richtig eingetippt? Haben Sie den Arbeitsordner richtig einge-
stellt? Haben Sie die Datei am richtigen Ort gespeichert?

Kontrollieren, ob die Daten richtig eingelesen wurden Auch wenn Sie keine Fehler-
meldung erhalten, sollten Sie kontrollieren, ob der Datensatz richtig eingelesen wurde.
Hierzu gibt es ein paar Moglichkeiten, darunter:

head(translations)

## # A tibble: 6 x 5

##  Versuchsperson Position Wort Ubersetzung Richtig
## <dbl> <dbl> <chr> <chr> <dbl>
## 1 1034 1 soka Socken 0
## 2 1034 2 forsiktig vorsichtig 1
## 3 1034 3 mjolk Milch 1
## 4 1034 4 beharska <NA> 0
## 5 1034 5 fiende finden 0
## 6 2384 1 fiende <NA> 0

Alles scheint in Ordnung zu sein. Bemerken Sie aber, dass leere Zellen als <NA> ver-
merkt wurden.

ncol(translations)

## [1] 5

nrow(translations)

## [1] 20

Um den ganzen Datensatz in RStudio anzuschauen, konnen Sie die View()-Funktion
verwenden:


https://stackoverflow.com/q/12760491/1331521
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versuchspersonen.csv (~/fownCloud/Documents/Skatist

Open~¥ a Save

1 Wersuchsperson,Geschlecht,Alter,Englisch
2 1034,Frau,51,B2
3 2384,Frau,27,C1
4 8667,Frau,27,B2
5 5901,Mann,15,B1

Plain Text v Tab width:2 = Ln 1, Col1 v INS

Abbildung 2.9: Ein Datensatz, der als comma-separated values gespeichert ist.

View(translations)

Wenn die Daten nicht richtig eingelesen wurden, kontrollieren Sie am besten nochmals,
ob das Spreadsheet nach den Regeln der Kunst formattiert wurde.

Fiir mehr Details zur read_excel ()-Funktion, siehe http://readxl.tidyverse.org/.

2.2.2 CSV-Dateien

Ein beliebtes Format, um Datensitze zu speichern und mit anderen zu teilen, ist das
CSV-Format. CSV steht fiir comma-separated values: Die Zellen auf der gleichen Zeile
werden durch Kommas voneinander getrennt; sieche Abbildung[2.9]

In Excel ist es bloderweise eher schwierig, Datensédtze im CSV-Format zu speichern:
Zwar gibt es diese Option, aber auf deutsch- oder franzosischsprachigen Systemen wer-
den statt Kommas Semikolonen als Trennzeichen verwendet. In LibreOffice.org hinge-
gen wird man jedes Mal gefragt, ob man Kommas oder Semikolonen verwenden will.

Manchmal werden Texteintrdge auch noch zwischen Anfithrungszeichen gestellt, so-
dass Kommas auch in einem Textfeld vorkommen koénnen. Die folgenden Funktionen
erkennen dies in der Regel automatischEl

library(tidyverse)
participants <- read_csv("Data/versuchspersonen.csv")

Sie werden beim Ausfiihren dieses Befehls ein paar Mitteilungen auf dem Bildschirm
sehen. Lesen Sie nun noch den Datensatz mit den zu tibersetzenden Wortern ein.

items <- read_csv("Data/woerter.csv")

2Wenn Sie vorher schon mit R gearbeitet haben, ist die Wahrscheinlichkeit gross, dass Sie statt der
read_csv()-Funktion (mit _) die read. csv ()-Funktion (mit .) verwendet haben. read. csv () ist die Ein-
lesefunktion von base R; read_csv () ist ihre Entsprechung aus dem tidyverse.


http://readxl.tidyverse.org/
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Unterschiedliche CSV-Formate. Wenn Sie auf einem franzosisch- oder deutsch-
sprachigen Computersystem in Excel ein Spreadsheet im ‘CSV-Format” speichern,
werden die unterschiedlichen Zellen nicht mit Kommas sondern mit Semikolonen
voneinander getrennt. Der Grund ist, dass das Komma in diesen Sprachen als Dezi-
maltrennzeichen dient und daher nicht mehr zur Trennung von Zellen verwendet
werden kann. “CSV’-Dateien, in denen Zellen durch Semikolonen getrennt werden,
konnen Sie in R einlesen, indem Sie statt der Funktion read_csv() die Funktion
read_csv2() verwenden.

In LibreOffice.org kann man fiir jede Datei selber einstellen, ob Kommas oder Semi-
kolonen zur Trennung von Zellen verwendet werden sollten, und welches Symbol
als Dezimaltrennzeichen dienen soll.

2.2.3 Datensitze zusammenfiigen

Wir haben drei Datensitze eingelesen: einen mit den Antworten in der Ubersetzungs-
aufgabe, einen mit Informationen zu den zu {ibersetzenden Wortern, und einen mit
Informationen zu den Versuchspersonen. Um die Daten auszuwerten, miissten die-
se Datensédtze miteinander verkniipft werden. Zum Beispiel miissten wir dem Daten-
satz translations drei Spalten mit Informationen zu den jeweiligen Versuchsperso-
nen hinzufiigen: Geschlecht, Alter, Englisch. Fiir Zeilen in translations, fiir die
Versuchsperson 1034 ist, sind die Eintrédge also Frau, 51 und B2; ist Versuchsperson
= 5901, sind die Eintrdge Mann, 15 und B1. Solange die gemeinsame Spalte in den bei-
den Datensétzen identisch heisst, ist dies ein Kinderspiel:

all_data <- left_join(x = translations,
= participants)
## Joining, by = "Versuchsperson"

head(all_data)

## # A tibble: 6 x 8
##  Versuchsperson Position Wort Ubersetzung Richtig
## <dbl> <dbl> <chr> <chr> <dbl>

## 1 1034 1 soka Socken 0

## 2 1034 2 fors~ vorsichtig 1

## 3 1034 3 mjolk Milch 1

## 4 1034 4 beha~ <NA> 0

## 5 1034 5 fien~ finden 0

## 6 2384 1 fien~ <NA> 0

## # . with 3 more variables: Geschlecht <chr>, Alter <dbl>,
#H # Englisch <chr>

Die Funktion erkennt, dass es in beiden Datensitzen eine Spalte namens Versuchsperson
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gibt und verwendet diese als ‘Reissverschluss’.

Um auch noch Informationen zu den zu {ibersetzenden Wortern hinzuzuftigen, wie-
derholen wir den Befehl mity = items.

all_data,
items)

all_data <- left_join(x
y

## Joining, by = "Wort"
head(all_data)

## # A tibble: 6 x 9
## Versuchsperson Position Wort Ubersetzung Richtig
## <dbl> <dbl> <chr> <chr> <dbl>

## 1 1034 1 soka Socken 0

## 2 1034 2 fors~ vorsichtig 1

## 3 1034 3 mjolk Milch 1

## 4 1034 4 beha~ <NA> 0

## 5 1034 5 fien~ finden 0

## 6 2384 1 fien~ <NA> 0

## # . with 4 more variables: Geschlecht <chr>, Alter <dbl>,
## # Englisch <chr>, RichtigeUbersetzung <chr>

Die left_join()-Funktion bewirkt, dass alle Eintrdge in Datensatz x bewahrt blei-
ben und diesem Datensatz die entsprechenden Informationen aus Datensatz y hin-
zugefiigt werden, insofern welche vorhanden sind. Wenn es keine Entsprechung in y
gibt, erscheint in den hinzugefiigten Spalten NA. Weitere ‘join’-Funktionen (siehe http:
//dplyr.tidyverse.org/reference/join.html):

e right_join(): Alle Eintrdge aus Datensatz y bleiben bewahrt; Entsprechungen
aus x werden hinzugefiigt, falls vorhanden.

e full_join(): Alle Eintrdge aus beiden Datensitzen bleiben bewahrt. NA, falls es
im jeweils anderen Datensatz keine Entsprechung gibt.

* inner_join(): Nur Eintrdge aus Datensatz x, fiir die es eine Entsprechung in y
gibt, bleiben bewahrt. Diese Entsprechungen werden hinzugeftiigt.

e semi_join(): Nur Eintrdge aus Datensatz X, fiir die es eine Entsprechung in y
gibt, bleiben bewahrt. Diese Entsprechungen werden nicht hinzugefiigt.

¢ anti_join(): Nur Eintrdge aus Datensatz X, fiir die es keine Entsprechung in y
gibt, bleiben bewahrt.

In diesem Beispiel wiirden left_join(), right_join(), full_join() und inner_join()
zum gleichen Resultat fithren, aber dies ist nicht immer der Fall.


http://dplyr.tidyverse.org/reference/join.html
http://dplyr.tidyverse.org/reference/join.html
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2.3 Daten in R anzeigen

2.3.1 Alle Daten anzeigen: View()

View() offnet eine neue Registerkarte in RStudio, in der der ganze Datensatz aufge-
fihrt wird.

View(all_data)

2.3.2 Zeilen nach Zeilennummer auswihlen: slice()

Mit diesem Befehl zeigen wir die dritte Spalte des Datensatzes all_data an. Am Da-
tensatz dndert sich hierdurch nichts—wir verlieren die anderen 19 Zeilen also nicht.

slice(all_data, 3)

## # A tibble: 1 x 9
## Versuchsperson Position Wort Ubersetzung Richtig

## <db1l> <dbl> <chr> <chr> <db1l>
## 1 1034 3 mjolk Milch 1
## # ... with 4 more variables: Geschlecht <chr>, Alter <dbl>,

## # Englisch <chr>, RichtigeUbersetzung <chr>

Eine alternative Schreibweise ist diese:

all_data %>%
slice(3)

## # A tibble: 1 x 9
## Versuchsperson Position Wort Ubersetzung Richtig

#i#t <dbl> <dbl> <chr> <chr> <dbl>
## 1 1034 3 mjolk Milch 1
## # ... with 4 more variables: Geschlecht <chr>, Alter <dbl>,

## # Englisch <chr>, RichtigeUbersetzung <chr>

%>%? Die Symbolenfolge %>% wird pipe genannt und wird im tidyverse verwendet,
um Befehle tibersichtlicher zu organisieren. Es wird als dann (then) ausgesprochen.
Fiir einfache Befehle wie diesen gibt es eigentlich keinen Mehrwert. Aber sobald
wir mehrere Befehle kombinieren, ist die Notation mit pipes wesentlich einfacher
zu lesen und zu verstehen.

Kiirzel in RStudio: CTRL + SHIFT + M.

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Befehle nicht mehr angezeigt. Probieren Sie
die Befehle aber dennoch aus.
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# Nehme "all_data", DANN
# nehme Zeilen 5 und 7
all_data %>%

slice(c(5, 7))

# Nehme "all_data", DANN
# nehme Zeilen 5 BIS 7
all_data %>%

slice(5:7)

# Zeilen 5 bis 7 vollstandig anzeigen
all_data %>%

slice(5:7) %>%

View()

2.3.3 Zeilen nach bestimmten Werten auswihlen: filter()

# Nehme "all_data", DANN
# nehme jene Zeilen, bei denen 'Wort' 'fiende' ist.
all_data %>%

filter(Wort == "fiende")

# Nehme "all_data", DANN
# nehme jene Zeilen, bei denen 'Alter' liber 30 1ist.
all_data %>%

filter(Alter > 30)

# Nehme "all_data", DANN
# nehme jene Zeilen, bei denen 'Position' 1 ist, DANN
# nehme jene Zeilen, bei denen 'Richtig' 0 ist.
all_data %>%

filter(Position == 1) %>%

filter(Richtig == 0)

Die Ergebnisse all dieser Auswéhlaktionen konnen auch in separaten Objekten gespei-
chert werden.

# Kreiere neues Objekt namens "nur_fiende":
# nehme "all_data", DANN
# nehme jene Zeilen, bei denen 'Wort' 'fiende' 1ist.
nur_fiende <- all_data %>%
filter(Wort == "fiende")

# neues Objekt anzeigen
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nur_fiende

2.3.4 Spalten auswihlen: select()

# Nehme "all_data", DANN
# selektiere Spalten 'Wort', 'Richtigelbersetzung', 'Ubersetzung'
all_data %>%

select(Wort, RichtigeUbersetzung, Ubersetzung)

Es gibt auch ein paar Hilfefunktionen, mit denen man effizienter Spalten auswéhlen
kann. Diese sind insbesondere bei grossen Datensatzen niitzlich. Beispiele sind contains ()
und starts_with(). Die unten stehenden Beispiele zeigen Thnen ausserdem, wie Sie
unterschiedliche Befehle kombinieren kénnen.

# Nehme "all_data", DANN
# selektiere alle Spalten, in deren Namen "Ubersetzung" vorkommt, DANN
# nehme Zeilen 1 bis 3
all_data %>%
select(contains("Ubersetzung")) %%
slice(1:3)

# Nehme "all_data", DANN
# selektiere alle Spalten, deren Namen mit "Richt" anfangt, DANN
# nehme Zeilen 16 bis zur letzten Zeile.
# Tipp: n() ergibt die Anzahl Zeilen im Objekt.
# '16:n()' selektiert somit Zeilen 16 bis und mit der letzten Zeile.
all_data %>%
select(starts_with("Richt")) %>%
slice(16:n())

Fiir weitere Hilfefunktionen, sieche http://dplyr.tidyverse.org/reference/select_
helpers.html.

2.3.5 Weitere Beispiele

# Nehme "all_data", DANN
# behalte die Eintrage, bei denen 'Wort' 'fiende' ist, DANN
# selektiere nur Spalte 'Ubersetzung'
all_data %>%
filter(Wort == "fiende") %>%
select(Ubersetzung)

# Nehme "all_data", DANN
# behalte die Eintrdage, bei denen 'Wort' 'behdrska' ist, DANN


http://dplyr.tidyverse.org/reference/select_helpers.html
http://dplyr.tidyverse.org/reference/select_helpers.html
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all_data %>%
filter (Wort == "beharska") %>%
select (Ubersetzung) %>%
distinct()

Im letzten Beispiel wird auch langsam klar, wieso es sich lohnt, das pipe (%>%) zu ver-
wenden. Ohne sidhe diese Befehlenkombination namlich so aus:

distinct(select(filter(all_data, Wort == "behdrska"), Ubersetzung))

filter() ist der Befehl, der zuerst ausgefiihrt werden muss, wird in dieser Notation
aber zuletzt geschrieben. Mit der pipe-Notation gibt es dieses Problem nicht.

24 Literaturempfehlungen

Zum Verwalten von Spreadsheets, siehe meinen Blogeintrag zu Some tips on preparing
your data for analysis (18.6.2015). Broman & Woo| (2017) haben weitere niitzliche Hinwei-
se.

2.5 Ubung

Slavin et al.|(2011) berichten die Ergebnisse einer mehrjdhrigen Evaluationsstudie, in
der zwei Unterrichtsprogramme miteinander verglichen wurden. Schiilern und Schii-
lerinnen (SuS) in beiden Programmen wurden unter anderem ein spanischer und ein
englischer Vokabeltest vorgelegt, und zwar in der 1., der 2., der 3. und der 4. Klasse. Die
vier Tabellen auf der nédchsten Seite zeigen einen Teil der Ergebnisse, die [Slavin et al.
(2011) berichten; es handelt sich dabei um die durchschnittlichen Vokabeltestergebnisse
der getesteten SuS.

1. Tragen Sie diese Daten in ein Spreadsheet im langen Format ein. Jede Zeile soll
das Ergebnis in einer einzigen Klasse, in einer einzigen Sprache und von einem
einzigen Programm enthalten. Sie brauchen also 16 Zeilen mit Daten und eine
Zeile mit passenden Spaltennamen.

Speichern Sie dieses Spreadsheet im CSV-Format.
Lesen Sie das Spreadsheet in R ein.

Kontrollieren Sie, ob das Spreadsheet richtig eingelesen wurde.

AN R

Zeigen Sie in R nun nur die Englischergebnisse im transitional bilingual-Programm
an.


http://janhove.github.io/analysis/2015/06/18/preparing-data-for-analysis
http://janhove.github.io/analysis/2015/06/18/preparing-data-for-analysis

Kapitel 2. Daten organisieren, einlesen und abfragen 27

6. Zeigen Sie die Spanischergebnisse in der 1. und 2. Klasse im English immersion-
Programm an.

Tabelle 2.1: Vokabeltestergebnisse 1. Klasse

Transitional bilingual English immersion
English 74.98 79.90
Spanish 99.85 90.19

Tabelle 2.2: Vokabeltestergebnisse 2. Klasse

Transitional bilingual English immersion
English 80.40 81.13
Spanish 92.94 87.54

Tabelle 2.3: Vokabeltestergebnisse 3. Klasse

Transitional bilingual English immersion
English 84.76 85.45
Spanish 92.86 85.64

Tabelle 2.4: Vokabeltestergebnisse 4. Klasse

Transitional bilingual English immersion
English 88.07 90.36
Spanish 91.00 86.27
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Kapitel 3

Eine einzige numerische Variable
beschreiben

Fiir meine Bachelorarbeit habe ich 23 Studierenden im zweiten Jahr im Fach schwe-
dische Sprach- und Literaturwissenschaft an der Universitdat Gent (Belgien) vier Lese-
verstehensaufgaben vorgelegt: einen auf Schwedisch, einen auf auf Danisch, einen auf
bokmal-Norwegisch und einen auf nynorsk-Norwegisch. Die Ergebnisse aus den un-
terschiedlichen Lesetests sind nicht miteinander vergleichbar. (Im Datensatz sind die
nynorsk-Daten nicht vorhanden.) Daneben gibt es Angaben zu den sonstigen Sprach-
kenntnissen der Teilnehmenden; diese ignorieren wir hier.

d <- read_csv("Data/jv_bachpap.csv")
d %>%

slice(1:2)

## # A tibble: 2 x 9
## LvlFrench LvlEnglish LvlGerman LvlSpanish NolLanguages

## <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 5 5 5 2 5
## 2 5 4 3 0 3
## # ... with 4 more variables: Swedish <dbl>, Danish <dbl>,
## # Norwegian <dbl>, Participant <chr>

In diesem Kapitel widmen wir uns der grafischen und numerischen Beschreibung einer
einzigen numerischen Variablen: den Ergebnissen beim norwegischen Lesetest. Vor-
tibergehend gehen wir davon aus, dass wir uns ausschliesslich fiir die 23 Ergebnis-
se im Datensatz interessieren und keine allgemeineren Aussagen machen mochten—
z.B. tiber das Leseverstdndnis im Norwegischen von Studierenden im zweiten Jahr im
Fach schwedische Sprach- und Literaturwissenschaft, die nicht im Datensatz vorhan-
den sind. Wir betrachten die Ergebnisse, die uns zur Verfiigung stehen, also als die
ganze Population, fiir die wir uns interessieren, und nicht als bloss eine Stichprobe,
d.h., einen Teil der Population, die von Interesse wire.

29
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Abbildung 3.1: Ein Punktdiagramm sortiert nach den IDs der Versuchspersonen (links)
und eins geordnet nach dem Ergebnis (rechts). Es gibt keine Werte, die weit von anderen
liegen.

3.1 Das Punktdiagramm

Wenn wir {iber die Ergebnisse kommunizieren wollen und der Datensatz ganz klein
ist, konnten wir ihn einfach direkt reproduzieren. Aber sogar fiir den relativ kleinen
Datensatz hier—bloss 23 Beobachtungen—wdiirde es sich lohnen, die Daten grafisch
darzustellen und numerisch zusammenzufassen.

Eine erste grafische Darstellung ist das Punktdiagramm (dot chart), siehe Abbildung[3.1}
Anstatt lediglich die Zahlen im Datensatz aufzulisten, werden die Beobachtungen als
Punkte auf separaten Linien entlang der x-Achse dargestellt. Jede Linie wird mit einer
ID entlang der y-Achse vermerkt.

Um die linke Grafik zu zeichnen, konnen Sie diesen Befehl verwenden. Achten Sie dar-
auf, dass das tidyverse-Biindel geladen ist: Auch wenn Sie es installiert haben und in
einer anderen Session verwendet haben, miissen Sie es in jeder Session erneut laden.
Die Kommentare erldutern, wie die Grafik aufgebaut ist.

ggplot(data = d,

aes (x Norwegian,
y Participant)) +
geom_point() +
xlab("Ergebnis Norwegisch") +
ylab("ID Versuchsperson")

Achten Sie insbesondere auf Gross- und Kleinschreibung, auf die Klammern und Kom-
mas und auf die Pluszeichen. Mit Letzteren werden der Grafik zuséatzliche Schich-
ten hinzugefiigt. Mit dem Befehl auf den ersten vier Zeilen (ggplot(...)) wird le-
diglich die ‘Leinwand” der Grafik gezeichnet. Nach dem Pluszeichen folgt der Befehl
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Abbildung 3.2: Beispiel von einem Ausreisser. Hier miisste man kontrollieren, ob der Da-
tenpunkt (17.6) richtig eingetragen wurde und nicht etwa ein Tippfehler ist (statt 1.76).

geom_point(...), der Punkte auf die Leinwand malt. Mit den Befehlen xlab(...)
und ylab(...) werden Achsenbeschriftungen hinzugefiigt bzw. {iberschrieben.

Um die rechte Grafik zu zeichnen, ersetzen Sie in der 4. Zeile y = Participant durch
y = reorder(Participant, Norwegian) (Klammer nicht vergessen!).

In diesem Beispiel ist das Punktdiagramm insbesondere niitzlich aufgrund von dem,
was es eben nicht aufzeigt. Es scheint namlich keine Datenpunkte, oder Griippchen
von Datenpunkten, zu geben, die ziemlich weit von den anderen entfernt liegen. Sol-
che Datenpunkte, die man Ausreisser nennt, konnen das Ergebnis einer Analyse stark
beeinflussen, sodass es wichtig ist, zu wissen, dass es sie gibt. Ausreisser kdnnen (nicht
miissen) auch auf technische Fehler hinweisen und gilt es also nochmals zu kontrol-
lieren. Abbildung zeigt ein fiktives Beispiel, in dem die Anzahl morphologischer
Fehler pro Textseite pro Lerner aufgefiihrt wird. Ein Datenpunkt liegt so weit von den
anderen entfernt, dass man hier auf jeden Fall nochmals kontrollieren sollte, ob die
Angabe tatsdchlich stimmt, und nicht etwa auf einem Tippfehler bei der Dateneingabe
beruht.

3.2 Das Histogramm

Eine zweite niitzliche Grafik ist das Histogramm. Fiir ein Histogramm wird die Va-
riable, die man darstellen mochte, in bins aufgeteilt und es wird gezahlt, wie viele Be-
obachtungen es in jedem bin gibt. Diese Anzahlen werden in der Grafik als Bédlkchen
dargestellt, siche Abbildung Wie in diesem Beispiel sind die bins in den allermeis-
ten Histogrammen gleich breit. Die Breite der bins muss man selber festlegen; wie die
Befehle und Kommentare unten zeigen, ist dies eine Frage von Ausprobieren.

Verglichen mit dem Punktdiagramm ist ein Vorteil des Histogramms, dass auch sehr
grosse Datensédtze sinnvoll dargestellt werden kénnen, wahrend man in einem Punkt-
diagramm wohl schnell den Uberblick verliert.
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Abbildung 3.3: Drei Histogramme mit den Norwegian-Ergebnissen. Links: Die Grenzen
zwischen den bins liegen bei 0, 1, 2, usw., 15, 16. Mitte: Grenzen bei 0, 2, 4, usw., 15, 16.
Rechts: Grenzen bei 0, 4, 8, 12, 16. Sowohl die Grafik links als auch die in der Mitte halte
ich hier fiir sinnvoll; die Grafik rechts ist nach meinem Geschmack ein bisschen zu gro-
be. Eine goldene Regel fiir die Wahl der Breite der bins gibt es nicht. Daher gilt: Mit den
Einstellungen herumspielen und eine niitzliche Grafik auswahlen.

ggplot(data = d,
aes(x = Norwegian)) +

geom_histogram()

ggplot(data = d,
aes(x = Norwegian)) +

geom_histogram(bins = 10)

ggplot(data = d,
aes(x = Norwegian)) +

geom_histogram(binwidth = 3)

ggplot(data = d,
aes(x = Norwegian)) +

geom_histogram(breaks seq(from = 0, to = 16, by = 4),
fill = "lightgreen",
colour = "darkgreen") +

xlab("Ergebnisse cloze-Test Norwegisch") +
ylab("Anzahl Studierende")

In den Histogrammen bisher stand die Anzahl Beobachtungen pro bin auf der y-Achse.
Wenn man unterschiedliche Histogramme (z.B. von unterschiedlichen Gruppen) ver-
gleichen mochte, kann es sinnvoller sein, diese Zahlen zu einer Art relative Frequenz
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Abbildung 3.4: Drei Histogramme mit der Norwegian-Ergebnissen. Statt der absoluten An-
zahl Beobachtungen pro bin stehen hier Wahrscheinlichkeitsdichten auf der y-Achse.

umzurechnen. Diese nennt man Wahrscheinlichkeitsdichten. Sie werden so berechnet,
dass die Gesamtfldche, die das Histogramm einnimmt, 1 betrdgt. Anders gesagt: Man
nimmt die Hohe jedes bins, also die Wahrscheinlichkeitsdichte, und multipliziert diese
mit seiner Breite, um die Oberflache der Bilkchen zu berechnen. Die Hohe wird so fest-
gelegt, dass wenn man alle Oberfldchen addiert, die Summe 1 betrdgt. Die Form des
Histogramms ist aber gleich, egal ob man mit den Anzahlen oder den Wahrscheinlich-
keitsdichten arbeitet.

Abbildung [3.4] zeigt ein Beispiel. Die Breite jedes bins in der rechten Grafik betragt 4.
Die Hohen sind etwa 0.09, etwa 0.105, etwa 0.045 und fast 0.015, sodass (4 x 0.09) + (4 x
0.105) + (4 x 0.045) + (4 x 0.015) ~ 1.

Um die Grafiken in Abbildung selber zu zeichnen, ersetzen Sie in den Befehlen oben

ggplot(data = d,
aes(x = Norwegian))

durch

ggplot(data = d,
aes(x = Norwegian,
y = ..density..))

3.3 Mittelwerte

Es ist unpraktisch, in einem Bericht alle einzelnen beobachteten Werte aufzulistenE]
Wenn moglich probiert man diese Informationen daher zu komprimieren, indem man
berichtet, welcher Wert typisch fiir diese Beobachtungen ist und wie sehr die einzelnen
Beobachtungen von diesem typischen Wert abweichen. Die Frage nach dem typischen
Wert betrifft die zentrale Tendenz der Beobachtungen und wird anhand von einem
Mittelwert beantwortet. Die Frage nach den Abweichungen betrifft die Streuung der

1Aber es ist sehr sinnvoll, den Datensatz online verfiigbar zu stellen und im Bericht auf ihn zu ver-
weisen! Eine benutzerfreundliche Website, wo Sie dies machen konnen, istlhttps://osf. 1ol Siehe Some
advantages of sharing your data and code (14.12.2015).


https://osf.io
http://janhove.github.io/reporting/2015/12/14/perks-data-sharing
http://janhove.github.io/reporting/2015/12/14/perks-data-sharing
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Beobachtungen und wird anhand von Streuungsmassen beantwortet. Zuerst widmen
wir uns den Mittelwerten.

3.3.1 Das arithmetische Mittel

Oder einfach ‘Mittel’. Wenn man vom ‘Durchschnitt” oder ‘Mittelwert” spricht, wird
meistens das Mittel gemeint, aber eigentlich sind ‘Durchschnitt’ und ‘Mittelwert” Hy-
ponyme, denn es gibt ausser dem Mittel noch andere Durchschnittsmasse.

Um das Mittel zu berechnen, addiert man alle Werte und teilt man die Summe durch
die Anzahl Werte. Das Populationsmittel kiirzt man in Formeln meistens als u ab; die
Formel in Gross-Sigmanotation schaut dann so aus:

i=o Y x (3.1)

Gross-Sigmanotation. Formeln wie diese mogen abschrecken, sind in Statistik-
handbiichern jedoch gang und gdbe—und gar nicht so schwierig.

Reihen von Beobachtungen einer Variablen (“Vektoren’) werden meistens mit ro-
mischen Buchstaben dargestellt. “x” ist also die Reihe von Beobachtungen, deren
Mittel wir berechnen wollen—hier also die 23 Ergebnisse beim norwegischen Le-
setest.

Das kleine ‘i” ist ein Index und wird verwendet um eine spezifische Beobachtung
zu identifizieren. “x;” heisst lediglich “die i. Beobachtung von x’. Ist i 5, dann heisst
x4 eigentlich xs, sprich die 5. Beobachtung von x.

‘N’ ist einfach die Anzahl Beobachtungen in der Reihe—bei uns also N = 23.

‘Y ', zu guter Letzt, heisst lediglich ‘Summe’. Die Werte, die wir addieren miissen,
kommen nach dem Symbol. 3 I | x; heisst, dass wir die Werte in der Reihe x ad-
dieren miissen, anfangend mit dem ersten (i = 1) und endend beim letzten (N).
Z§:3 x; hiesse, dass wir nur den 3., 4. und 5. x-Wert addieren miissten.

Die Formel

kann also so umgeschrieben werden:

1
N(X1+X2+X3+"'+XN)

In unserem Beispiel:
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1
—(134+9+11+---+5
53(13+9+11+---+5)

Oh ja: Multiplizieren mit % ist dasselbe wie durch 23 teilen.

Das Mittel der Norwegischdaten konnen wir folgendermassen berechnen:

sum(d$Norwegian)

## [1] 136

length(d$Norwegian)

## [1] 23

136/23

## [1] 5.913

sum(d$Norwegian) / length(d$Norwegian)

## [1] 5.913

Einfacher geht es mit der mean () -Funktion:

mean (d$Norwegian)

Die tidyverse-Losung brauchen wir hier im Prinzip nicht, aber sie zeigt, wie die summarise()-
Funktion funktioniert:

d %>%

summarise(Mittel_Norwegisch = mean(Norwegian))

## # A tibble: 1 x 1

##  Mittel_Norwegisch
#i# <dbl>
## 1 5.91

Das Mittel hat ein paar niitzliche mathematische Eigenschaften, denen es seine Om-
niprdsenz verdankt. (Eine betrifft den zentralen Grenzwertsatz; siehe Abschnitt )
Ein wesentlicher Nachteil des Mittels ist aber, dass er stark von Ausreissern beeinflusst
wird. Nimmt man zum Beispiel die Daten aus Abbildung 3.2l und berechnet man ihr
Mittel, dann ist das Ergebnis 4.25—ein ziemlich untypischer Wert fiir die Beobachtun-
gen, sind doch 6 der 7 Beobachtungen unter 2.6 und 1 iiber 17.5. Lasst man den Aus-
reisser weg, ist das Mittel 2.02, was der Tendenz des Hauptanteils der Beobachtungen
besser entspricht.
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3.3.2 Der Median

Ein anderer beliebter Mittelwert ist der Median. Es handelt sich hier buchstédblich um
den Wert in der Mitte: Zum Berechnen des Medians ordnet man die Daten von klein
nach gross und nimmt den mittleren Wert. Gibt es eine gerade Anzahl Beobachtungen,
gibt es zwei mittlere Werte. In solchen Fillen ist der Median das Mittel beider mittlerer
Werte.

Zuerst die komplizierte Berechnungsmethode, um den Vorgang zu illustrieren: Mit
arrange() die Daten von klein nach gross ordnen und dann den mittleren Wert neh-
men. Da es 23 Beobachtungen gibt, ist der 12. Wert der mittlere (es gibt 11 kleinere und
11 grossere):
d %>%

select(Norwegian) %>%

arrange (Norwegian) %>%

slice(12)

## # A tibble: 1 x 1

## Norwegian

##t <db1l>

## 1 5

Oder kiirzer mit median():

median (d$Norwegian)

## [1] 5

Mit der summarise ()-Funktion kdnnen wir eine Zusammenfassungstabelle mit meh-
reren Werten aufstellen:

d %>%

summarise(Mittel_Norwegisch = mean(Norwegian),
Median_Norwegisch median(Norwegian))

## # A tibble: 1 x 2

##  Mittel _Norwegisch Median_Norwegisch
#it <db1l> <dbl>
## 1 5.91 5

Der Median ist weniger ausreisserempfindlich als das Mittel. Berechnet man fiir die
Werte aus Abbildung 3.2/ den Median mit dem Ausreisser, ist das Ergebnis 2.09; ohne
ist es 2.04.

Grosse Unterschiede zwischen dem Mittel und dem Median sind in der Regel Aus-
reissern oder asymmetrischen Verteilungen (siehe Abschnitt[3.6) zuzuschreiben. So
oder so gilt: Keine Mittelwerte berechnen, ohne die Daten zuerst grafisch darzu-
stellen! Die Berechnung mag stimmen, aber unter Umsténden ist sie nicht sinnvoll.
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3.3.3 Der Modus

Den Modus trifft man weniger oft an, ist aber eine ganz einfache Art und Weise, um
den ‘typischen Wert” zu definieren: Es handelt sich schlicht und einfach um den Wert,
der am hdufigsten vorkommt. Eine Modusfunktion gibt es nicht, aber wir konnen fiir
jeden Wert zdhlen, wie oft er vorkommt:

d %>%

count(Norwegian)

## # A tibble: 11 x 2

#i#t Norwegian n
##t <dbl> <int>
## 1 2 2
## 2 3 3
## 3 4 3
##t 4 5 4
## 5 6 4
## 6 7 1
#t 7 8 1
## 8 9 2
## 9 10 1
## 10 11 1
## 11 13 1

Zwei Werte kommen am héaufigsten vor: 5 und 6 kommen beide 4 Mal vor. Die Modi
der Norwegischdaten sind also 5 und 6.
d %>%

count(Norwegian) %>%

filter(n == max(n))

## # A tibble: 2 x 2

##  Norwegian n
## <dbl> <int>
## 1 5 4
## 2 6 4

Ein wesentlicher Nachteil des Modus ist, dass bei feinkornigen Daten jede Beobachtung
eh nur ein oder zwei Mal vorkommt, sodass es nicht sinnvoll ist, ihn zu berechnen.

3.3.4 Andere Mittelwerte

Diese Mittelwerte trifft man seltener an, aber sie seien hier der Vollstandigkeit halber
erwahnt.
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Das getrimmte Mittel Man loscht die x% kleinsten und die x% grossten Werte und
berechnet dann das Mittel. Fiirs 25% getrimmte Mittel 16scht man also zwei Mal ein
Viertel der Daten: die 25% niedrigsten Beobachtungen und die 25% hochsten Beobach-
tungen. Das getrimmte Mittel wird verwendet, um den Einfluss von extremen Beob-
achtungen auf das Ergebnis zu reduzieren.

norwegisch_sortiert <- sort(d$Norwegian)
norwegisch_sortiert

# [1] 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6 6 7 8
## [19] 9 9 10 11 13

mean (norwegisch_sortiert, trim = 0.25)

## [1] 5.4615

mean (norwegisch_sortiert[6:18])

## [1] 5.4615

Das winsorisierte Mittel Die x% kleinsten und die x% grossten Werte werden ersetzt
und zwar durch den kleinsten bzw. grossten Wert, der nicht ersetzt wurde. Danach be-
rechnet man das Mittel. Wenn man zum Beispiel 100 Beobachtungen hat und auf jeder
Seite 10% der Beobachtungen winsorisiert, ersetzt man die 10 niedrigsten Beobachtun-
gen alle durch den 11. niedrigsten Wert und die 10 hochsten Beobachtungen durch den
90. WertP] Das winsorisierte Mittel wird ebenfalls verwendet, um den Einfluss von ex-
tremen Beobachtungen auf das Ergebnis zu reduzieren.

Es gibt noch andere Mittelwerte—etwa das geometrische und das harmonische Mittel.
Diese werden hier nicht behandelt. Auch das gewichtete Mittel wird nicht an dieser
Stelle behandelt.

In diesem Beispiel wird durch die Winsorisierung eine Ganzzahl der Datenmenge ersetzt (also 10
Beobachtungen auf jeder Seite). Die genaue Berechnung ist schwieriger, wenn durch die Winsorisierung

eigentlich eine Bruchzahl der Beobachtungen ersetzt werden soll. Zum Beispiel miisste man bei einer Da-
tenreihe von 23 Beobachtungen 2.3 Beobachtungen winsorisieren, wenn man 10%-Winsorisierung durch-
fiihrt. In solchen Féllen wird nicht der kleinste bzw. hochste nicht-ausgeschlossene Wert verwendet, son-
dern eine Intrapolation zwischen den ausgeschlossenen und nicht-ausgeschlossenen Werten. Siehe die
Funktion winsor.mean() im psych-Paket.
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3.4 Streuungsmasse

Wenn man nur einen oder ein paar Mittelwerte berichtet, bleibt die Frage unbeant-
wortet, wie stark die einzelnen Beobachtungen davon abweichen. Mit Streuungmassen
versucht man diese Abweichnung numerisch auszudriicken.

3.4.1 Spannweite

Ein einfaches Streuungsmass ist die Spannweite. Man berechnet lediglich den niedrigs-
ten und den hochsten Wert und berichtet diese oder den Unterschied zwischen ihnen:

min(d$Norwegian)

## [1] 2

max (d$Norwegian)

## [1] 13

range (d$Norwegian)

# [1] 2 13

Dieses Mass wird aus gutem Grund selten verwendet: Es ist extrem ausreisseremp-
findlich und basiert es auf nur zwei der Beobachtungen. Ausserdem unterschitzt die

Spannweite einer Stichprobe systematisch die Spannweite der Population, aus der sie
stammt. (Mit Stichproben beschéftigen wir uns in spéteren Kapiteln.)

3.4.2 Summe der Quadrate

Wenn wir alle Beobachtungen ins Streuungsmass einfliessen lassen wollen, scheint es
auf den ersten Blick sinnvoll, die Unterschiede zwischen den beobachteten Werten und
dem Mittel zu berechnen und diese Unterschiede beieinander aufzuzédhlen: (x; — ) +
(xo — 1) +.... Diese Summe ist aber immer Oﬂ

sum(d$Norwegian - mean(d$Norwegian))

## [1] 8.8818e-15

Gleitkommazahlen. Das Ergebnis der obigen Berechnung wird wiedergegeben
als 8.8818e-15. Eigentlich heisst dies: 88818 mit 15 vorangestellten Nullen, also

*Beweis:
—w+ -+ +xn—w =0 +x2+-+xn) =N

u wird berechnet als ﬁ (x1 +%x2 +--- +xn),s0dass N = (x1 + x5 + - - - + xn). Daher gilt:

(1 +xa+-+xn) = Np=(x1+x+ - +xn) = (X1 +x2+ - +xn) =0.



Kapitel 3. Eine einzige numerische Variable beschreiben 40

0.0000000000000088818. Aber eigentlich sollte das Ergebnis genau 0 sein, nicht fast
0. Das Problem liegt bei der Genauigkeit, mit der ein Computer mit Zahlen um-
geht. Wir werden auf dieses Problem hier nicht ndher eingehen, da es fiir uns nicht
von praktischer Bedeutung ist.

Um dieses Problem zu ldsen, werden die Unterschiede zwischen den beobachteten
Werten und dem Mittel quadriert, bevor sie beieinander aufgezihlt werden. Dadurch
werden sie alle positiv, sodass ihre Summe nicht linger 0 ist. Diese Summe der Qua-
drate wird in Formeln als d? oder SS (sum of squares) abgekiirzt:

=) (x—w)? (32)

i=1
sum( (d$Norwegian - mean(d$Norwegian))”2)
## [1] 187.83

Achten Sie auf die Stelle der Klammern und der Quadrierung: Die Unterschiede miis-
sen quadriert werden, nicht die Summe oder das Mittel.

sum( (d$Norwegian - mean(d$Norwegian)))"2

## [1] 7.8886e-29

sum( (d$Norwegian - mean(d$Norwegian)”2))

## [1] -668.17

Vielleicht fragen Sie sich, wieso man hier mit quadrierten Unterschieden arbeitet. Wére
es nicht einfacher, mit den absoluten Unterschieden zu rechnen? Streuungsmasse, die
auf den absoluten Unterschieden basieren, gibt es tatsdchlich (mean absolute deviation
und median absolute deviation), aber das Arbeiten mit quadrierten Unterschieden bietet
mathematische Vorteile (z.B. zentralen Grenzwertsatz).

3.4.3 Varianz

Ein Problem mit d? ist, dass Datensitze unterschiedlicher Grosse nicht vergleichbar
sind: Je mehr Beobachtungen es gibt, desto grosser ist d2. d? driickt also sowohl die
Grosse des Datensatzes als auch die Streuung der Beobachtungen aus, was unerwiinscht
ist. Die Losung liegt auf der Hand: d? teilen durch die Anzahl Beobachtungen. Dies er-
gibt die Populationsvarianz (¢?):

1 N
&zN;mem2 (3.3)
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sum( (d$Norwegian - mean(d$Norwegian))”2) / length(d$Norwegian)

## [1] 8.1664

Populations- vs. Stichprobenvarianz. In der Regel miissen wir die Varianz einer
Stichprobe, nicht jene einer Population berechnen. Diese wird leicht anders berech-
net; siehe Kapitel 5]

Eigene Funktionen schreiben. Da wir uns meistens fiir die Varianz einer Stichpro-
be, nicht fiir jene einer Population interessieren, gibt es in R keine Funktion, um
die Populationsvarianz zu berechnen. Wenn das Eintippen des obigen Befehls zu
miithsam ist, z.B., weil Sie es immer wieder verwenden miissen, empfiehlt es sich,
eine eigene Funktion zu schreiben. Diese konnte so aussehen:

pop_var <- function(x) {

sigma2 <- mean((x - mean(x))”"2)

sigma2

}

Wenn Sie diese Funktion tibernehmen, konnen Sie die Populationsvarianz der Nor-
wegischdaten einfach folgendermassen berechnen:

pop_var (d$Norwegian)

## [1] 8.1664

3.4.4 Standardabweichung

Varianzen sind nicht einfach zu interpretieren, da sie, aufgrund der Quadrierung in
der Berechnung, in quadrierten Einheiten ausgedriickt werden (z.B. quadrierte Tester-
gebnisse, quadrierte Sprecher per Sprache). Wir konnen aber die Wurzel der Varianz
nehmen, was die Populationsstandardabweichung ergibt (0):

o=Vo2= 1 (xi — )2 (3.4)

In R, anhand der selbst geschriebenen pop_var ()-Funktion:

pop—var (d$Norwegian) %>%
sqrt()

## [1] 2.8577
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Standardabweichungen und Varianzen kann man nicht absolut interpretieren: Eine
Standardabweichung von 0.4 ist je nach der Art von Daten klein, gross oder unauffillig,
und dies gilt auch fiir Standardabweichungen von 8’000. So wire etwa eine Standardab-
weichung von 30 unauffallig, wenn es sich um in Zentimetern gemessenen Korpergros-
sen von Menschen handelte; erstaunlich klein, wenn die Kérpergrossen in Millimetern
ausgedriickt wiren; und erstaunlich gross, wenn sie in Zoll ausgedriickt wéaren.

Populations- vs. Stichprobenstandardabweichung. In der Regel miissen wir die
Standardabweichung einer Stichprobe, nicht jene einer Population berechnen. Die-
se wird leicht anders berechnet; siehe Kapitel

Daten nicht nur numerisch zusammenfassen. Stellen Sie sich vor, dass Sie in einer
Studie lesen, dass 39 Versuchspersonen eine Frage auf einer 6er-Skala von 0 bis 5
beantwortet haben und das Mittel der Antworten 2.43 betrug. Vielleicht stellen Sie
sich dann darunter vor, dass die meisten Versuchspersonen sich fiir ‘2" oder ‘3’ ent-
schieden. Dies muss aber nicht der Fall sein: Hinter diesem Mittelwert kénnen sich
viele andere Datenmuster verstecken, die zu anderen Schlussfolgerungen fiihren
sollten. Vielleicht sind sich die Versuchspersonen einig in ihrer Gleichgiiltigkeit,
weshalb sie alle Antworten in der Mitte der Skala wihlen. Oder vielleicht handelt
es sich um ein sehr kontroverses Thema mit iiberzeugten Gegnern und Befiirwor-
tern aber ohne eine moderate Mitte. Oder vielleicht sind alle Arten von Meinung
etwas vertreten:
Alle Grafiken: Mittel ~= 2.43
40 20 40 —

30 30 30

20 — 20 —

20
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Anzahl

Wenn ein Streuuungsmass berichtet wird, schrankt sich Anzahl moglicher Muster
zwar ein, aber trotzdem konnen sich hinter einem Mittel und einer Standardabwei-
chung mehrere Verteilungen versteckenf|
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Alle Grafiken: Mittel ~= 2.43, SD ~=1.05
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"Diese Verteilungen wurden generiert anhand des R-Codes unter http://bayesfactor.
blogspot.ch/2016/03/how-to-check-likert-scale-summaries-for.html. Fiir dhnlichen An-
sitze, sieche Heathers et al. (2018) und Wilner et al.| (2018).

3.5 Kerndichteschdtzungen

In unserem Norwegischbeispiel gibt es es nur eine geringe Anzahl Beobachtungen und
ausserdem ist die Variable nicht sehr feinkornig. Eine sehr feinkornige Variable wére
eine Variable mit sehr vielen moglichen Ergebnissen und hochstens einem Beleg pro
moglichen Wert.

Was wiirde aber passieren, wenn wir eine grosse Anzahl Beobachtungen (z.B. 100’000)
von einer sehr feinkornigen Variablen erheben wiirden, diese Beobachtungen in einem
Histogramm mit Wahrscheinlichkeitsdichten (siehe Abschnitt darstellen wiirden
und die Anzahl bins immer vergrossern wiirden? Wenn die Anzahl bins zu gross wird,
konnen wir sie nicht mehr voneinander unterscheiden, wie Abbildung 3.5/ zeigt. Aus-
serdem werden wir irgendwann nur noch bins, die entweder eine oder keine einzige
Beobachtung beinhalten, haben.

In solchen Fallen arbeitet man stattdessen mit Kerndichtschdtzungen. Die Berechnungs-
methode braucht uns hier nicht zu interessieren; grundsétzlich handelt es sich um ein
geglattetes Histogramm, bei dem die Wahrscheinlichkeitsdichten jedes Balkchens mit
einer Kurve verbunden werden und die Balkchen selber nicht mehr dargestellt werden;
siehe Abbildung

Wahrscheinlichkeitsdichte ist nicht gleich Wahrscheinlichkeit! In Abbildung3.6]
ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert von 10 beobachtet wird, nicht etwa 13%,


http://bayesfactor.blogspot.ch/2016/03/how-to-check-likert-scale-summaries-for.html
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Abbildung 3.5: Vier Histogramme der gleichen feinkornigen Variablen.
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Abbildung 3.6: Eine Kerndichteschdtzung der gleichen Variablen.

sondern verschwindend gering. Wenn man bloss geniigend Dezimalstellen in Be-
tracht zieht (z.B. 10,00000001 oder 9,9999999999), ist jeder einzelne Wert ja ver-
schwindend unwahrscheinlich. Wir kénnen deswegen keine sinnvollen Wahrschein-
lichkeitsaussagen iiber spezifische Werte machen, sondern nur iiber Intervalle. Dies
machen wir in den néchsten Kapiteln.

Eine Kerndichteschidtzung konnen Sie mit dem Befehl geom_density () zeichnen. Siehe
hierzu die Beispiele unter http://ggplot2.tidyverse.org/reference/geom_density.
html.

3.6 Klassische (idealisierte) Verteilungen

Es lassen sich ein paar klassische Arten von Datenverteilungen unterscheiden. In ihrer
reinen Form trifft man diese Verteilungen zwar selten an, aber viele Datenverteilungen
konnen als Anndherungen dieser Idealisierungen betrachtet werden.

3.6.1 Gleichverteilung

Oder Uniformverteilung. In einer Gleichverteilung ist jeder mogliche Wert gleich wahr-
scheinlich. Ein typisches Beispiel ist das Wiirfeln eines fairen Wiirfels (‘diskrete Gleich-
verteilung’; diskret, da es eine beschriankte Anzahl moglicher Ergebnisse gibt). Die
Wahrscheinlichkeit, eine 6 zu wiirfeln, ist gleich gross wie jene, eine 1. usw. zu wiirfeln.


http://ggplot2.tidyverse.org/reference/geom_density.html
http://ggplot2.tidyverse.org/reference/geom_density.html
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Abbildung 3.7: Wahrscheinlichkeitsdichten von drei kontinuierlichen Gleichverteilungen.
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Abbildung 3.8: Die Form einer Normalverteilung ist von zwei Parametern abhangig: ihrem
Mittel (i) und ihrer Standardabweichung (o).

Wenn die moglichen Ergebnisse feinkorniger sind, spricht man von einer “kontinuierli-
chen Gleichverteilung’.

Aufgabe Abbildung [3.7] zeigt drei kontinuierliche Gleichverteilungen mit Bereichen
[-2.5, 2.5], [0, 1] und [0.5, 1]. Erklaren Sie, warum die Wahrscheinlichkeitsdichte hoher
als 1 sein kann. (Tipp: Berechnen Sie die Flichen unter den Kurven.)

3.6.2 Normalverteilung

Die Normalverteilung ist die typische ‘Glockenkurve’. Ihre Wahrscheinlichkeitsdichte
wird durch eine kompliziert aussehende Gleichung definiert, die fiir unsere Zwecke
nicht so wichtig ist. Wichtig ist nur, dass die Form der Glockenkurve von zwei Faktoren
bestimmt wird: dem Mittel der Datenverteilung (i) und ihrer Standardabweichung (o).
u bestimmt, um welchen Wert die Kurve zentriert ist; o wie ‘breit’ und ‘hoch’ die Kurve
ist. Siehe Abbildung

Gleichverteilungen und Normalverteilungen sind Beispiele von symmetrischen Ver-
teilungen: die linke Hailfte der Verteilung formt das Spiegelbild der rechten Halfte. Bei
Variablen, die symmetrisch verteilt sind, sind das Mittel und der Median einander (un-
gefdhr) gleich.

Normalitit iiberpriifen und Datentransformationen. Bei einer Normalverteilung
sind Modus, Mittel und Median gleich, d.h., es gibt eine eindeutige zentrale Ten-
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denz. Mit vielen statistischen Verfahren kann man Aussagen iiber das Mittel ei-
ner Population oder Stichprobe machen. Wenn Mittel, Median und Modus alle
(mehr oder weniger) gleich sind — wie bei Normalverteilungen —, kann man mit
diesen Verfahren die zentrale Tendenz also vollig erfassen. Wenn die Daten stark
von einer Normalverteilung abweichen, konnen die Aussagen, die solche Verfah-
ren tibers Mittel machen, zwar noch stimmen. Sie sind aber eben weniger relevant
fuirs Erfassen der zentralen Tendenz: Das Mittel ist ja bloss ein Versuch, die zentra-
le Tendenz zu erfassen. Manchmal sind Daten zwar nicht-normalverteilt, konnen
aber einfach zu anndhernd normalverteilten Daten transformiert werden. Solche
Datentransformationen werden in diesem Skript nur oberfldchlich behandelt; sie-
he aber Gelman & Hill (2007, S. 59-68) und Baayen & Milin (2010).

Wie wir in den nédchsten Kapiteln sehen werden, ist die Normalverteilung auch aus
anderen Griinden in der Statistik von zentraler Bedeutung: Eine Reihe mathema-
tischer Sitze, die die Analyse vereinfachen, gilt nur nachweisbar, wenn die Daten
aus einer Normalverteilung stammen.

3.6.3 Bimodale Verteilung

Eine bimodale Verteilung ist eine Verteilung mit zwei ‘Hockern’. Bei einer Befragung zu
einem gesellschaftlichen Thema etwa wiirde eine solche Verteilung darauf hindeuten,
dass die Bevolkerung stark zwischen Befiirwortern und Gegnern polarisiert ist und
dass relativ wenige Leute eine Zwischenposition vertreten.

Eine bimodale Verteilung kann auch darauf hindeuten, dass eigentlich zwei Populatio-
nen statt nur einer gemessen wurden. Zum Beispiel ist (in der akustischen Phonetik)
die Verteilung der Grundfrequenz in der ganzen Population bimodal verteilt: Manner-
stimmen haben eine tiefere Grundfrequenz als Frauenstimmen, aber innerhalb jeder
Gruppe sind die Werte ungefdhr normalverteilt.

Manchmal trifft man auch multimodale Verteilungen, also Verteilungen mit mehreren
Hockern, an.

Bi- und multimodale Verteilungen kénnen zwar symmetrisch sein, und folglich konnen
das Mittel und der Median einander recht dhnlich sein. Trotzdem zeigen diese Mittel-
werte nicht, welche Werte typisch fiir solche Verteilungen sind. Wenn eine bimodale
Verteilung in separate Populationen zerteilt werden kann (z.B. Manner und Frauen),
ist es sinnvoller, die Mittelwerte innerhalb jeder Population zu berechnen. Wenn dies
unmoglich ist, diirfte es besser sein, die Verteilung grafisch zu berichten (immer eine
gute Idee!) oder sie in Vollsdtzen zu beschreiben anstatt einen sinnlosen Mittelwert zu
berechnen.
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Abbildung 3.9: Eine bimodale und zwei schiefe Verteilungen.

3.6.4 Schiefe Verteilungen

Eine rechtsschiefe Verteilung (oder: Verteilung mit positiver Schiefe) ist eine nicht-
symmetrische Verteilung, die nach rechts neigt. Etwa Reaktionszeiten, Wortfrequenzen
und die Anzahl tip-of-the-tongue-Probleme pro Aufnahme sind oft rechtsschief ver-
teilt: Die meisten Reaktionszeiten sind niedrig, aber einige werden hoch sein; die al-
lermeisten Worter kommen selten vor, aber eine Handvoll Worter sehr hiufig; in den
meisten Aufnahmen wird es keine tip-of-the-tongue-Probleme geben, aber in ein paar
schon einige.

Eine linksschiefe Verteilung (oder: Verteilung mit negativer Schiefe) ist nicht-symmetrisch
und neigt nach links. Bei Testergebnissen konnte dies darauf hindeuten, dass der Test

zu einfach war (Deckeneffekt): Personen mit dem gleichen hohen Testergebnis un-
terscheiden sich vermutlich noch voneinander in ihrer Fahigkeit, aber dies zeigt sich
aufgrund des zu einfachen Tests nicht. Zu schwierige Tests fithren hingegen zu rechts-
schiefen Verteilungen (Bodeneffekt).

Bei schiefen Verteilungen konnen Mittel und Median weit auseinander liegen und es
ist durchaus moglich, dass keiner der beiden Werte den typischen Wert der Verteilung
wirklich erfasst.

Abbildung zeigt eine bimodale, eine rechtsschiefe und eine linksschiefe Verteilung.

3.7 Weitere Literatur

Huff] (1954) (How to lie with statistics) ist ein kurzes und sehr lesbares Biichlein. Es be-
handelt unter anderem die unterschiedlichen Mittelwerte und wie diese manipulativ
eingesetzt werden. Johnson! (2013) bietet eine Ubersicht iber weitere Moglichkeiten,
Daten grafisch und numerisch zu beschreiben.

In diesem Skript werden zwar mehrere niitzliche Arten von Grafiken vorgestellt, aber
eine ausfiihrlichere Behandlung finden Sie bei Healy| (2019, ebenfalls mit ggplot2).
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3.8 Ubungen

1. Einkommensniveaus nach Land, Region oder Gemeinde werden tiblicherweise in
Medianen statt in Mitteln ausgedriickt. Warum?

2. 80 willkiirlich ausgewdhlte Schweizer Staatsbiirger werden gebeten, auf einer
10er-Skala anzudeuten, inwieweit sie mit der Aussage Privater Waffenbesitz sollte
verboten werden einverstanden sind (1 = gar nicht einverstanden; 10 = vollig ein-
verstanden). Wiirde diese Befragung anndhernd normalverteilte Daten liefern?
Wenn nicht, welcher Datenverteilung wiirden sie am ehesten entsprechen?

3. M&Ms konnen sechs Farben haben: blau, braun, gelb, griin, orange und rot. Wie
schadtzen Sie die relativen Frequenzen dieser Farben ein? Gibt es z.B. Ihrer Erfah-
rung nach eine dhnlich grosse Anzahl blaue wie rote M&MSs? Entspricht diese
Verteilung einer der Verteilungen, die wir oben kennengelernt haben?

4. Die Datei stocker2017. csv enthélt einen Teil der Daten aus einer on-line-Studie
von |Stocker| (2017). 160 Versuchspersonen wurden gebeten, die Glaubwiirdig-
keit von Aussagen von SprecherInnen mit unterschiedlichen Akzenten (Englisch,
Franzosisch, Deutsch und Italienisch) mithilfe eines sliders auf einer Skala von 0
bis 100 zu bewerten. Diese Daten stehen in der score-Spalte.

(a) Lesen Sie diese Datei in R ein. Kontrollieren Sie, ob dies geklappt hat.

(b) Berechnen Sie das Mittel und den Median der score-Daten. Sind sich diese
Mittelwerte dhnlich?

(c) Stellen Sie die score-Daten in einem Histogramm mit 10 bins dar. Welcher
klassischen Verteilung entspricht diese am ehesten?

(d) Zeichnen Sie ein Histogramm mit 100 bins. Beschreiben Sie dieses Histogramm.
Sind das Mittel und der Median représentativ fiir diese Daten?

(e) Welcher Wert ist der dritthdufigste? Warum, denken Sie?

(f) Was ist bei den viert-, fiinft-, sechst- usw. -hdufigsten Werten auffallig?
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Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber
zufallige Beobachtungen

Dieses Kapitel dient als Auffrischung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Konkret be-
sprechen wir, wie wir Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber Zufallsvariablen machen kon-
nen, wenn wir schon wissen, aus welcher Verteilung diese Variable stammt. Was Zu-
fallsvariablen sind, wird aus den Beispielen klar. Die Fahigkeit, Wahrscheinlichkeits-
aussagen tiiber Zufallsvariablen zu machen, ist an sich schon praktisch, aber zudem
muss man die hinterliegende Logik kennen, wenn man Inferenzstatistik verstehen will.

4.1 Beispiel: kontinuierliche Gleichverteilung

Die Kreislinie eines Rads ist wie in Abbildung 4.1l mit Zahlen von 0 bis 360 vermerkt.
Jedes Mal, wenn der Pfeil gedreht wird, bleibt er an einer zufalligen Stelle auf der Kreis-
linie stehen. Dies entspricht einer kontinuierlichen Gleichverteilung mit einem Bereich
von 0 bis 360; sieche Abbildung Da die Verteilung von 0 bis 360 geht und die Fla-
che zwischen der Wahrscheinlichkeitsdichte und der x-Achse 1 betragen muss, ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte tiberall 31@ ~ 0.0028 (denn (360 — 0) x 31@ =1).

90
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210 330

240 300

270

Abbildung 4.1
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Abbildung 4.2: Wahrscheinlichkeitsdichte einer kontinuierlichen Gleichverteilung mit Be-
reich 0 bis 360.

4.1.1 Wahrscheinlichkeit = Fliche unter der Wahrscheinlichkeitsdichte

Wie wahrscheinlich ist es, dass wir den Pfeil drehen und er irgendwo zwischen 45 und
93 stehen bleibt? Zwischen den Werten 45 und 93 liegt etwa 13.3% der ganzen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung: 93 — 45 = 48 und % = 0.133. Die Wahrscheinlichkeit liegt
also bei 13.3%.

Diese Berechnungsmethode ldsst sich aber nur bei Gleichverteilungen anwenden — al-
so bei Verteilungen, bei denen jeder Wert genauso wahrscheinlich ist. Eine Methode,
die auch fiir andere Verteilungen gilt, besteht darin, die Fliche unter der Wahrschein-
lichkeitsdichte zwischen den beiden Werten — das ‘Integral” aus dem Gymnasium
— zu berechnen. Diese Fliche wurde in der obigen Grafik grau eingefarbt. Bei einer
Gleichverteilung ist dies ein Rechteck, dessen Flache wir einfach berechnen konnen:
Breite x Hohe = (93 —45) x 15 = 0.133.

4.1.2 Kumulative Verteilungsfunktion

Abbildung zeigt, wie wahrscheinlich es ist, einen Wert kleiner als x zu beobachten.
Diese Grafik nennt man eine kumulative Verteilungsfunktion; die kumulative Wahr-
scheinlichkeit variiert von 0 bis 1.

Mit punif () konnen wir die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass wir einen Wert zwi-
schen 45 und 93 beobachten. (p fiir probability, unif fir uniform distribution.) Zuerst be-
rechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass wir einen Wert kleiner als 93 beobachten. Die-
se Wahrscheinlichkeit entspricht dem Wert auf der y-Achse fiir die rote Linie in Abbil-
dung (Handgelenk mal Pi: etwa 25%). Mit punif() berechnen wir den genauen
Wert:

punif (93, min = 0, max = 360)
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Abbildung 4.3: Kumulative Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Gleichverteilung
mit Bereich 0 bis 360.

## [1] 0.25833

Ebenso konnen wir die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass wir einen Wert kleiner als
45 beobachten (blau):

punif (45, min = 0, max = 360)

## [1] 0.125

Der Unterschied ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir einen Wert zwischen 45 und 93

beobachten:
0.2583 - 0.125

## [1] 0.1333

punif (93, min = 0, max = 360) - punif(45, min = 0, max = 360)

## [1] 0.13333

4.2 Beispiel Normalverteilung

IQ-Werte sind normalverteilt mit — per Definition — Mittel 100 und Standardabwei-
chung 15. Abbildung[4.4|zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte und die kumulative Wahr-
scheinlichkeit dieser Normalverteilung.

Wenn wir zuféllig eine Person aus der Gesamtpopulation wéhlen, wie wahrscheinlich
ist es dann, dass ihr IQ niedriger als 115 ist? Diese Wahrscheinlichkeit entspricht der
Flache unter der Wahrscheinlichkeitsdichte zwischen —oo (minus unendlich) und 115;
diese Flache wurde in der linken Grafik rotlich eingefarbt. Mit der pnorm()-Funktion
konnen wir diesen Wert genau berechnen (roter Wert in der rechten Grafik; visuell ge-
schatzt: 85%):
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Abbildung 4.4: Wahrscheinlichkeitsdichte und kumulative Wahrscheinlichkeit einer Nor-
malverteilung mit Mittel 100 und Standardabweichung 15.

pnorm(115, mean = 100, sd = 15)

## [1] 0.84134

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person einen IQ von 115 oder
niedriger hat liegt also bei 84%.

Mit der Option lower.tail = FALSE konnen wir das Komplement dieses Werts be-
rechnen, d.h., die Wahrscheinlichkeit, einen Wert hoher als 115 anzutreffen:

pnorm(115, mean = 100, sd = 15, lower.tail = FALSE)

## [1] 0.15866

1 - pnorm(115, mean = 100, sd = 15)
## [1] 0.15866

Wir konnen die Frage auch andersherum stellen, z.B.: Fiir welchen IQ-Wert gilt, dass
38% der Population einen niedrigeren IQ haben? Hierzu verwenden wir die gnorm()-
Funktion (g fur quantile) (blauer x-Wert in der obigen Grafik):

gnorm(0.38, mean = 100, sd = 15)

## [1] 95.418

38% der Population hat also einen IQ niedriger als 95.4. Anders gesagt: Das 38. Perzen-
til der IQ-Verteilung (einer Normalverteilung mit Mittel 100 und einer Standardabwei-
chung von 15) ist 95.4.

Eine andere Frage konnte sein: Zwischen welchen zwei Werten, die symmetrisch um
das Mittel liegen, befinden sich 80% der IQ-Werte in der Population? Symmetrisch ums
Mittel liegen 80% der Daten zwischen dem 10. und 90. Perzentil, daher:
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gnorm(0.10, mean = 100, sd = 15)
## [1] 80.777
gnorm(0.90, mean = 100, sd = 15)

## [1] 119.22

Oder mithilfe der c ()-Funktion (combine):
gnorm(c(0.10, 0.90), mean = 100, sd = 15)

## [1] 80.777 119.223

4.3 Wahrscheinlichkeiten kombinieren

Die folgenden Ubungen dienen dazu, Sie mit dem Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
vertrauter zu machen. Fiir diese Ubungen brauchen Sie nicht mit R zu arbeiten.

1. M&Ms kommen in sechs Farben vor; in Tabelle[d.]|werden ihre relativen Frequen-
zen aufgelistet

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein zufallig ausgewdhltes M&M rot oder oran-
ge ist?
(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass zwei zuféllig ausgewahlte M&Ms beide rot

oder orange (also zwei rote, zwei orange oder ein rotes und ein oranges) sind?

(c) Wie wahrscheinlich ist es, dass von zwei zufillig ausgewidhlten M&Ms ein
rotes und ein oranges dabei sind?

(d) Wie wahrscheinlich ist es, dass wenn 5 M&Ms zufillig ausgewdhlt werden,
alle blau sind?

(e) Wie wahrscheinlich ist es, dass wenn 5 M&Ms zufillig ausgewéhlt werden,
kein einziges blau ist?
(Tipp: Wie wahrscheinlich ist es, dass Sie ein einziges M&M nehmen und es
nicht blau ist?)

Tabelle 4.1: Relative Frequenzen von M&Ms nach Farbe.

Farbe  relative Frequenz

blau 23%
orange 23%
gelb 15%
grin 15%
braun 12%

rot 12%
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2. (a) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine zufillig ausgewdhlte Person einen 1Q
niedriger als 90 hat? (Siehe vorige Seiten fiir die IQ-Verteilung.)

(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine zufdllig ausgewdhlte Person einen 1Q
grosser als 85 hat?

(c) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine zufillig ausgewé&hlte Person einen IQ zwi-
schen 110 und 120 hat?

(d) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine willkiirlich ausgewihlte Person einen 1Q
hat, der mehr als zwei Standardabweichungen vom Populationsmittel ent-
fernt liegt?

(e) Durchschnittliche Intelligenz ist definiert als der IQ der mittleren 45% der
Bevolkerung. Zwischen welchen zwei Werten liegt er?

(f) Die folgenden Ubungen sind etwas schwieriger und haben als Ziel, Sie iiber
kombinierte Wahrscheinlichkeiten nachdenken zu lassen. Wie wahrscheinlich
ist es, dass, wenn zwei Personen zufillig ausgewdhlt werden, keine der bei-
den einen IQ niedriger als 105 hat?

(Tipp: Wie wahrscheinlich ist es, dass eine einzige Person einen IQ hoher als
105 hat?)

(g) Wie wahrscheinlich ist es, dass, wenn drei Personen zuféllig ausgewahlt wer-
den, genau eine Person einen IQ niedriger als 90 hat?
(Tipp: Wie wahrscheinlich ist es, dass die erste Person einen IQ niedriger als
90 hat, die zweite und die dritte aber nicht? Was ist nun die Wahrscheinlich-
keit, dass die zweite Person einen IQ niedriger als 90 hat, die erste und die
dritte aber nicht? Und wie wahrscheinlich ist es, dass die dritte Person einen
IQ niedriger als 90 hat, die ersten zwei aber nicht?)

(h) Wie wahrscheinlich ist es, dass, wenn drei Personen zuféllig ausgewahlt wer-
den, mindestens eine Person einen IQ niedriger als 90 hat?
(Tipp: Wie wahrscheinlich ist es, dass keine einzige Person einen IQ niedriger
als 90 hat?)

3. Wie wahrscheinlicht ist es, bei einer normalverteilten Variable (egal welcher!) einen
zuféllig ausgewdéhlten Wert, der weniger als 1; 1,5; und 2 Standardabweichungen
vom Mittel entfernt ist, anzutreffen?

(Tipp: Zeichnen Sie ein paar Normalverteilungen mit anderen Mitteln und Stan-
dardabweichungen und beantworten Sie diese Frage fiir jede Verteilung separat.)

4. Ein Blatt Spielkarten zahlt 52 Karten: 13 Werte (2, 3, ..., Bube, Dame, Konig, Ass)
in vier Farben (Kreuz, Pik, Herz und Karo).

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine zuféllig ausgewihlte Karte ein Ass ist?

(b) Sie ziehen zufillig eine Karte aus dem Blatt und legen diese auf die Seite.
Dann ziehen Sie nochmals eine Karte aus dem gleichen Blatt. Wie wahrschein-
lich ist es, dass Sie zwei Asse gezogen haben?
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Zufallsstichproben

In Kapitel 3|sind wir davon ausgegangen, dass die Daten, die uns zur Verfiigung stan-
den, die ganze Population, fiir die wir uns interessierten, darstellten. Oft stellen die
Daten, die gesammelt wurden, aber nur einen kleinen Teil der Population von Interes-
se da, d.h., sie bilden eine Stichprobe. Das Ziel ist es dann, anhand dieser Stichprobe
Riickschliisse tiber die Population, aus der die Stichprobe stammt, zu ziehen. Von In-
teresse sind also nicht sosehr die zentrale Tendenz und Streuung in der Stichprobe,
sondern die zentrale Tendenz und Streuung in der Population.

Hier gehen wir davon aus, dass uns eine Zufallsstichprobe (random sample) aus der
Population von Interesse zur Verfligung steht. Bei einer Zufallsstichprobe hat jedes Ele-
ment aus der Population die gleiche Wahrscheinlichkeit, ausgewé&hlt zu werden. Das
heisst nicht, dass jeder Wert die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, ausgewéhlt zu werden:
Je nach Population kommen bestimmte Werte hdufiger vor als andere. Dieses Kapitel
widmet sich diesen beiden Fragen:

1. Wie konnen wir anhand einer Zufallsstichprobe am besten die zentrale Tendenz
(insbesondere das Mittel) und die Streuung (insbesondere die Varianz und Stan-
dardabweichung) der Population schitzen?

2. Wenn wir unterschiedliche Zufallsstichproben aus der gleichen Population zie-
hen, wie stark unterscheiden sich diese Stichproben dann?

5.1 Stichprobenfehler

Zufallsstichproben widerspiegeln nicht perfekt jeden Aspekt der Population, aus der
sie stammen. Um dies besser einzusehen, lohnt es sich, Zufallsstichproben aus Popu-
lationen zu ziehen, deren Eigenschaften wir kennen. So konnen wir sehen, wie stark
diese von der Population und voneinander abweichen. Dies konnen wir tun, indem
wir am Computer Stichproben simulieren.

55
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Aufgabe Mit dem R-Code unten konnen Sie einschitzen, wie Stichproben aus einer
normalverteilten Population aussehen. Zunéchst habe ich hier die Stichprobengrosse
auf 20 festgelegt, aber mit dieser Zahl sollten Sie selber herumspielen. Mit der Funk-
tion rnorm() werden Zufallsstichproben einer bestimmten Grosse und mit bestimm-
ten Parametern (Mittel, Standardabweichung) generiert (r fiir random). Die hist()-
Funktion zeichnet ein einfaches Histogramm, dhnlich wie in Abschnitt Fiihren Sie
diese Befehle aus und zwar nicht ein Mal, sondern mehrmals. Bemerken Sie dabei, wie
(un)dhnlich sich die Histogramme von Stichproben aus einer Normalverteilung sind.

groesse <- 20

X <- rnorm(n = groesse, mean = 3, sd = 7)

hist(x, col = "lightgrey")

Aufgabe Passen Sie den Code oben so an, dass er Stichproben aus einer Gleichver-
teilung mit Bereich [-5, 5] statt aus einer Normalverteilung generiert. Die Funktion, die
Sie dazu brauchen, ist runif (). Neben dem n-Parameter hat diese Funktion einen min-
und max-Parameter, mit denen der Bereich der Gleichverteilung eingestellt wird. Las-
sen Sie den angepassten Code dann mehrmals laufen. Sehen die einzelnen Histogram-
me aus wie Gleichverteilungen? Was ist, wenn Sie die Stichprobengrosse vergrossern?

Fazit Zufallsstichproben sind imperfekte Abbildungen der Population, aus der sie
stammen. Diese Gegebenheit bezeichnet man als Stichprobenfehler (sampling error).
Riickschliisse iiber die Population verstehen sich also als Schitzungen. Sowohl die
Schitzungen selbst als auch das Quantifizieren ihrer Genauigkeit sind das Ziel der In-
ferenzstatistik.

5.2 Die zentrale Tendenz und Streuung der Population anhand
einer Stichprobe schitzen

In Kapitel 3| wurden das Mittel und die Varianz als Masse der zentralen Tendenz und
der Varianz einer Population eingefiihrt. Hier erkunden wir, inwieweit diese Masse
niitzlich sind, um anhand einer Stichprobe die zentrale Tendenz und die Streuung einer
Population zu erfassen. Wenn wir unterschiedliche Stichproben aus der gleichen Popu-
lation ziehen und ihr Mittel und ihre Varianz dhnlich wie in Kapitel 3| berechnen, dann
werden die Ergebnisse aufgrund des Stichprobenfehlers natiirlich bei jeder Stichprobe
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anders sein. Es wére jedoch gut zu wissen, ob die Stichprobenmittel und -varianzen im
Durchschnitt dem Populationsmittel bzw. der Populationsvarianz entsprechen.

Um dieser Frage nachzugehen, simulieren wir wieder Zufallsstichproben. Der folgende
Code bewirkt Folgendes: Wir ziehen 10’000 Zufallsstichproben von je 5 Beobachtungen
(groesse) aus einer Gleichverteilung mit Bereich [-5, 5]. Von jeder Stichprobe berech-
nen wir das Mittel mit der mean()-Funktion und die Varianz. Die Varianz wird mit
der selbst geschriebenen Funktion pop_var() berechnet; siehe Seite Um die 107000
Stichproben zu generieren, wird hier ein for-loop verwendet (siehe Kommentare im Co-

de).

groesse <- 5

n_sim <- 10000

mittel <- vector(length = n_sim)
varianz <- vector(length = n_sim)

for (i in 1:n_sim) {

X <- runif(n = groesse, min = -5, max = 5)

mittel[i] <- mean(x)

varianz[i] <- pop_var(x)

}

5.2.1 Das Stichprobenmittel

Das Mittel einer gleichverteilten Population mit Bereich [a, b] liegt bei 25¢. (Solche In-
fos findet man auf Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_distribution_
(continuous)). In unserem Fall ist u = LZ_SJ = 0. Das Mittel der Stichprobenmittel

sollte also nahe bei 0 liegen:

mean(mittel)

## [1] -0.0085015


https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_distribution_(continuous)
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_distribution_(continuous)
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Aufgabe Dieses Ergebnis wird aufgrund des Stichprobenfehlers bei Ihnen etwas an-
ders aussehen. Vergleichen Sie daher Ihr Ergebnis mit den Ergebnissen Ihrer KollegIn-
nen (oder lassen Sie den Code mehrmals laufen). Wenn das Mittel einer Stichprobe im
Schnitt dem Mittel der Population entspricht, sollte bei etwa der Hélfte Threr KollegIn-
nen das Mittel der Stichprobenmittel grosser und bei der Hilfte kleiner als u = 0 sein.

Fazit Wenn wir das Mittel einer Zufallsstichprobe auf die gleiche Art und Weise be-
rechnen wie das Mittel einer Stichprobe, erhalten wir im Schnitt, iiber Tausende von Stich-
proben hinweg das Populationsmittel. (Man sagt auch, dass der ‘Erwartungswert’ des
Stichprobenmittels gleich dem Populationsmittel ist.) Das Stichprobenmittel (Kiirzel:
X) ist also eine sog. ‘unverzerrte’ (unbiased) Schitzung des Populationsmittels (1) und
wird gleich berechnet:

t=23 x (5.1)

i=1

5.2.2 Die Stichprobenvarianz

Der Wikipediaseite konnen wir entnehmen, dass die Varianz einer gleichverteilten Po-
2 2
pulation mit Bereich [a, b] 0% = % ist. In unserem Fall also 02 = W ~ 8.33.

Das Mittel der berechneten Varianzen sollte also nahe bei 8.33 liegen.

mean(varianz)

## [1] 6.6916

Aufgabe 1 Dieses Ergebnis wird aufgrund des Stichprobenfehlers bei Ihnen etwas
anders aussehen. Vergleichen Sie daher Ihr Ergebnis mit den Ergebnissen Ihrer Kolle-
glnnen (oder lassen Sie den Code mehrmals laufen). Wenn die Varianz einer Stichprobe
im Schnitt der Varianz der Population entspricht, sollte bei etwa der Halfte Ihrer Kolle-
gInnen das Mittel dieser Varianz grosser und bei der Hélfte kleiner als 0> = 8.33 sein.

Aufgabe 2 Andern Sie den Code oben, sodass jede Stichprobe aus bloss 2 Beobach-
tungen besteht. Lassen Sie den Code laufen und vergleichen Sie die durchschnittliche
Varianz der Stichproben mit jener aus Aufgabe 1. Machen Sie dies auch fiir grossere
Stichproben, z.B., mit 30 Beobachtungen.

Fazit Wenn wir die Varianz einer Stichprobe dhnlich berechnen wie die Varianz einer
Population, erhalten wir im Schnitt einen Wert, der niedriger als die Populationsvarianz
ist. Je kleiner die Stichprobe, desto mehr wird die Populationsvarianz unterschétzt.
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Intuitiv 14sst sich der Grund fiir diese Unterschitzung so verstehen: Wenn wir Stichpro-
ben von je nur einer Beobachtung aus einer Population ziehen, gibt es keine Streuung
innerhalb jeder Stichprobe—die Beobachtung kann ja nicht von sich selbst abweichen.
Bei der kleinst moglichen Stichprobe ist die Unterschdatzung der Varianz in der Popu-
lation also maximal. In grosseren Stichproben ist dieses Problem in stets geringerem
Ausmass vorhanden.

Es stellt sich heraus, dass die Unterschiatzung der Populationsvarianz vorhersagbar ist.
Wenn die Stichprobe 5 Beobachtungen zahlt, wird das Mittel der Varianzen der Stich-
proben 7 Mal so gross sein als die Populationsvarianz. Zahlt die Stichprobe 10 Beobach-
tungen, wird es 15 Mal so gross sein, und so weiter (*~1). Um dies zu kompensieren,
wird die Stichprobenvarianz (Kiirzel: s?) nicht wie die Populationsvarianz (02), sondern
folgendermassen berechnet:

2oL D (xi—%)? (5.2)

Im Unterschied zur Populationsvarianz wird in dieser Formel das Stichprobenmittel
verwendet (da das Populationsmittel in der Regel nicht bekannt ist) und wird die Sum-
me der Quadrate durch n — 1 statt durch n geteilt. Letzteres kompensiert fiir die Uber-
schiatzung. Die var ()-Funktion fiihrt diese Berechnung aus.

5.2.3 Die Stichprobenstandardabweichung

Aus dem gleichen Grund, weshalb die Stichprobenvarianz nicht wie die Populations-
varianz berechnet wird, wird die Stichprobenstandardabweichung (s) nicht wie die Po-
pulationsstandardabweichung (o) berechnet, sondern wie folgt:

1 _
s=Vs2= — ;(xi —x)? (5.3)

In R kann hierfiir die sd()-Funktion verwendet werdenEI Die Stichprobenvarianz- und
standardabweichung der Norwegischergebnisse konnen also einfach so berechnet wer-
den:

var (d$Norwegian)

## [1] 8.5375

'Ein kleines Detail: Wihrend die Stichprobenvarianz ein unverzerrtes Mass der Populationsvarianz
ist, unterschatzt die Stichprobenstandardabweichung die Populationsstandardabweichung noch immer
leicht. Diese Unterschiatzung zu korrigieren ist im besten Fall schwierig und meistens unmoglich. Sie ist
aber ziemlich gering, sodass man diese Formel verwendet und die Unterschédtzung in Kauf nimmt.
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sd (d$Norwegian)

## [1] 2.9219

Es kommt eigentlich quasi nie vor, dass man fiir einen Datensatz die Populationsvari-
anz und -standardabweichung berechnet. Spricht man in diesem Kontext von der Va-
rianz und Standardabweichung, meint man also die Stichprobenvarianz und die Stich-
probenstandardabweichung. Bei grossen Populationen oder Stichproben ergeben beide
Berechnungsmethoden ohnehin nahezu das Gleiche.

5.3 Die Verteilung von Stichprobenmitteln

Wie die Simulationen in Abschnitt zeigen, haben sind die Mittel von Zufallss-
tichproben im Schnitt dem Populationsmittel gleich. Die einzelnen Mittel werden sich
aber immer zumindest etwas von ihm unterscheiden. Aber wie stark weichen einzel-
ne Stichprobenmittel nun vom Populationsmittel ab? Um diese Frage zu beantworten,
simulieren wir wieder ein paar Szenarien.

5.3.1 Simulationen

Aufgabe 1: Stichproben aus einer Normalverteilung Fiir Aufgaben 1-3 werden wir
Zufallsstichproben aus den drei Populationen in Abbildung[5.1| generieren und schau-
en, wie die Mittel dieser Stichproben verteilt sind.

Fiir die erste Aufgabe ziehen wir Stichproben aus einer Normalverteilung mit u = 80
und o2 = 400 (also o = 20).

1. Kopieren Sie den Code auf Seite 57| und passen Sie ihn so an, dass er Stichproben
aus dieser Normalverteilung generiert. (Den R-Befehl dafiir finden Sie am Anfang
dieses Kapitels.)

2. Verwenden Sie diesen Code, um 1’000 Stichproben mit je 2 Beobachtungen aus
dieser Verteilung zu generieren und ihr Mittel zu berechnen.

3. Zeichnen Sie ein Histogramm der 1’000 Stichprobenmittel. Beschreiben Sie die
Verteilung der Stichprobenmittel. Achten Sie dabei auch auf die Werte auf der
x-Achse.

4. Berechnen Sie die Varianz der 1’000 Stichprobenmittel und notieren Sie das Er-
gebnis.

5. Wiederholen Sie Schritte 2—4 fiir Stichproben mit 5, 20 und 100 Beobachtungen.
Was stellen Sie fest?



Kapitel 5. Zufallsstichproben 61
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Abbildung 5.1: Drei Populationen, aus denen hier Stichproben generiert werden.

Aufgabe 2: Stichproben aus einer Gleichverteilung Fiir die zweite Aufgabe ziehen

wir Stichproben aus einer Gleichverteilung mit Bereich [-180, -100]. Diese Verteilung
hat p = —140 und ¢? ~ 533.

1.

Kopieren Sie den Code auf Seite 57|und passen Sie ihn so an, dass er Stichproben
aus dieser Gleichverteilung generiert.

Verwenden Sie diesen Code, um 1’000 Stichproben mit je 2 Beobachtungen aus
dieser Verteilung zu generieren und ihr Mittel zu berechnen.

Zeichnen Sie ein Histogramm der 1’000 Stichprobenmittel. Beschreiben Sie die
Verteilung der Stichprobenmittel. Achten Sie dabei auch auf die Werte auf der
x-Achse.

Berechnen Sie die Varianz der 1’000 Stichprobenmittel und notieren Sie das Er-
gebnis.

Wiederholen Sie Schritte 2—4 fiir Stichproben mit 5, 20 und 100 Beobachtungen.
Was stellen Sie fest?

Aufgabe 3: Stichproben aus einer schiefen Verteilung Fiir die dritte Aufgabe zie-

hen wir Stichproben aus einer rechtsschiefen Verteilung. Es handelt sich hier um eine

F-Verteilung mit den Freiheitsgraden (= Parametern) 4 und 12. Was eine F-Verteilung
ist, ist im Moment nicht wichtig; wichtig ist nur, dass es sich um eine rechtsschiefe
Verteilung handelt. Die F(4, 12)-Verteilung hat p = 1.2 und o2 = 1.26.

1.

Kopieren Sie den Code auf Seite 57| und passen Sie ihn so an, dass er Stichpro-
ben aus einer F(4, 12)-Verteilung generiert. Statt des runif(n = groesse, min =
-5, max = 5)-Befehls brauchen Sie rf(n = groesse, dfl = 4, df2 = 12).

. Verwenden Sie diesen Code, um 1’000 Stichproben mit je 2 Beobachtungen aus

dieser Verteilung zu generieren und ihr Mittel zu berechnen.

Zeichnen Sie ein Histogramm der 1’000 Stichprobenmittel. Beschreiben Sie die
Verteilung der Stichprobenmittel. Achten Sie dabei auch auf die Werte auf der
x-Achse.
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4. Berechnen Sie die Varianz der 1’000 Stichprobenmittel und notieren Sie das Er-
gebnis.

5. Wiederholen Sie Schritte 2—4 fiir Stichproben mit 5, 20 und 100 Beobachtungen.
Was stellen Sie fest?

5.3.2 Fazit: Der zentrale Grenzwertsatz

Die Simulationen oben sollen den zentralen Grenzwertzsatz (central limit theorem (CLT))
illustrieren. Dieser Satz besagt Folgendes:

Wenn Zufallsstichproben mit n Beobachtungen aus einer Population mit Mittel p und
Varianz 0 gezogen werdenE] sind die Stichprobenmittel ungefihr normalverteilt, wenn
n gross genug ist. Dies gilt auch dann, wenn die Population selber nicht normalverteilt ist.
Das Mittel der Verteilung der Stichprobenmittel (1.5) ist gleich dem Populationsmittel
(1). Die Varianz der Stichprobenmittel (02) wird kleiner, je grosser die Stichproben sind:

2
(0

Die Standardabweichung der Verteilung der Stichprobenmittel, der Standardfehler (stan-

dard error (S.E.)), ist daher:
0?2 o
=\ = m 55

Diese Einsichten — dass die Mittel geniigend grosser Stichproben anndhernd normal-
verteilt sind und dass die Varianz dieser Normalverteilung proportional zur Stichpro-
bengrosse abnimmt — sind von grosster Bedeutung fiir die Inferenzstatistik und fiir das
Planen von Datenerhebungen, wie wir spiter sehen werden. Es stellt sich somit die
Frage, was mit “wenn n gross genug ist” gemeint ist.

Die Antwort hidngt von der Population, aus der die Stichproben stammen, ab. Die Simu-
lationen sollen zeigen, dass bei Normalverteilungen die Stichprobenmittel bereits bei
den Kkleinsten Stichprobengrossen normalverteilt sind. Auch bei fast normalverteilten
Populationen und sogar bei gleichverteilten Populationen ist die Stichprobenmittelver-
teilung bereits bei ziemlich kleinen Stichproben anndhernd normalverteilt. Bei schie-
fen Populationen, dahingegen, kann die Stichprobenmittelverteilung durchaus noch
ein bisschen Schiefe aufweisen, auch wenn die Stichprobengrosse respektabel ist. (Pro-
bieren Sie mal Stichproben mit Grosse 50 aus der F(4, 12)-Verteilung zu ziehen.)

Imprézise an diesem Satz mag ausserdem erscheinen, dass er besagt, dass die Stichpro-
benmittel annihernd normalverteilt sein werden. Normalverteilungen reichen eigent-
lich von —oo bis co. Wenn man aber Stichproben aus, zum Beispiel, einer Gleichvertei-

2Es gibt ein paar Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die kein Mittel oder keine Varianz haben. Fiir diese
gilt der zentrale Grenzwertsatz nicht.
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lung mit Bereich [-5, 20] generiert, dann werden die Stichprobenmittel natiirlich immer
zwischen -5 und 20 liegen. In diesem Sinne konnte die Verteilung der Stichproben-
mittel aus dieser Population nie perfekt normalverteilt sein. Aber auch mit anndhernd
normalverteilten Stichprobenmitteln kommt man ein Stiick weiter.

Beispiel 1 Die Verteilung der Mittel von Stichproben mit Grosse 36 aus einer Nor-
malverteilung mit p = 1.2 und o = 4.1 hat ein Mittel von 1.2 und eine Standardab-

weichung von /%! ~ 0.34 (= Standardfehler). Mit Stichprobengrossen von 50 bzw. 100

wadre der Standardfehler % ~ 0.29 bzw. 4/ % ~ 0.20. (Wer Lust hat, kann dies mit

einer Simulation tiberpriifen.)

Beispiel 2 Wenn man mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel wiirfelt sind die Werte 1, 2, 3,
4,5 und 6 alle gleich wahrscheinlich. Anders als bei der kontinuierlichen Gleichvertei-
lung aus Abschnitt 4.1/ kann aber nicht jeder Wert im Bereich beobachtet werden: Man
kann ja keine 1.72 wiirfeln. Eine solche Verteilung nennt man eine diskrete Gleichver-
teilung.

Der zentrale Grenzwertsatz trifft auch auf diskrete Gleichverteilungen zu. In diesem
Fall hat die diskrete Gleichverteilung ein Mittel von 3.5 und eine Standardabweichung
von 1.71 (oder eine Varianz von 2.92). Wenn man also mit 10 Wiirfeln mehrmals wiirfelt
und jeweils das Mittel der Augen notiert, wird man feststellen, dass die Mittel ungefdahr

normalverteilt sind mit uxy = 1 = 35 und oy = 1'—\/% = 0.54. Wiirfelt man mit 25

Wiirfeln, dann betrdgt der Standardfehler 1—\/% =0.34.

54 Ubungen

1. Sie mochten wissen, wie viele Biicher im Schnitt in Schweizer Wohnzimmern vor-
handen sind. Nach dem Zufallsprinzip wéhlen Sie acht Haushalte aus. Im Wohn-
zimmer jedes Haushalts zdhlen Sie die Anzahl Biicher pro Haushalt. Dies sind
Ihre Ergebnisse:

18,10,7,142,48,27,257,14
Tragen Sie diese Daten so in R ein:

buecher <- ¢(18, 10, 7, 142, 48, 27, 257, 14)

Sie konnen die Daten auch in ein Spreadsheet eintragen und dieses Spreadsheet
in R einlesen.

(a) Stellen Sie diese Daten grafisch dar und beschreiben Sie ihre Verteilung.
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(b) Was ist Ihre beste Schitzung des Mittels der Anzahl Biicher pro Schweizer
Haushalt?

(c) Was ist Ihre beste Schitzung der Varianz und der Standardabweichung der
Anzahl Biicher pro Schweizer Haushalt?

(d) Erkldren Sie, warum wir es hier mit Schatzungen zu tun haben. Warum sind
wir uns nicht sicher, was das Mittel und die Streuung der Population betrifft?

2. Eine Gleichverteilung mit Bereich [-0.39, 20.39] hat 1 = 10 und o? = 36.

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass eine Zufallsstichprobe mit 4 Beobachtungen
ein Mittel von 5 oder weniger hat? Sie konnen davon ausgehen, dass der zen-
trale Grenzwertsatz zutrifft.

(b) Idem, aber fiir 10 Beobachtungen und fiir 50 Beobachtungen.

(c) Wie viel Prozent der Stichprobenmittel liegen mehr als 4 Einheiten von p ent-
fernt bein = 8?

(d) Zwischen welchen zwei Werten liegen, symmetrisch um u, 66.7% der Stich-
probenmittel bei n = 10 und bei n = 60? Wie gross ist diese Entfernung zu y,
wenn man sie in Standardfehlern ausdrtickt?

(e) Idem, aber fiir 90% und 95% der Stichprobenmittel.

5.5 Nicht-zufillige Stichproben

Wir haben uns in diesem Kapitel mit Zufallsstichproben (random samples) beschiftigt,
also mit Stichproben, bei denen jedes Element in der Population die gleiche Wahr-
scheinlichkeit hat, ausgewihlt zu werden, und bei denen die Auswahl eines Elements
die Auswahl eines anderen Elementes nicht beeinflusst. Zwei grosse Vorteile von Zu-
fallsstichproben sind, dass sie unverzerrte Schatzungen des Populationsmittels und der
Populationsvarianz liefern und dass der zentrale Grenzwertsatz auf sie zutrifft.

In der Praxis ist es jedoch schwierig, eine Zufallsstichprobe aus einer einigermassen in-
teressanten Population zu ziehen. Wenn wir etwa anhand einer Zufallsstichprobe die
Englischkenntnisse bei Erwachsenen kosovarischer Herkunft im Kanton Sankt-Gallen
charakterisieren mochten, brauchen wir zuerst eine vollstindige Liste aller Erwachse-
nen kosovarischer Herkunft in SG. Dann miissten wir zufillig eine Stichprobe von ih-
nen auswahlen und die Ausgewihlten alle von einer Teilnahme an der Studie tiberzeu-
gen: Sobald sich eine Person weigert, mitzumachen, haben wir keine Zufallsstichprobe
mehr. Das Beispiel macht auch klar, was die Konsequenz hiervon ist: Wahrend eine Zu-
fallsstichprobe eine unverzerrte Schitzung des Populationsmittels liefert, wire es bei
einigen Weigerungen moglich, dass einige der ausgewéhlten Personen nicht zur Teil-
nahme bereit sind, gerade weil sie ihre Englischkenntnisse als ungeniigend einschétzen
oder weil sie sprachwissenschaftliche Forschung fiir uninteressant halten. Die Ubrigen
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diirften also tendenziell eher gut im Englischen sein oder sich eher fiir Sprachen inter-
essieren; das Mittel dieser Stichprobe diirfte entsprechend das Populationsmittel eher
{iber- als unterschitzen

Statt Zufallsstichproben werden daher in den Sozialwissenschaften meistens nicht-zu-
tallige Stichproben verwendet. Die Konsequenz davon ist, dass man sich bei der Inter-
pretation der Ergebnisse mehr Gedanken machen muss, wenn man Riickschliisse tiber
eine Population ziehen mochte, als wenn die Stichprobe zufillig ausgewéhlt worden
wire.

¢ Eine Meinungsumfrage auf Twitter erreicht tendenziell Menschen dhnlicher Mei-
nung. Aber sogar die angesehensten Meinungsforschungsinstitute konnen keine
Zufallsstichproben organisieren: Bei Telefonumfragen in den USA nehmen nur
etwa 10%| der Ausgewdihlten teil.

¢ Wer ohne Entgelt einen langen Fragebogen zu seinem mehrsprachigen Verhal-
ten ausfiillt, findet Mehrsprachigkeit tendenziell wichtiger als jemand, der nach
der dritten Frage das Browserfenster schliesst oder den Fragebogen nicht einmal
erhalten hat (bei einer Erhebung nach dem Schneeballprinzip).

* Muster in einer gut ausgebildeten Stichprobe mit tiberdurchschnittlichem sozio-
okonomischem Status (z.B. Universitédtsstudierende) diirften nicht auf Populatio-
nen mit niedrigerem Bildungsniveau oder soziotkonomischen Status generali-
sieren. Dies ist natiirlich vor allem relevant, wenn Bildung und der sozio6kono-
mische Status wichtig fiir den Forschungsgegenstand sind. Wenn man bereit ist,
anzunehmen, dass diese Faktoren nur einen minimalen Effekt auf die Befunde
haben, kann man zuversichtlicher generalisieren. Ob eine solche Annahme be-
rechtigt ist, ist eine sachlogische — keine statistische — Frage.

5.6 Weitere Ressourcen

Die Website Khan Academy hat mehrere ausgezeichnete Videos, in denen statistische
Konzepte erldutern werden, so auch ein Video zum zentralen Grenzwertsatz.

Unter http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist//finden Sie eine Java-
Applikation, die den zentralen Grenzwertsatz fiir belieblig verteilte Populationen illus-
triert.

SEine etwas kompliziertere Art Stichprobe ist die geschichtete Zufallsstichprobe (stratified random sam-
ple). Hierzu teilt man die Population von Interesse (z.B. Studierende an der Universitédt Freiburg) in Grup-
pen auf (z.B. Studierende an der Philosophischen Fakultit, an der Theologischen Fakuldt, an der Natur-
wissenschaftlichen Fakultdt usw.). Dann zieht man zuféllige Stichproben innerhalb jeder Gruppe. Somit
hat man in der Stichprobe garantiert aus jeder Gruppe einige Beobachtungen (z.B. wiirde die Stichprobe
sowieso Studierende an der Theologischen Fakultdt beinhalten), aber ist es dennoch moglich, Aussagen
tiber das Mittel und die Streuung in der Gesamtpopulation zu machen. Letzteres tut man grundsatzlich,
indem man die Gruppenergebnisse nach der Gesamtgruppengrosse gewichtet. Geschichtete Zufallsstich-
proben werden wir in diesem Skript nicht behandeln.


http://www.pewresearch.org/2017/05/15/what-low-response-rates-mean-for-telephone-surveys/
https://www.khanacademy.org
https://www.khanacademy.org/math/ap-statistics/sampling-distribution-ap/sampling-distribution-mean/v/central-limit-theorem
http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/

Kapitel 6

Die Unsicherheit von Schiatzungen
einschitzen

Eine unumgingliche Gegebenheit beim Arbeiten mit Stichproben ist, dass wir Eigen-
schaften von Populationen (‘Populationsparameter’, z.B. Mittelwerte und Streuungs-
masse, aber auch andere Parameter, denen wir in den ndchsten Kapiteln begegen wer-
den) nur schiitzen konnen. Die Frage stellt sich, wie genau diese Schiatzungen denn sind.
Interessanterweise wissen wir dies in der Regel auch nicht genau, weshalb diese Unsi-
cherheit auch anhand der Stichprobe geschitzt werden muss.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, anhand eines Beispiels zu illustrieren, wie man mit einer
Stichprobe die Unsicherheit in einer Parameterschatzung einschédtzen kann. Dazu in-
troduziert dieses Kapitel den sog. Bootstrap, ein flexibles, mechanistisches Verfahren,
um Unsicherheit einzuschdtzen. Danach wird gezeigt, wie man anhand des zentralen
Grenzwertsatzes (Kapitel |5) das Gleiche machen kann.

6.1 Datensatz

DeKeyser et al|(2010) untersuchten, wie das Alter, in dem Migrantlnnen angefangen
haben, eine Zweitsprache zu lernen (age of acquisition, AOA), mit ihrer Leistung bei ei-
ner Grammatikaufgabe zusammenhangt (grammaticality judgement task, GJT). Die Teil-
nehmenden waren russische MigrantInnen in Israel und in Nordamerika. Die Gram-
matikaufgabe bestand aus 204 richtig/falsch-Items. In den nédchsten Kapiteln werden
wir uns mit dem Zusammenhang zwischen AOA und GJT befassen; hier verwenden
wir den Datensatz von |DeKeyser et al.| (2010), um zu zeigen, wie man die Unsicherheit
bei Stichprobenschidtzungen quantifizieren kann.

Der Datensatz dekeyser2010. csv enthilt die AOA- und GJT-Daten der russischen Mi-
grantInnen in Nordamerika. Lesen Sie diesen Datensatz in R ein.

66
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Abbildung 6.1: Histogramm der GJT-Daten aus der Nordamerika-Studie von [DeKeyser
et al. (2010)

library(tidyverse)
d <- read_csv("Data/dekeyser2010.csv")

Aufgabe 1 Zeichnen Sie die Grafik in Abbildung|6.T|selbst.

Aufgabe 2 Berechnen Sie das Mittel der GJT-Werte.

6.2 Stichprobenmittel variieren

Lasst uns davon ausgehen, dass die GJT-Daten in der ganzen Population so verteilt
wiren wie in Abbildung Dies ist nur eine Annahme fiir didaktische Zwecke. Als
Forschende haben wir keinen Zugriff zur ganzen Population, d.h., wir wissen eigent-
lich nicht, wie dieses Populationsverteilung aussieht. Stattdessen miissen wir uns mit
Stichproben begniigen. Aber nehmen wir voriibergehend an, dass die Daten in der Po-
pulation genau so verteilt wiaren wie in dieser Stichprobe.

Wie schon in Kapitel |5 besprochen, bilden die Mittel von Zufallsstichproben mit der
gleichen Grosse eine Stichprobenmittelverteilung, deren Mittel gleich dem Populati-
onsmittel ist (ux = p). Abbildung |6.2] zeigt exemplarisch fiinf Stichproben mit Gros-
se 20 aus dieser GJT-Population und die Verteilung der Mittel von 20’000 Stichproben
(n = 20) aus der Population. Die Standardabweichung der Stichprobenmittelvertei-
lung, der Standardfehler (siehe Kapitel [5)), betrdgt 6.06 Punkte. 2.5% der Stichproben-
mittel sind kleiner als 138.95; 2.5% sind grosser als 162.60. 95% aller Stichprobenmittel
liegen also in einem Intervall von 162.60 — 138.95 = 23.65 Punkten. Der Standardfehler
oder die Breite eines solchen Intervalls waren sinnvolle Masse fiir die Genauigkeit, mit
der man mit einer Stichprobe einen Populationsparameter schitzen kann.

Unser Problem ist aber, dass wir die Stichprobenmittelverteilung nur generieren kon-
nen, wenn wir Zugriff zur ganzen Population haben. Wenn wir nur iiber eine Stichpro-
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Verteilung in der Population
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Abbildung 6.2: Wenn eine grosse Anzahl Stichproben mit der gleichen Grosse aus der Po-
pulation gezogen werden und je ihr Mittel berechnet wird (senkrechte Linie), ergibt sich
die Stichprobenmittelverteilung. In diesem Fall ist diese normalverteilt, aber dies ist nicht
unbedingt der Fall. Exemplarisch werden fiinf der Stichproben gezeigt.

be verfiigen, miissen wir den Standardfehler bzw. die Breite solcher Intervalle anhand
der Stichprobe schétzen.

6.3 Das plug-in-Prinzip und der Bootstrap

Enter the plug-in principle. Abbildung [6.2| zeigt zwar, dass jede einzelne Stichprobe die
Population nur imperfekt widerspiegelt. Aber gleichzeitig ist diese Widerspieglung das
Beste, was wir in der Praxis haben[|Um den Standardfehler bzw. die Form der Stich-
probenmittelverteilung zu schitzen, konnen wir die Stichprobe als Stellvertreter der Popu-
lation betrachten]

6.3.1 Zwei Beispiele

Beispiel 1 Abbildung[6.3|zeigt das Vorgehen. Zur Verfiigung steht uns die erste (rote)
Stichprobe aus Abbildung Wir tun nun, als ob die GJT-Population genau so wie
diese Stichprobe verteilt wire, denn wir haben keine besseren Ankniipfungspunkte.
Um die Stichprobenmittelverteilung zu generieren, ziehen wir nun Zufallsstichproben

1Sogenannte bayessche Methoden erlauben es einem aber, auch Informationen, die man nicht aus den
Daten selber ableiten kann, in der Analyse zu berticksichtigen.
Dieser Teil wurde inspiriert von [Hesterberg| (2015).
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Abbildung 6.3: Die erste Stichprobe aus Abbildungdient hier als Stellvertreter der GJT-
Population. Exemplarisch werden drei Bootstrap-Stichproben mit Grosse 20 gezeigt. Wenn
man 20’000 solche Bootstrap-Stichproben generiert, bilden ihre Mittel die Verteilung in der
unteren Grafik. Diese hier schaut normalverteilt aus, aber dies ist nicht zwingend der Fall.

mit Grosse 20 aus dieser Stichprobeﬂ Diese Stichproben werden Bootstrap-Stichproben
(oder bootstrap replicates) genannt. Abbildung [6.3| zeigt exemplarisch drei solche Boot-
strap-Stichproben. Fiir jede Bootstrap-Stichprobe konnen wir das Mittel berechnen; die
Verteilung 20’000 dieser Mittel steht in der unteren Grafik.

Das Mittel der bootstrapten Mittel ist gleich dem Mittel der Stichprobe (145.95). Ihre
Standardabweichung betragt etwa 5.20. 2.5% der bootstrapten Mittel sind kleiner als
135.95; 2.5% sind grosser als 156.20; die Breite dieses Intervalls ist also 20.25 Punkte.

Beispiel 2 Abbildung |6.4| zeigt das Verfahren noch einmal, diesmal mit der zweiten
(blauen) Stichprobe aus Abbildung|6.2]als Ausgangspunkt. Das Mittel der bootstrapten
Mittel ist gleich dem Mittel der Stichprobe (146.85). Ihre Standardabweichung betragt
etwa 7.03. 2.5% der bootstrapten Mittel sind kleiner als 133.55; 2.5% sind grosser als
161.00; die Breite dieses Intervalls ist also 27.45 Punkte.

6.3.2 Die Essenz des Bootstraps

Der Bootstrap ist eine ziemlich neue Technik (Efron, 1979; Efron & Tibshirani, 1993),
um die Unsicherheit in Parameterschdatzungen zu quantifizieren. Die tatsdchliche Unsi-

3Ein Detail: Eine Beobachtung darf mehrmals in der gleichen Stichprobe vorkommen. Dies nennt man
sampling with replacement und man macht es, weil man davon ausgeht, dass die Population (praktisch
gesehen) unendlich gross ist.
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Abbildung 6.4: Die zweite Stichprobe aus Abbildung [6.2| dient hier als Stellvertreter der
GJT-Population. Exemplarisch werden drei Bootstrap-Stichproben mit Grosse 20 gezeigt.
Wenn man 20’000 solche Bootstrap-Stichproben generiert, bilden ihre Mittel die Verteilung

in der unteren Grafik. Diese hier schaut normalverteilt aus, aber dies ist nicht zwingend
der Fall.

cherheit in einer Parameterschdtzung konnen wir nur berechnen, wenn wir eine grosse
Anzahl Stichproben aus der gleichen Population ziehen und feststellen, wie die Schét-
zungen zwischen den Stichproben variieren:

¢ Population
— Stichproben
— Verteilung von Schidtzungen in Stichproben
— Variabilitdt in Schatzung berechnen

Mangels einer grossen Anzahl Stichproben aus der gleichen Population, verldsst man
sich auf das plug-in-Prinzip: Die Stichprobe tritt stellvertretend fiir die Population auf,
und geschaut wird, wie gut Stichproben einer bestimmten Grosse aus dieser Stichprobe
den untersuchten Parameter schitzen konnen.

¢ Stichprobe
— Bootstrap-Stichproben
— Verteilung von Schitzungen in Bootstrap-Stichproben
— Variabilitdt in Schatzung schiitzen

Der Bootstrap ergibt eine Schitzung der Unsicherheit in der Parameterschatzung. Das
wird klar, wenn man sich Abbildung 6.5 aut Seite 72| und Tabelle [6.1| anschaut. Abbil-
dung (6.5 zeigt die Verteilung der bootstrapten Mittel fiir die fiinf Stichproben; Tabelle
fasst ihre Standardabweichung, ihre 2.5. und 97.5. Perzentile, und den Unterschied
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zwischen diesen Perzentilen zusammen. Die Standardabweichungen und die Breite der
Intervalle zwischen dem 2.5. und dem 97.5. Perzentil sind in keinem der fiinf Beispiele
dem entsprechenden tatsdchlichen, aber unbekannten Wert, gleich.

Aber im Schnitt sind sie ihm recht dhnlich. Insbesondere wenn man iiber keine weiteren
Ankniipfungspunkte verfiigt (z.B. vorherigen Studien, sachlogische Uberlegungen), kann
der Bootstrap also niitzliche Informationen iiber die Unsicherheit einer Parameterschét-
zung liefern.

6.3.3 Vorteile des Bootstraps

¢ Didaktisch wertvoll (hoffe ich). Die mathematischen Anforderungen sind beim
Bootstrappen gering. Dies erlaubt uns, wichtige Konzepte unabhéngig von ihrer
tiblichen mathematischen Umsetzung zu besprechen.

¢ Flexibilitat. Hier haben wir uns mit der Unsicherheit eines Stichprobenmittels
befasst. Diese kann man auch mit einer relativ einfachen analytischen Metho-
de ausdriicken (siehe unten). Der Bootstrap kann man aber auch verwenden,
um die Unsicherheit vieler anderer Schdtzungen auszudriicken, zum Beispiel ei-
nes getrimmten oder winsorisierten Mittels, eines Medians, einer Standardabwei-
chung, eines bestimmten Perzentils, oder irgendwelcher anderen Masse. Ausser-
dem kann der Bootstrap auch bei komplexeren Modellen (z.B., wenn wir den Zu-
sammenhang zwischen verschiedenen Variablen untersuchen) verwendet wer-
den.

¢ Minimale Annahmen. Verglichen mit anderen Verfahren basiert der Bootstrap
auf nur wenigen Annahmen. Dieser Punkt wird spater in diesem Kapitel deut-
licher werden, aber hier sei bereits darauf hingewiesen, dass wir in den obigen
Beispielen nirgends davon ausgegangen sind, dass die Stichprobenmittelvertei-
lung normalverteilt ist. (In den Beispielen sind die Verteilungen der bootstrapten
Mittel zwar normalverteilt, aber hiervon sind wir nicht a priori ausgegangen.) Wir

Tabelle 6.1: Standardabweichung, Perzentile und der Unterschied zwischen den Perzen-
tilen fiir die eigentliche Stichprobenmittelverteilung und die fiinf Verteilungen der boot-
strapten Mittel. (Die Perzentile und der Unterschied zwischen ihnen wurden gerundet.)

Stichprobenmittelverteilung SD  2.5. Perzentil 97.5. Perzentil Unterschied

Tatsdchlich (= unbekannt) 6.1 139 163 24
Bootstrap Stichprobe 1 52 136 156 20
Bootstrap Stichprobe 2 7.0 134 161 27
Bootstrap Stichprobe 3 6.0 134 158 23
Bootstrap Stichprobe 4 6.9 145 172 27

Bootstrap Stichprobe 5 59 129 152 23
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Abbildung 6.5: Die Verteilung der bootstrapten Mittel auf der Basis von fiinf Stichproben.
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sind auch nicht davon ausgegangen, dass die Population, aus der die Stichproben
stammen, normalverteilt ist.

6.3.4 Nachteile des Bootstraps

¢ “Bootstrapping does not overcome the weakness of small samples as a basis
for inference.” (Hesterberg, 2015, S. 379) Einerseits ist die tatsichliche Unsicher-
heit einer Parameterschitzung bei einer kleinen Stichprobe natiirlich grosser als
bei einer grosseren (siehe auch den zentralen Grenzwertsatz). Aber andererseits
ist unsere Schiitzung dieser Unsicherheit bei kleineren Stichproben auch weniger
genau als bei grosseren. Dies ist aber nicht sosehr ein Nachteil des Bootstraps,
sondern von kleinen Stichproben im Allgemeinen: Andere Verfahren bieten hier
keine bessere Lbsungﬁ

¢ Die Implementierung des Bootstraps, die oben illustriert wurde, tendiert dazu,
die Unsicherheit einer Parameterschitzung eher zu unter- als zu iiberschitzen.
Dies ist umso mehr der Fall bei kleinen Stichproben. Der Grund dafiir ist, dass
eine Stichprobe die Streuung in der Population eher unter- als tiberschétzt; des-
wegen wird die Varianz einer Stichprobe ja leicht anders berechnet als jene einer
Population (siehe Abschnitt5.2.2 auf Seite 58). Beim Bootstrap tritt die Stichprobe
aber stellvertretend fiir die Population auf. Insofern die Stichprobe die Streuung
in der Population unterschétzt, unterschitzt der Bootstrap die Unsicherheit der
Parameterschiatzung. Es gibt ein paar Moglichkeiten, diese Verzerrung zu korri-
gieren (siehe |Efron & Tibshirani, 1993), aber pddagogisch sind diese hier nicht so
interessant.

¢ Da der Bootstrap so flexibel ist, ist es schwierig, eine allgemeine, benutzerfreund-
liche Funktion fiir ihn zu schreiben. Daher muss man den Bootstrap meistens
selber programmieren.

6.3.5 Ubungen

Die obigen Beispiele dienten nur einem padagogischen Zweck: Wenn wir eine Stich-
probe von 76 Versuchspersonen haben, ist es ja kaum sinnvoll, kleinere Stichprobe aus
ihr zu ziehen. Stattdessen werden hier zuerst die Befehle gezeigt, mit denen Sie die Un-
sicherheit von DeKeyser et al.’s ursprunglichem Stichprobenmittel schitzen konnen.
Dann folgen zwei Ubungen, die die Flexibilitit des Bootstrap illustrieren.

Ubung 1: Mittel Der erste Codeabschnitt definiert, wie viele bootstrap replicates ge-
neriert werden sollen, generiert diese dann anhand eines for-loops und berechnet jeweils
das Mittel. Zur Verwendung von for-loops, siehe Seite

4 Ausser sie machen striktere Annahmen oder sie berticksichtigen Informationen, die man nicht aus
den Daten selber ableiten kann.
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Hesterberg (2015) empfiehlt, 20'000 bootstrap
replicates zu generieren, sodass das Ergebnis nur
minimal vom Zufallsfaktor im Bootstrap selber
beeinflusst wird. Um eine grobe Idee zu erhalten,
wlurden 1'000 oder so auch reichen, aber im Prinzip
# sollte es nicht sehr lange dauern.

n_bootstraps <- 20000

bootstraps <- vector(length = n_bootstraps)

H OB K O H

for (i in 1:n_bootstraps) {
# Sampling with replacement aus der beobachteten Stichprobe.
# (Daher 'replace = TRUE'.)
bootstrap_sample <- d %>%
sample_frac(replace = TRUE)

# Das Mittel des bootstrap replicates berechnen und speichern.
bootstraps[i] <- mean(bootstrap_sample$GJT)
}

Ein schnelles Histogramm (ohne ggplot2) zeigt die Wirkung des zentralen Grenzwert-
satzes.

# Histogramm der Verteilung der bootstrapten Mittel zeichnen.
# (Hier nicht gezeigt.)
hist(bootstraps)

Als Schitzung des Standardfehlers dient die Standardabweichung der bootstrapten
Mittel.

# Standardfehler des Mittels schatzen.
sd(bootstraps)

## [1] 3.1194

Etwa 95% der bootstrapten Mittel liegen zwischen 145 und 157. Dieses Intervall nennt
man iibrigens ein Konfidenzintervall, aber dariiber spater mehr.
quantile(bootstraps, probs = c(0.025, 0.975))

## 2.5% 97.5%

## 144.72 156.88

Da die Verteilung der bootstrapten Mittel normalverteilt, konnen wir diese Perzentile
auch mithilfe der Eigenschaften von Normalverteilungen berechnen. Das 2.5. Perzentil
jeder Normalverteilung liegt etwa 1.96 Standardabweichungen unter dem Mittel:

gnorm(0.025)
## [1] -1.96
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Und das 97.5. Perzentil liegt genauso weit {iber dem Mittel:
gnorm(0.975)

## [1] 1.96

Diese Berechnungsmethode ergibt daher grundsitzlich die gleiche Losung:

mean (d$GJT) - 1.96 x sd(bootstraps)
## [1] 144.66
mean (d$GJT) + 1.96 x sd(bootstraps)

## [1] 156.89

Dies gilt natiirlich nur, wenn die Verteilung der bootstrapten Mittel normalverteilt ist;
die Perzentilmethode ist allgemeiner giiltig.

Verglichen mit den Angaben in Tabelle|6.1|sind der geschitzte Standardfehler und die
Breite des Intervalls kleiner. Kénnen Sie sich erklidren, wieso?

Ubung 2: Standardabweichung Der Bootstrap ist nicht nur niitzlich, um die Unsi-
cherheit in der Schitzung eines Mittels zu quantifizieren. Berechnen Sie die Standard-
abweichung der GJT-Daten und verwenden Sie den Bootstrap, um die Unsicherheit in
dieser Schidtzung zu quantifizieren.

Ubung 3: Median Wie Ubung 2, aber mit dem Median statt der Standardabweichung.
Was fallt Thnen auf?’]

6.4 Das plug-in-Prinzip und der zentrale Grenzwertsatz

Aus tiberwiegend historischen Griinden wird der Bootstrap eher selten verwendet, um
die Unsicherheit eines Stichprobenmittel zu quantifizieren. Stattdessen verldsst man

sich meistens auf den zentralen Grenzwertsatz (siehe Abschnitt[5.3 auf Seite 60).

Zur Erinnerung: Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass Stichprobenmittel (%) zu ei-
ner Normalverteilung neigen, wenn die Stichproben gross genug sind. Das Mittel der
Stichprobenmittelverteilung ist gleich dem Populationsmittel (uyx = p); ihre Standard-
abweichung (der Standardfehler) betrégt:

SE = 0y = N (6.1)

Wenn Ihnen nichts auffillt, sollten Sie die Anzahl bins im Histogramm vergrdssern:
hist(bootstraps, breaks = 100)
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Wenn wir (a) annehmen wollen, dass der zentrale Grenzwertsatz bereits bei unserer
Stichprobengrosse zutrifft, und (b) die Standardabweichung der Population, aus der
unsere Stichprobe stammt, kennen, konnen wir den Standardfehler also direkt berech-
nen.

Wenn die Standardabweichung der Population uns nicht bekannt ist, konnen wir wie-
der das plug-in-Prinzip anwenden: Die Stichprobenstandardabweichung s ist die beste
Schitzung der Populationsstandardabweichung o, die wir haben, weshalb wir diese
Schitzung stellvertretend in die Formel eintragen:

—~ s
E~SE =— 2
S S T (6.2)

Bei den GJT-Daten betrédgt die Stichprobenstandardabweichung etwa 27.23. Daher be-

tragt der geschatzte Standardfehler % = 3.13. Dies ist nahezu die gleiche Antwort,

die wir mit dem Bootstrap bekamen (3.12), was natiirlich beruhigend ist.
Anhand des zentralen Grenzwertsatzes konnen wir auch ein 95%-Konfidenzintervall
konstruieren:

mean (d$GJT) - 1.96 * sd(d$GJIT)/sqrt(76)
## [1] 144.63
mean (d$GJT) + 1.96 * sd(d$GJIT)/sqrt(76)

## [1] 156.92

Auch das Konfidenzintervall ist dem Konfidenzintervall, das mit dem Bootstrap kon-
struiert wurde, sehr dhnlich.

Bemerken Sie aber, dass wir diesmal davon ausgegangen sind, dass die Stichproben-
mittel aus der Population normalverteilt sind; diese Annahme haben wir beim Boot-
strap nicht gemacht. Bei sehr schiefen oder anderen asymmetrischen Verteilungen ist
es durchaus moglich, dass der zentrale Grenzwertsatz auch bei Stichproben von 76
Beobachtungen noch nicht zutrifft. Wenn dieser Verdacht besteht, wire der Bootstrap
also geeigneter. Ausserdem gilt der zentrale Grenzwertsatz nur fiir das Mittel, nicht
fiir andere Parameterschitzungen. Fiir ein paar Parameterschiatzungen gibt es andere
Formeln, aber der Bootstrap ist wesentlich flexibler.

6.5 Die t-Verteilungen

Die Stichprobenstandardabweichung (s) ist bloss eine Schitzung der Populationsstan-
dardabweichung (o). Insofern s o unterschitzt, wird die Unsicherheit in der Parame-
terschdtzung unterschétzt; tiberschitzt s o, dann wird die Unsicherheit in der Parame-
terschiatzung tiberschdtzt. Damit konnte man sich abfinden, wenn Unter- und Uber-
schitzungen gleich oft vorkdmen. Versteckt in Fussnote taucht aber ein
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Normal- und t-Verteilungen
schwarz = N(0, 1); rot = t(2); blau = t(5); gruin = t(25)
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Abbildung 6.6: Eine Standardnormalverteilung und ein paar t-Verteilungen.

Problem auf: s tendiert dazu, o zu unterschéitzen, insbesondere bei kleinen Stichpro-
ben. Entsprechend ist die Stichprobenmittelverteilung eher breiter als schmaler als eine
Normalverteilung mit ﬁ als Standardabweichung.

Meistens ist es unmoglich, s fiir diese Verzerrung zu korrigieren. Die Ausnahme ist,
wenn die Stichprobe aus einer normalverteilten Population stammt. Statt die Standardab-
weichung und den geschitzten Standardfehler direkt zu korrigieren, wird in diesem
Fall die geschitzte Stichprobenmittelverteilung angepasst, indem sie breiter gemacht
wird (mehr fiir kleinere Stichproben). Diese breiteren Normalverteilungen nennt man
t-Verteilungen; Abbildung zeigt ein paar Beispiele.

t-Verteilungen haben einen Parameter, den man ihre Freiheitsgrade nennt. Beim Schit-
zen eines Mittels ist die Anzahl Freiheitsgrade einfach die Anzahl Beobachtungen mi-
nus 1: Gibt es 76 Beobachtungen, gibt es 75 Freiheitsgrade. Abbildung 6.6| zeigt t-Ver-
teilungen mit 2, 5 und 25 Freiheitsgraden. Je mehr Freiheitsgrade, desto d@hnlicher ist
die Verteilung einer Standardnormalverteilung (d.h., eine Normalverteilung mit einer
Standardabweichung von 1). Dies entspricht der Tatsache, dass grossere Stichproben o
tendenziell weniger unterschitzen als kleinere Stichproben.

Um das 95%-Konfidenzintervall um ein Stichprobenmittel mithilfe der t-Verteilungen
zu finden, sucht man zuerst das 2.5. und das 97.5. Perzentil der t-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden (hier: 76 — 1 = 75). Dann multipliziert man den geschitzten Standard-
fehler mit diesen Perzentilen. Dies ist komplett analog zur Berechnung auf der Basis
des zentralen Grenzwertsatzes, nur wird mit einer t- statt einer Normalverteilung ge-
arbeitet.

qt(0.025, df = 75)
## [1] -1.9921
qt(0.975, df = 75)

## [1] 1.9921
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mean (d$GJT) - 1.99 x sd(d$GJT) / sqrt(76)
## [1] 144.54
mean (d$GJT) + 1.99 x sd(d$GIT) / sqrt(76)

## [1] 157.01

In diesem Beispiel ergeben alle Berechungsmethoden ein recht dhnliches Ergebnis. Ins-
besondere bei kleinen Stichproben oder bei Stichproben, die den Verdacht nahelegen,
dass die Population sehr schrig verteilt ist, ist dies aber nicht unbedingt der Fall.

Bemerken Sie, dass von den drei Methoden, die t-Methode die meisten Annahmen
macht: Sie geht nicht nur davon aus, dass man anhand der Stichprobe sinnvolle Aus-
sagen tiber die Unsicherheit machen kann und dass die Population irgendwelche Ver-
teilung hat, fiir die den zentralen Grenzwertsatz bei dieser Stichprobengrosse zutrifft,
sondern auch, dass die Population selber normalverteilt ist. Wenn all diese Annahmen
aber stimmen, ist diese Methode auch die genauste. Der Bootstrap dahingegen ist so-
zusagen das Schweizer Sackmesser unter den Schatzungsmethoden: Er kann in vielen
Situationen angewandt werden, aber je nach Situation gibt es spezialisierte Methoden,
die schon besser funktionieren.

6.6 Konfidenzintervalle

Im Laufe dieses Kapitels haben wir ein paar Konfidenzintervalle konstruiert, sodass es
nun die hochste Zeit ist, zu erkldren, was diese tiberhaupt sind. Eine leider schwierige
Definition ist die folgende:

Ein a%-Konfidenzintervall um ein Stichprobenmittel besteht aus zwei Wer-
ten, die um dieses Stichprobenmittel liegen und die nach einem bestimmten
Verfahren so gewidhlt wurden, dass das Intervall das wahre Populationsmit-
tel (1) in % der Félle enthalt.

Zum Beispiel werden 95%-Konfidenzintervalle nach einem Verfahren konstruiert, das
garantieren soll, dass wenn man eine grosse Anzahl Stichproben aus der Population
zieht und fiir jede Stichprobe das Intervall berechnet, 95% der Intervalle p enthalten.

Wie diese Definition zeigt, ist das Konzept schwieriger als was man auf den ersten Blick
denken wiirde — auch fiir erfahrene Forschende (Hoekstra et al., 2014). Oft interpretiert
man ein 95%-Konfidenzintervall als jene zwei Werte, zwischen denen der Populations-
parameter (hier: p) mit 95% Wahrscheinlichkeit liegt. Dies stimmt aber nicht (Morey
et al.,|2016). Nichtsdestoweniger schreibt Ehrenberg|(1982) zur Interpretation von Kon-
fidenzintervallen Folgendes:

[T]he rough-and-ready interpretation of confidence limits ...will be close
to the truth. The choice is between making a statement which is true but
so complex that it is almost unactionable, and making one which is much
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simpler but not quite correct. Fortunately, the effective content of the two
kinds of statement is generally similar. (S. 125)

Statt Konfidenzintervallen empfehlen Morey et al. (2016) den Gebrauch von ‘Kredibi-
litdtsintervallen’. Diese sind in der bayesschen Statistik angesiedelt und kommen mo-
mentan in unserer Forschungsliteratur kaum vor, weshalb ich sie hier nicht bespre-
che; siehe aber Abschnitt [18.4 auf Seite 277| fiir Literaturempfehlungen. |Albers et al.
(2018) bemerken, dass Konfidenz- und Kredibilitdtsintervalle einander tiblicherweise
sehr dhnlich sind;|Nalborczyk et al.|(2018) ziehen diese Schlussfolgerung aber in Frage.

Dieser Bemerkung zum Trotz sind meines Erachtens insbesondere die folgenden Punk-
te wichtig:

¢ Konfidenzintervalle heben hervor, dass Schatzungen inharent unsicher sind.

* Bei grossen Stichproben oder bei Stichproben aus Populationen, in denen es we-
nig Variation gibt, sind Konfidenzintervalle tendenziell schmaler.

® Rein durch Zufall kann eine Stichprobe die Streuung in der Population unter-
schitzen und daher kann das Konfidenzintervall die Unsicherheit in der Schat-
zung ebenso unterschétzen.

* Genauere Unsicherheitseinschidtzungen erhilt man mit grosseren Stichproben oder
indem man weitere niitzliche Annahmen iiber die Daten macht (wie in der bayess-
chen Statistik).

Unter http://rpsychologist.com/d3/CI/ finden Sie eine lehrreiche App zu Kon-
fidenzintervallen. Unter anderem zeigt die App, dass Konfidenzintervalle manchmal
schmal sein kdnnen, aber die Schiatzung trotzdem weit vom Populationswert entfernt
liegen kann.

6.7 Denkaufgaben

Es kommt hochst selten vor, dass man das Mittel, den Median oder die Standardab-
weichung (usw.) einer Population schidtzen muss. Stattdessen schédtzt man in der Regel
Unterschiede zwischen Gruppen oder Zusammenhédnge zwischen Variablen. Fiir sol-
che Fille werden die gleichen Prinzipien wie jene in diesem Kapitel zutreffen, aber es
scheint mir Beschéftigungstherapie zu sein, weitere praktische Aufgaben fiir dieses Ka-
pitel zu erledigen. Stattdessen folgen hier ein paar Denkaufgaben.

1. Welche Faktoren bestimmen die tatsdchliche Unsicherheit einer Parameterschit-
zung (z.B. eines Mittels)?

2. Wie konnte man als ForscherIn die Unsicherheit bei der Schatzung verringern?

3. Zwei Stichproben haben identische Stichprobenstandardabweichungen: s; = s».
Stichprobe 1 besteht aus 16 Datenpunkten; Stichprobe 2 aus nur vier. Aus welchen


http://rpsychologist.com/d3/CI/
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zwei Griinden wird das 95%-Konfidenzintervall bei Stichprobe 1 schmaler sein als
bei Stichprobe 2, wenn Sie diese Intervalle mit t-Verteilungen konstruieren?

4. Beim Arbeiten mit t-Verteilungen geht man davon aus, dass die Population, aus
der die Stichprobe stammt, normalverteilt ist. Warum?

5. Warum ist diese Normalititsannahme weniger wichtig bei grosseren Stichpro-
ben?
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Das allgemeine lineare Modell
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Kapitel 7

Ein anderer Blick aufs Mittel

In diesem und den folgenden Kapiteln behandeln wir das sog. allgemeine lineare Mo-
dell (general linear model) Das allgemeine lineare Modell ist eine Methode, um zu aus-
zudriicken, wie ein oder mehrere Pradiktoren mit dem outcome zusammenhéingen.
(Oft redet man statt von Pradiktoren und outcomes von unabhédngigen bzw. abhéngigen
Variablen, aber ich finde die Begriffe Pradiktor und outcome deutlicher.)

In diesem Kapitel werden einige Schliisselkonzepte des allgemeinen linearen Modells
erldutert, indem wir das Mittel einer Population auf eine andere Art und Weise schét-
zen als wir es bisher gemacht haben. In den darauf folgenden Kapiteln werden die
Modelle graduell komplexer, aber die Basisprinzipien aus diesem Kapitel werden noch
immer zutreffen.

7.1 Ein Modell fiir die GJT-Daten

Lasst uns kurz alles iiber Mittelwerte vergessen. Wir erhalten Daten (hier: die GJT-
Werte von DeKeyser et al|(2010), siehe letztes Kapitel) und miissen diese sinnvoll be-
schreiben. Sinnvoller als einfach alle Datenpunkte aufzulisten, wére, die Datenpunkte
in zwei Teile zu zerlegen: einen Teil, der die Gemeinsamkeiten zwischen allen Werten
ausdriickt, und einen Teil, der die individuelle Unterschiede zwischen diesen Gemein-
samkeiten und den Werten ausdriickt:

Wert einer Versuchsperson = Gemeinsamkeit + Abweichung (7.1

Um die Notation tibersichtlich zu halten, wird diese Gleichung meistens so geschrie-
ben:

Nicht zu verwechseln mit dem verallgemeinerten linearen Modell (generalized linear model). Dieses ist
eine Erweiterung des allgemeinen linearen Modells, mit der wir uns in diesem Kurs nicht befassen. Siehe

aber Kapitel
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Yi = Po+ &i (7.2)

y; ist die i. Beobachtung im Datensatz, 3 stellt die Gemeinsamkeit zwischen allen Wer-
ten in der Population dar, und ¢; driickt aus, wie stark die i. Beobachtung von die-
sem Populationswert abweicht. ¢; nennt man auch die Residuen oder den Restfehler.
(Nachher werden wir die Gemeinsamkeit zwischen den y-Werten mithilfe mehrerer 3s
ausdriicken, daher die (.)

In der Regel interessieren wir uns am starksten fiir 39. Da uns aber nicht die ganze Po-
pulation zur Verfiigung steht, miissen wir uns mit einer Schatzung von 39 begniigen.
In Gleichung ist Bo ein Parameter mit einem bestimmten, aber irl\der Regel unbe-
kannten Wert; fiir Schatzungen dieses Parameters wird die Notation 39 verwendet. Da
Bo bloss eine Schdtzung ist, wird der Restfehler ebenfalls bloss geschétzt.

Yi = B\O + & (7.3)
Wie kdonnen wir nun [/35 berechnen (bzw. 3y schitzen)? Im Prinzip geht die Gleichung
fir jeden o-Wert auf. Die ersten beiden GJT-Werte im Datensatz sind 151 und 182.

Wenn wir fiir 3¢ einen beliebligen Wert, z.B. 1823, wihlen, gilt & = —1672 und & =
—1641 und die Gleichung geht auf:

y; = 151 = 1823 — 1672

Yo = 182 = 1823 — 1641

Wenn wir fiir 39 den Wert 14 wahlen, gilt & = 137 und ¢; = 168 und die Gleichung
geht wiederum auf:

y1 = 151 = 14 + 137

Yo = 182 = 14 + 168

Wir brauchen also eine prinzipielle Methode, um (39 zu schétzen.

7.2 Die Methode der kleinsten Quadrate

Die Frage stellt sich, was die optimale Art und Weise ist, um Bo zu berechnen. Die wenig
tiberraschende Antwort lautet: Es hangt davon ab, was man unter ‘optimal” versteht.
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Methode der kleinsten absoluten Methode der kleinsten
Abweichungen Quadrate
senkrechte Linie = Median der GJT-Werte senkrechte Linie = Mittel der GJT-Werte
58500
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w w
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Abbildung 7.1: Links: Wenn der Parameter mit der Methode der kleinsten absoluten Ab-
weichungen geschétzt wird, ist die Losung gleich dem Median der Stichprobe. Rechts:
Wenn der Parameter mit der Methode der kleinsten Quadrate geschétzt wird, ist die Lo-
sung gleich dem Mittel der Stichprobe.

Eine sinnvolle Definition von ‘optimal’ ist, dass 39 so geschitzt werden soll, dass die
Summe der absoluten Restfehler (3_I ; |€;]) mdglichst klein ist. Wenn wir fiir B den
Wert 135 wihlen, betrdgt die Summe der absoluten Restfehler 1993:

sum(abs (d$GJT - 135))
## [1] 1993

(Bemerken Sie, dass yi = [/35 + &, also & =yi — f/35~)

Wenn wir stattdessen den Wert 148 wihlen, betragt die Summe der absoluten Restfehler
1799.

sum(abs (d$GJT - 148))

## [1] 1799

Wenn wir ‘optimal” so definieren, ist 148 also die bessere Schitzung von f3g. Diese
Ubung konnen wir fiir jede Menge Kandidatwerte durchprobieren und dann den op-
timalen Wert wahlen. Dies ist die Methode der kleinsten absoluten Abweichungen.
Wie Abbildung[7.1] (links) zeigt, sind o-Schitzungen zwischen 150 und 151 in diesem
Sinne optimal. Der Median der GJT-Werte ist nicht zuféllig 150.5: Wenn man 3¢ mit der
Methode der kleinsten absoluten Abweichungen schétzt, ist das Ergebnis der Median
der Stichprobe. Dass wir es hier mit einer Schitzung zu tun haben, wird klar, wenn man
sich tiberlegt, dass diese Methode ein anderes Ergebnis liefern konnte, wenn man eine
neue Stichprobe aus der gleichen Population zieht.

Eine andere sinnvolle Definition von ‘optimal” ist, dass g so geschétzt werden soll,
dass die Summe der quadrierten Restfehler (3" ; &) moglichst klein ist. Dies ist die
Methode der kleinsten Quadrate. Verglichen mit der Methode der kleinsten absoluten
Abweichungen werden grosse Residuen mehr bestraft. Anders gesagt: Grosse Abwei-
chungen (darunter auch Ausreisser) iiben einen stirkeren Einfluss auf das Ergebnis
aus. Wie Abbildung |7.1| (rechts) zeigt, ist die optimal o-Schitzung laut der Methode
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der kleinsten Quadrate 150.78—nicht zufillig das Mittel der Stichprobe!

Wiéhrend wir in Kapitel 3 die Summe der Quadrate als eine Funktion des Mittels be-
trachtet haben, kann man die Rollen auch umkehren: Das Mittel ist jene Wert, der die
Summe der Quadrate minimiert. Ebenso ist der Median jene Wert, der die Summe der
absoluten Abweichungen minimiertﬁ

Algebraisch ist die Methode der kleinsten Quadrate am einfachsten, und die Parame-
ter in allgemeinen linearen Modellen werden daher meistens mit dieser Methode ge-
schatzt (ordinary least squares, OLS). Aber dies ist keine Notwendigkeit. In bestimmten
Bereichen trifft man ab und zu andere Optimierungskriterien an; in den Sprachwissen-
schaften ist dies aber eher selten der Fall. Im Prinzip kann man sogar selber belieblige
Optimierungskriterien definieren, aber dies kommt noch weniger vor.

7.3 Lineare Modelle in R

Mit der Im()-Funktion konnen lineare Modelle aufgebaut werden. Ihre Parameter wer-
den anhand der Methode der kleinsten Quadrate geschitzt. Innerhalb der Funktion
braucht es eine Formel mit dem outcome vor und den Pradiktoren nach der Tilde. In
diesem Fall gibt es keinen Pradiktor, stattdessen wird 1 verwendet.

mod.lm <- Im(GJT ~ 1, data = d)

Die geschitzten 3s kann man abrufen, indem man den Namen des Modells (hier: mod . lm)
eintippt.

mod. lm

##

## Call:

## Im(formula = GIJT ~ 1, data = d)
##

## Coefficients:

## (Intercept)

## 150.8

Auch mit coef () erhélt man die 3-Schiatzungen (hier nur ).

coef(mod.lm)

## (Intercept)
#i#t 150.7763

Mit predict () erhdlt man einen Vektor mit n Werten (hier: n = 76), der die ‘vorherge-
sagten’ y-Werte enthilt. (Ich mag den Begriff ‘vorhergesagt” hier nicht.) Es handelt sich

2Der Modus ist iibrigens der Wert, der die Summe der bindren Abweichungen minimiert. Sind y; und
o einander gleich, betragt die bindre Abweichung 0, sonst 1.



Kapitel 7. Ein anderer Blick aufs Mittel 86

um die y-Werte abziiglich der §-Werte: §; = y; — &;. In unserem Fall sind dies lediglich
76 Wiederholungen von Boﬁ

predict(mod.lm)

## 1 2 3 4 5 6
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 7 8 9 10 11 12
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 13 14 15 16 17 18
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 19 20 21 22 23 24
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 25 26 27 28 29 30
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 31 32 33 34 35 36
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
#i#t 37 38 39 40 41 42
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 43 44 45 46 47 48
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 49 50 51 52 53 54
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 55 56 57 58 59 60
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 61 62 63 64 65 66
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
#it 67 68 69 70 71 72
## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763
## 73 74 75 76

## 150.7763 150.7763 150.7763 150.7763

Die Residuen kann man mit der resid()-Funktion abfragen.

residuen <- resid(mod.1lm)

7.4 Unsicherheit in einem allgemeinen linearen Modell quan-
tifizieren
7.4.1 Der Bootstrap

Genauso wie im letzten Kapitel konnen wir den Bootstrap verwenden, um die Unsi-
cherheit in der Schiatzung von 39 zu quantifizieren. Da in diesem Fall 39 = X, ergibt

3y = Bo + &, also & =y; — Bo, also Ui =yi — & = yi — (ys — Bo) = Po.
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dies natiirlich die gleiche Losung wie vorher. Aber es gibt mir die Gelegenheit, zu zei-
gen, wie man auch fiir komplexere lineare Modelle den Bootstrap verwenden kann.

Die Logik ist wiederum, dass wir die Stichprobe stellvertretend fiir die Population ein-
setzen. Aber anstatt Bootstrap-Stichproben aus der Stichprobe zu ziehen, ziehen wir
nur Bootstrap-Stichproben aus den Residuen (¢). Diese kombinieren wir dann mit Bo,
um die Bootstrap-Stichproben zu kombinieren. Wenn wir uns nur fiirs Mittel interessie-
ren, hat diese Methode iiberhaupt keinen Mehrwert, denn sie ist mathematisch der zu-
erst besprochenen Bootstrap-Methode gleich. Aber sie ist paddagogisch wertvoller (und
manchmal auch statistisch besser), wenn wir spadter mehrere 3s haben werden.

Konkret:
1. Man berechnet B\o und erhilt dazu auch noch é.

2. Man zieht eine Bootstrap-Stichprobe aus & (sampling with replacement). Diese kann
man als £¢* bezeichnen.

3. Man kombiniert By und 2*. Dies ergibt eine neue Reihe von y-Werten: y} = Bo+
A~ %

Ei .
%
4. Man schitzt nun auf der Basis von y* erneut den Parameter von Interesse (39 ).

5. Man fiihrt Schritte 2—4 ein paar tausend Mal aus und erhilt so die Verteilung der
bootstrapten 3o-Schatzungen.

Keine Panik! Mathematische Notation verunsichert manchmal, aber so wichtig ist
sie nicht. Sie ist vor allem niitzlich, um Schritte wie jene oben moglichst eindeutig
zu beschreiben. Die Schritte sind wichtig; wie man sie dann genau notiert nicht.

Jetzt in R-Code.

n_bootstrap <- 20000
bs_b0 <- vector(length = n_bootstrap)

for (i in 1l:n_bootstrap) {

bs_residual <- sample(resid(mod.lm), replace = TRUE)

bs_outcome <- predict(mod.lm) + bs_residual

bs_mod <- Um(bs_outcome ~ 1)

bs_bO[i] <- coef(bs_mod)[1]
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Wir konnen jetzt wieder die Verteilung der bootstrapten Parameterschdtzungen visua-
lisieren, und ihre Standardabweichung und 2.5. und 97.5. Perzentile berechnen. Die
Ergebnisse sind natiirlich identisch mit jenen aus Kapitel 6|

hist(bs_b0)

sd(bs_b0)
## [1] 3.124557
quantile(bs_b0, probs = c(0.025, 0.975))

## 2.5% 97.5%
## 144.6974 156.9605

7.4.2 Ein anderer Bootstrap

Beim Bootstrap, den wir soeben besprochen haben, sind wir davon ausgegangen, dass
die Residuen in der Stichprobe genau so verteilt sind wie die Residuen in der Populati-
on. Ein Nachteil dieser Annahme ist, dass wir dadurch die Feinkornigkeit der Residuen
in der Population wohl unterschétzen. Beispielsweise gibt es fiir das mod . Im-Modell ein
Residuum von —14.78 und ein Residuum von —12.78, aber keines von —13.78. Ein Resi-
duum von —14.78 entspricht einer Beobachtung von 150.78—14.78 = 136; ein Residuum
von —13.78 entspriche einer Beobachtung von 150.78 — 13.78 = 137. Unserer Annahme
zufolge gébe es in der Population also keine Versuchspersonen mit einem GJT-Ergebnis
von 137.

Dies ist natiirlich eine etwas komische Annahme; in der Regel hat sie aber kaum einen
Einfluss auf die Inferenzen. Aber eine Alternative wire, dass wir davon ausgingen, dass
die Residuen in der Population normalverteilt sind. Normalverteilungen sind unend-
lich feinkornig, sodass diese Annahme sozusagen den Gegenpol der ersten Annahme
darstellt. Das Mittel der Residuen betrédgt 0, sodass wir nur die Standardabweichung
der normalverteilten Restfehler in der Population finden miissen. Diese wird durch die
Standardabweichung der Restfehler in der Stichprobe geschitzt. Dafiir konnen wir hier
zwei Funktionen verwenden:

sd(resid(mod.lm))

## [1] 27.31769

sigma(mod.lm)

## [1] 27.31769

In diesem Beispiel (lineares Modell ohne Pradiktoren) sind diese Werte identisch, aber

sobald Pradiktoren im Spiel sind, liefert sigma() die bessere Schdtzung der Standard-
abweichung der Residuen. Sie wird so berechnet (p ist die Anzahl geschétzten (3s):
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(7.4)

In diesem Fall ist p = 1, sodass die Gleichung die Stichprobenstandardabweichung
ergibt. (Hier teilt man durch n —p aus dem gleichen Grund, weshalb man bei der Stan-
dardabweichung der Beobachtungen in der einer Stichprobe durch n — 1 teilt: Um eine
systematische Unterschdtzung zum grossten Teil entgegenzuwirken.)

Anstatt fiir jede Bootstrapstichprobe die Residuen durch sampling with replacement zu
generieren, werden sie hier zuféllig aus einer Normalverteilung mit o = 0 und o = o,
generiert:

n_bootstrap <- 20000
bs_b0 <- vector(length = n_bootstrap)

for (i in 1:n_bootstrap) {

bs_residual <- rnorm(n = 76, sd = sigma(mod.1lm))

bs_outcome <- predict(mod.lm) + bs_residual

bs_mod <- Um(bs_outcome ~ 1)

bs_bO[i] <- coef(bs_mod)[1]

hist(bs_b0)

sd(bs_b0o)
## [1] 3.131636

quantile(bs_b0®, probs = c(0.025, 0.975))

## 2.5% 97.5%
## 144.6208 156.9098

Diese Art von Bootstrap — bei der wir davon ausgehen, dass die Residuen eine be-
stimmte Verteilung haben, und wir die relevanten Parameter dieser Verteilung anhand
der Stichprobe schidtzen — nennt man einen parametrischen Bootstrap. Der Bootstrap
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aus dem letzten Abschnitt —bei der man Bootstrapstichproben der Modellresiduen mit
den Modellvorhersagen kombiniert und die relevanten Parameter anhand dieser neu-
en Werte schétzt — nennt man einen semiparametrischen Bootstrap. Der Bootstrap aus
dem letzten Kapitel — bei der man Bootstrapstichproben aus dem ursprunglichen Da-
tensatz generiert — nennt man einen nichtparametrischen Bootstrap. Siehe auch Some
illustrations of bootstrapping (20.12.2016).

7.4.3 Mit t-Verteilungen

Wenn man ohnehin davon ausgeht, dass die Residuen normalverteilt sind, konnen der
geschatzte Standardfehler und das Konfidenzintervall auch algebraisch abgeleitet wer-
den. Die Formeln, die man dazu braucht, werden hier nicht gezeigt, denn sie haben
kaum einen didaktischen Mehrwert.

In R kann man die summary ()-Funktion verwenden, um den geschitzten Standardfeh-
ler zu berechnen (Std. Error):

summary (mod. lm)

##

## Call:

## Im(formula = GIJT ~ 1, data = d)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -46.776 -23.026 -0.276 23.224 47.224

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
## (Intercept) 150.776 3.134 48.12 <2e-16
##

## Residual standard error: 27.32 on 75 degrees of freedom
o heisst hier (Intercept). Was t value und Pr(>|t|) bedeuten, werden wir erst in
einem spéteren Kapitel besprechen.

Das 95%-Konfidenzintervall kann anhand von confint () berechnet werden.
confint(mod.lm)

## 2.5% 97.5 %

## (Intercept) 144.534 157.0187

Nattirlich kann man auch gerne andere Intervalle berechnen, z.B. 80%-Konfidenzintervalle:

confint(mod.lm, level = 0.80)

## 10 % 90 %


http://janhove.github.io/teaching/2016/12/20/bootstrapping
http://janhove.github.io/teaching/2016/12/20/bootstrapping
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## (Intercept) 146.7248 154.8278

Denkfrage Warum wird bei der summary ()-Funktion der Median aber nicht das Mit-
tel der Residuen gezeigt?

7.5 Fazit

¢ Datenpunkte kann man als eine Kombination einer Gemeinsamkeit aller Daten-
punkte in der Population und einer spezifischen Abweichung verstehen.

¢ In der Regel ist die Gemeinsamkeit von Interesse; diese wird aber anhand der
Abweichungen und eines Optimierungskriteriums geschétzt.

¢ Das am meisten verwendetete Optimierungskriterium ist die Methode der kleins-
te Quadrate, die im “univariaten” Fall (= wenn man nur mit einer Variablen arbei-
tet) das Mittel ergibt, aber andere Methoden existieren.

¢ Die Unsicherheit in der Parameterschdtzung kann mithilfe des Bootstraps oder
anhand weiterer Annahmen geschitzt werden.
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Einen Pradiktor hinzufiigen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage, wie der Zusammenhang zwi-
schen einem einzigen kontinuierlichen Pradiktor und einem einzigen kontinuierlichen
Outcome erfasst werden kann. Fine kontinuierliche Variable ist eine eher feinkdrni-
ge Variable, deren Werte geordnet werden kénnen (z.B. von klein nach gross oder von
schlecht nach gut). Ausserdem kénnen Unterschiede auf der Skala sinnvoll miteinander
verglichen werden: Der Unterschied zwischen 15 und 20 °C ist gleich dem Unterschied
zwischen —10 und —5 °C, und beide Unterschiede sind halb so gross wie jener zwischen
50 und 60 °C. Diese Eigenschaften haben sowohl die GJT- als auch die AOA-Variable
im Datensatz von DeKeyser et al.|(2010).

In den letzten zwei Kapiteln haben wir uns mit der zentralen Tendenz der GJT-Daten
beschiftigt. Eigentlich interessierten sich DeKeyser et al.| (2010) aber nicht sosehr fiir
diese, sondern fiir den Zusammenhang zwischen GJT und AOA. Diesen Zusammen-
hang schauen wir uns hier an. Wie immer ist es eine gute Idee, die Daten zunachst
grafisch darzustellen. Wenn man sich fiir den Zusammenhang zwischen zwei konti-
nuierlichen Variablen interessiert, bietet sich das Streudiagramm (scatterplot) an; siehe
Abbildung Beim Zeichnen eines Streudiagramms muss man spezifizieren, welche
Variable entlang der x-Achse und welche entlang der y-Achse dargestellt wird. Wenn
es naheliegender ist, dass Variable A Variable B beeinflusst als umgekehrt, empfiehlt es
sich, Variable A entlang der x-Achse darzustellen und Variable B entlang der y-Achse.
Hier ist es unmoglich, dass die Grammatikalitatsurteile das Erwerbsalter beeinflussen,
aber sehr wohl, dass das Erwerbsalter die Grammatikalitdtsurteile beeinflussen.

ggplot(data = d,
aes(x = AOA,
y = GIT)) +

geom_point(shape = 1) +
xlab("Erwerbsalter (Jahre)") +
ylab("Ergebnis\nGrammatikalitatsurteile")

92
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Abbildung 8.1: Zusammenhang zwischen AOA und GJT in der Studie von|DeKeyser et al.
(2010).
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Abbildung 8.2: Beispiele von nicht-linearen Zusammenhédngen.

Das Streudiagramm zeigt, dass die Leistung beim GJT mit steigendem Erwerbsalter
allméhlich abnimmt. Diese Senkung scheint auch ungefdhr linear zu sein; zum Ver-
gleich zeigt Abbildung (8.2 vier deutliche Beispiele von nicht-linearen Zusammenhén-
gen. Ausserdem gibt es keine einzelnen Punkte, die sehr weit von der Punktwolke ent-
fernt liegen, und alle Daten sind plausibel: Es gibt keine 207-Jahrigen und in |[DeKeyser
et al.| (2010) kann man lesen, dass das GJT-Instrument aus 204 biniren Items bestand.
Das hochstmogliche Ergebnis von 204 wird hier nicht tiberschritten.

8.1 Zwei Fragen

Im Folgenden werden wir eine Antwort auf diese beiden Fragen geben:

1. Wie stark ist der Zusammenhang zwischen der GJT- und der AOA-Variable? An-
ders gesagt, wenn wir den Wert einer der beiden Variablen kennen, wie gut kon-
nen wir dann den Wert der anderen Variablen schitzen? (Korrelationsanalyse)

2. Wasist der Zusammenhang zwischen den beiden Variablen? Anders gesagt, wenn
wir den Wert einer Variablen kennen, wie konnen wir dann den Wert der anderen
Variablen schitzen? (Regressionsanalyse)
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Beide Fragen werden oft miteinander verwechselt, was manchmal zu Verwirrungen
tiihrt (siehe Vanhove, 2013). Zwei Beispiele, um den Unterschied klar zu machen:

¢ Wenn man die Temperatur in Grad Celsius kennt, kann man die Temperatur in
Grad Fahrenheit perfekt ‘schédtzen’: Die Korrelation ist also dusserst stark (Frage
1). Damit wissen wir aber noch nicht, wie wir die Temperatur in Grad Fahren-
heit berechnen kénnen, wenn wir die Temperatur in Grad Celsius kennen. Eine
Regressionsanalyse wiirde zeigen, dass wir dazu die folgende Formel anwenden
miissten:

Grad Fahrenheit = 32 + g x Grad Celsius (8.1)

¢ Wenn man die Korpergrosse eines Menschen kennt, kann man sein Gewicht we-
sentlich besser schitzen, als wenn man die Korpergrosse nicht kennt. Die Schit-
zung ist aber nicht perfekt: Die Korrelation ist positiv, aber nicht so hoch wie im
letzten Beispiel (Frage 1). Um zu wissen, wie man das Gewicht am besten anhand
der Grosse schitzt (z.B. Gewichtin kg = 0.6 x Grosse in cm — 40kg fiir Frauen
zwischen 145 und 185 cm), braucht es Regressionsanalyse.

Die zweite Frage ist m.E. in der Regel (nicht immer!) viel sinnvoller. In unserem Beispiel
wdre das Ziel also, eine Gleichung wie Gleichung zu finden, anhand derer man
Unterschiede im GJT-Ergebnis mit Unterschieden im AOA verkniipfen kann. Um diese
Gleichung zu finden, brauchen wir zuerst aber eine Antwort auf die erste Frage.

Nicht-lineare Zusammenhinge. Sowohl Korrelation- als auch Regressionsanaly-
se konnen sinnvoll sein, um lineare Zusammenhinge zu untersuchen. Ist der Zu-
sammenhang zwischen den Variablen nicht ungefihr gerade, dann kann man die
Berechnung zwar noch immer ausfiihren, dies ist aber kaum sinnvoll. Manchmal
kann man Daten sinnvoll transformieren, sodass der Zusammenhang linear wird
(Beispiele in etwa Baayen, 2008 und Gelman & Hill, 2007). Ist dies nicht moglich,
dann sind komplexere Verfahren geeignet (siehe etwa Clark, 2018).

Fragen und Werkzeuge. Korrelations-, Regressions- und sonstige Analysen, Mo-
delle und Tests sind lediglich Werkzeuge. Je nach Fragestellung sind diese Werk-
zeuge niitzlich oder nutzlos. Anstatt sich etwa vorzunehmen, eine Korrelations-
analyse oder einen t-Test durchzufiihren (vielleicht, weil dies in einer bestimmten
Forschungsliteratur gang und gébe ist), ist es sinnvoller, die Frage ohne ablenken-
den technischen Wortschatz (z.B. Korrelation, signifikant) zu formulieren und sich
dann zu tiberlegen, welches Werkzeug fiir deren Beantwortung am niitzlichsten
ist. Das Ziel einer Datenerhebung und einer Analyse ist es, eine Frage zu beant-
worten, nicht ein bestimmtes Werkzeug zu benutzen.
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8.2 Antwort auf Frage 1: Kovarianz und Korrelation

8.2.1 Kovarianz

Um numerisch zu beschreiben, wie stark zwei Variable miteinander zusammenhéngen,
brauchen wir ein Mass, dessen absoluter Wert gross ist, wenn kleine Unterschiede in
x mit kleinen Unterschieden in y zusammenhéngen und grosse Unterschiede in x mit
grossen Unterschieden in y, und dessen absoluter Wert klein ist, wenn grosse Unter-
schiede in der einen Variablen mit nur kleinen Unterschieden in der anderen Variablen
zusammenhdngen. Fin solches Mass ist die Kovarianz:

Covixy) = —= ) (x—x)(G—yi) (8.2)

Die Summe der Produkte (3_ (X —xi)(§ —yi)) wird durch n — 1 statt durch n geteilt aus
dem gleichen Grund, weshalb dies bei der Varianzberechnung gemacht wird. Eine in-
tuitivere Erkldrung ist, dass man ja nicht tiber den Zusammenhang von zwei Variablen
sprechen kann, wenn man nur eine Beobachtung pro Variable hat. (Das Streudiagramm
wiirde dann nur einen Punkt zeigen.) Wenn n = 1ist n —1 = 0 und dann ergibt die
Gleichung keine Antwort, denn durch 0 kann nicht geteilt werden.

In R:

sum( (mean(d$A0A) - d$A0A) * (mean(d$GIT) - d$GIT)) / (nrow(d) - 1)

## [1] -394.9311

cov (d$A0A, d$GJIT)

## [1] -394.9311

Ist die Kovarianz positiv, dann besteht ein positiver Zusammenhang zwischen den bei-
den Variablen (je grosser x, desto grosser y); ist die Kovarianz negativ, dann gibt es
einen negativen Zusammenhang (je grosser x, desto kleiner y). Abgesehen von diesen
zwei Richtschnuren ist das Kovarianzmass schwierig zu interpretieren, weshalb Sie es
in der Literatur nur selten antreffen werden. Aber Kovarianz ist ein wichtiges Konzept
in der Mathe hinter komplexeren Verfahren, weshalb es sich trotzdem lohnt, zumindest
zu wissen, dass es besteht.

Noch gut zu wissen: Cov(x,y) = Cov(y, x):
cov (d$GIT, d$AOA)

## [1] -394.9311

Die Kovarianz einer Variablen mit sich selbst ist gleich ihrer Varianz:
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cov(d$GIT, d$GIT)
## [1] 746.256
var (d$GJT)

## [1] 746.256

8.2.2 Korrelation

Da das Kovarianzmass nicht einfach zu interpretieren ist, wird meistens Pearsons Produkt-
Moment-Korrelationskoeffizient (r) (oder einfach Pearsons Korrelation) verwendet.
Diese Zahl driickt aus, wie gut der Zusammenhang durch eine gerade Linie beschrie-
ben werden kann. Es wird dhnlich zum Kovarianzmass berechnet, aber die Variablen
werden in Standardabweichungen zum Stichprobemittel ausgedriickt. Dies ergibt dann
immer eine Zahl zwischen —1 und 1.

n _ —
1 Zx—xly —yi _ Cov(x,y) (83)

n—1~:+ -
i=1

Txy =
Y Sx Sy SxSy

cov(d$AOA, d$GIT) / (sd(d$AOA) * sd(d$GIT))
## [1] -0.8028533

cor (d$A0A, d$GJIT)
## [1] -0.8028533

Wenn ein paar Datenpunkte fehlen, ergibt diese Funktion das Ergebnis ‘NA’ (not availa-
ble). Eine Moglichkeit ist dann, die fehlenden Daten zu ignorieren:

cor(d$AOA, d$GIT, use = "pairwise.complete.obs")
## [1] -0.8028533

Ist 1 = 1, dann liegen alle Datenpunkte perfekt auf einer geraden, steigenden Linie.
Dies deutet fast ausnahmslos auf eine Tautologie hin. Zum Beispiel sind Korpergros-
sen in Zentimetern und in Zoll perfekt korreliert, aber dieser Zusammenhang ist nicht
spektakuldr sondern hochst langweilig. Ist 1 = —1, dann liegen alle Datenpunkte auf
einer geraden, senkenden Linie. Dies deutet wohl darauf hin, dass die beiden Variablen
perfekt komplementar sind. Zum Beispiel wird die Anzahl richtiger Antworten oft mit
T = —1 mit der Anzahl falscher Antworten korrelieren; auch dies ist wenig spektakular.
Ist r = 0, dann ist die Linie perfekt senkrecht, d.h. es gibt tiberhaupt keinen linearen
Zusammenhang zwischen den beiden Variablen.

Je grosser der absolute Wert von 1, desto nidher befinden sich die Datenpunkte bei der
geraden Linie. Anders ausgedriickt: Je grosser der absolute r-Wert, desto priziser kann
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Abbildung 8.3: Korrelationskoeffizienten erzdhlen einem wenig iiber die Form eines Zu-

sammenhangs.

man y bestimmen, wenn man x schon kennt (und umgekehrt) als wenn man x nicht

gekannt hatte.

Die Korrelation zwischen x und y ist gleich der Korrelation zwischen y und x. Es macht
also nichts aus, ob man cor(dat$A0A, dat$GIT) oder cor(dat$GIT, dat$AOA) ein-

tippt.

Abbildung 8.3 zeigt vier Zusammenhinge, um die Bedeutung von Pearsons 1 zu illus-

trieren.

® Oben links: Es gibt wenig Streuung entlang der y-Achse. Die Streuung, die es gibt,
wird grosstenteils von einer Geraden erfasst. r ist daher sehr hoch.

Oben rechts: Es gibt nun mehr Streuung entlang der y-Achse; diese wird aber we-
niger gut von einer Geraden erfasst, daher der niedrigere Korrelationskoeffizient.
Die Form der Geraden ist zwar gleich wie in der linken Grafik, der Korrelations-
koeffizient jedoch nicht.

Unten links: Es gibt zwar sehr viel Streuung entlang der y-Achse, aber diese wird
grosstenteils von einer Geraden erfasst. r ist daher wiederum sehr hoch. Der Kor-
relationskoeffizient ist zwar gleich wie in der obigen Grafik, die Form der Gera-
den jedoch nicht.

Unten rechts: Die gleiche Gerade erfasst die Streuung entlang der y-Achse weniger
gut, daher ist die Form der Geraden zwar gleich, der Korrelationskoeffizient aber
niedriger.
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Abbildung 8.4: Ein Korrelationskoeffizient nahe 0 muss nicht heissen, dass es keinen Zu-
sammenhang zwischen den Variablen gibt, und ein Korrelationskoeffizient nahe 1 muss
nicht heissen, dass das Muster in den Daten am besten durch einen starken positiven Zu-
sammenhang beschrieben wird.

Welche Frage beantwortet r (und welche nicht)?

Pearsons 1 driickt aus, wie nahe die Datenpunkte auf einer geraden Linie fallen; es gibt
keine direkte Antwort auf die Frage, wie denn diese Linie ausschaut (ausser: steigend
oder senkend); siehe die vier obigen Beispiele.

Ausserdem ist es moglich, dass es einen sehr starken (nicht-linearen) Zusammenhang
zwischen zwei Variablen gibt, dieser aber in Pearsons r nicht zum Ausdruck kommt
(Abbildung links). Umgekehrt kann r den Eindruck geben, dass es sich um einen
ziemlich starken linearen Zusammenhang handelt, wahrend ein solcher Zusammen-
hang fiir die meisten Datenpunkte kaum vorliegt (mittel), oder wahrend der Zusam-
menhang sogar eigentlich in die umgekehrte Richtung geht (rechts: Es gibt zwei Grup-
pen, in denen der Zusammenhang negativ ist; der Koeffizient ist jedoch positiv, wenn
die beiden Gruppen gleichzeitig betrachtet werden).

Mit der plot_r()-Funktion im cannonball-Paket (https://github.com/janhove/
cannonball) konnen Sie selber Streudiagramme zeichnen, die alle anders aussehen,
aber den gleichen Korrelationskoeffizienten haben. Der Blogeintrag What data patterns
can lie behind a correlation coefficient? (21.11.2016) beschreibt diese Funktion. Abbildung
zeigt 16 Zusammenhinge mit je 50 Beobachtungen, die alle eine Korrelation von
r = —0.72 aufzeigen:

devtools::install_github("janhove/cannonball")

library(cannonball)
plot_r(n =50, r = -0.72)

Spielen Sie mit der plot_r()-Funktion herum, um besser zu verstehen, was ein Kor-
relationskoeffizient eben alles nicht bedeutet und was der Einfluss von nicht-linearen
Zusammenhdngen und Ausreissern sein kann:

0.9)
0.0)

plot_r(n
plot_r(n

15, r
80, r


https://github.com/janhove/cannonball
https://github.com/janhove/cannonball
http://janhove.github.io/teaching/2016/11/21/what-correlations-look-like
http://janhove.github.io/teaching/2016/11/21/what-correlations-look-like
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hen jedoch zum Teil ganz unterschiedlich aus.

Abbildung 8.5: Alle sechzehn Zusammenhinge zeigen eine Korrelation von -0.72 auf, se-
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plot_r(n = 30, r = 0.4)

?plot_r

Ein Korrelationskoeffizient kann einer Vielzahl von Zusammenhingen entspre-
chen. Schauen Sie sich, bevor Sie Korrelationskoeffizienten berechnen, immer die
Daten grafisch (Streudiagramm) an. Nehmen Sie diese Streudiagramme in Ihre Pa-
pers, Arbeiten und Vortrage auf.

Andere Korrelationsmasse

Ab und zu trifft man Spearmans p-Koeffizienten (oder manchmal: ) an. Hierfiir driickt
man die Daten in Ringen aus, d.h. man ordnet die Daten von klein nach gross und
schaut, auf welchem Platz die einzelnen Datenpunkte stehen. Dann berechnet man ein-
fach die Pearsonkorrelation fiir die Range statt fiir die Rohwerte:

cor(rank(d$AOA), rank(d$GJT))
## [1] -0.7887659

cor(d$AOA, d$GIT, method = "spearman")

## [1] -0.7887659

Spearmans p kann niitzlich sein, wenn der Zusammenhang zwischen zwei Variablen
monoton aber nicht-linear ist (Monoton heisst: Tendenziell steigend oder tendenziell
senkend; nicht etwa zuerst steigend und dann senkend.) oder wenn ein Ausreisser das
Globalbild zerstort, aber man ihn aus irgendwelchem Grund nicht aus dem Datensatz
entfernen kann. Wenn Spearmans p = 1, dann ist der Zusammenhang perfekt monoton
steigend (hohere Werte in x entsprechen immer hoheren Werten in y), wenn Spearmans
p = —1, dann ist der Zusammenhang perfekt monoton senkend, und wenn p = 0, dann
gibt es keinen monotonen Zusammenhang in den Daten. Bemerken Sie, dass man mit
p eine andere Frage beantwortet als mit r: Wie stark ist der monotone Zusammenhang? vs.
Wie stark ist der lineare Zusammenhang?

Ein anderes Mass ist Kendalls T (method = "kendall"). Dieses wird aber nur hochst
selten verwendet. Die Berechnung ist konzeptuell relativ einfach (siehe Noether, 1981),
aber schaut in R-Code schwierig aus, weshalb ich sie hier nur in Worten zusammenfas-
se:

1. Vergleiche jeden x-Wert mit jedem anderen x-Wert und notiere, ob Ersterer gros-
ser oder kleiner als Letzterer ist. Wenn die x-Werte zum Beispiel 5, 3, 8 und 7 sind,
erhélt man folgende Vergleiche:

® 5vs. 3: grosser
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5 vs. 8: kleiner

5vs. 7: kleiner

3 vs. 8: kleiner
e 3vs. 7: kleiner
® 8vs.7: grosser

2. Vergleiche jeden y-Wert mit jedem anderen y-Wert. Fiir die y-Werte 8, -2, -4, -3
erhalt man: grosser, grosser, grosser, grosser, grosser, kleiner

3. Zdhle, wie viele Vergleiche in die gleiche Richtung gehen:

¢ 1. Vergleich: grosser-grosser: gleich

2. Vergleich: kleiner—grosser: anders

3. Vergleich: kleiner—grosser: anders

4. Vergleich: kleiner—grosser: anders

5. Vergleich: kleiner-grosser: anders

6. Vergleich: grosser—kleiner: anders

Also 1 Vergleich, der in die gleiche Richtung geht (‘konkordant’), und 5, die in die
andere Richtung gehen (‘diskordant’).

4. Schatze jetzt Kendalls T wie folgt:

4 Anzahl konkordant — Anzahl diskordant (8.4)
B Anzahl Vergleiche '

Das Hiitchen zeigt, dass wir es mit einer Schdtzung auf der Basis einer Stichprobe

zu tun haben. Also: i_s
£ = % = —0.67 (8.5)

X <- c(5' 31 81 7)
y <- c(81 _21 _41 _3)
cor(x, y, method = "kendall")

## [1] -0.6666667

cor(d$A0A, d$GJT, method = "kendall")
## [1] -0.6035606

Kendalls t schdtzt den Unterschied zwischen der Proportion konkordanter Verglei-
che und der Proportion diskordanter Vergleiche. Diese Interpretation finde ich selber
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schwierig, aber es gibt eine einfachere Interpretation: Nehme zwei belieblige (X, y)-
Paare (also (x1,y1) und (x2,Y2)). Wenn x, grosser ist als x;, dann ist es %fi Mal wahr-
scheinlicher, dass auch y, grosser als y; ist als das er kleiner ist. Fiir die AOA-GJT-

Daten: Wenn eine Person einen hoheren AOA-Wert als eine andere hat, dann ist es
1+ (—0.60)
1—(—0.60)
kleineren hat. Oder anders gesagt: Es ist 4 Mal wahrscheinlicher, dass sie einen kleine-

ren GJT-Wert als einen grosseren hat.

= 0.25 Mal wahrscheinlicher, dass sie auch einen hoheren GJT-Wert als einen

In der Praxis ist die Anwendung von Spearmans p und Kendalls T ist eher beschrankt.
Statt automatisch auf p oder T zuriickzugreifen, wenn ein Zusammenhang nicht-linear
ist oder wenn man einen Ausreisser vermutet, lohnt es sich m.E. eher, dariiber nachzu-
denken, ob (a) man sich tatsachlich fiir Frage 1 (Starke des Zusammenhangs) interes-
siert, (b) man eine oder beide Variablen nicht sinnvoll transformieren kann, sodass sich
ein linearerer Zusammenhang ergibt, oder (c) der vermutete Ausreisser {iberhaupt ein
legitimer Datenpunkt ist.

Starke und schwache Korrelationen

Korrelationskoeffizienten werden oft—ohne Berticksichtigung der Forschungsfrage oder
des Kontextes—als klein, mittelgross oder gross eingestuft. Ich halte dies fiir weinig
sinnvoll, weshalb ich diese Einstufungen hier nicht reproduziere. Wer mehr {iber sie er-
fahren mochte, kann sich bei Cohen! (1992) und |Plonsky & Oswald| (2014) selber schlau
machen. Dazu empfiehlt sich auch die Lektiire von Baguley|(2009).

Selber finde ich, dass Korrelationskoeffizienten tiberverwendet werden. Blogeintrage
zu diesem Thema:

e Why I don'’t like standardised effect sizes (5.2.2015)
* More on why I don't like standardised effect sizes (16.3.2015)

* Abandoning standardised effect sizes and opening up other roads to power (14.7.2017)

8.2.3 Die Ungenauigkeit eines Korrelationskoeffizienten einschitzen

Da sie auf der Basis von Stichproben berechnet werden, sind auch Korrelationskoeffi-
zienten vom Stichprobenfehler betroffen: Andere Stichproben aus der gleichen Popu-
lation werden Korrelationskoeffizienten ergeben, die mehr oder weniger voneinander
abweichen. Die Ungenauigkeit bzw. die Variabilitdt eines auf einer Stichprobe basie-
renden Korrelationskoeffizienten kann mithilfe eines Konfidenzintervalls ausgedriickt
werden. Besprochen werden hier eine Bootstrap-Methode und eine Methode, die auf
t-Verteilungen basiert.


https://janhove.github.io/reporting/2015/02/05/standardised-vs-unstandardised-es
https://janhove.github.io/design/2015/03/16/standardised-es-revisited
https://janhove.github.io/design/2017/07/14/OtherRoadsToPower
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Mit dem Bootstrap

Das Vorgehen ist analog zum Bootstrap aus Kapitel [6} Aus der Stichprobe werden neue
Bootstrap-Stichproben generiert und fiir jede Stichprobe wird die Statistik von Interesse
(hier: die Korrelation zwischen AOA und GJT) berechnet. Die Streuung der Schitzun-
gen in den Bootstrap-Stichproben gibt uns ein Indiz tiber die Variabilitdt des Korrelati-
onskoeffizienten in Stichproben dieser Grosse.

n_bootstraps <- 20000
bootstraps <- vector(length = n_bootstraps)

for (i in 1:n_bootstraps) {

bootstrap_sample <- d %>%
sample_frac(replace = TRUE)

bootstraps[i] <- cor(bootstrap_sample$GIT, bootstrap_sample$A0A)

hist(bootstraps, breaks = 20)

Da das Histogramm nicht normalverteilt ist, verzichten wir hier auf die Berechnung ei-
nes Standardfehlers. (Die Verteilung von Stichproben-Korrelationskoeffizienten kann
nicht normalverteilt sein, da Korrelationskoeffizienten zwischen —1 und 1 begrenzt
sind.) Anhand der Perzentile der Verteilung konnen wir aber durchaus ein Konfidenz-
intervall konstruieren. Hier berechne ich ein 90%-Konfidenzintervall:

quantile(bootstraps, probs = c(0.05, 0.95))

## 5% 95%
## -0.8629308 -0.7304224

Mit t-Verteilungen

Die Formel, mit der man anhand von einer t-Verteilung ein Konfidenzintervall um
einen Korrelationskoeffizienten konstruiert, werde ich hier nicht reproduzieren, da sie
erstens abschreckt und zweitens keinen konzeptuellen Mehrwert bietet. Sie basiert auf
der Annahme, dass die Population, aus der die beiden Variablen gezogen wurden, ‘bi-
variat normal’ ist. Grundsitzlich heisst dies, dass—insofern es einen Zusammenhang
zwischen den Variablen gibt—dieser Zusammenhang linear ist und beide Variable nor-
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malverteilt sind. Wenn diese Annahmen plausibel sind, kann das Konfidenzinterval
(hier wiederum ein 90%-Konfidenzintervall) mit der cor.test ()-Funktion berechnet
werden:

cor.test(d$A0A, d$GIT, conf.level = 0.9)

##t

## Pearson's product-moment correlation
#i#t

## data: d$AOA and d$GIT

## t = -11.584, df = 74, p-value < 2.2e-16
## alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
## 90 percent confidence interval:

## -0.8614924 -0.7230816

## sample estimates:

## cor

## -0.8028533

Mit dieser Methode erhalten wir ein 90%-Konfidenzintervall von [—0.86, —0.72]. Dieses
unterscheidet sich nur minimal vom Konfidenzintervall, das wir mit dem Bootstrap
berechnet haben. Beim Bootstrap sind wir jedoch nicht davon ausgegangen, dass die
Population, aus der die Stichprobe stammt, bivariat normalverteilt war. Insbesondere
bei kleineren Stichproben konnen die Ergebnisse der Bootstrap- und der t-Methode er-
heblich voneinander abweichen. Wenn ihre Annahmen stimmen, ist die t-Methode in
solchen Fallen zweifellos besser, aber gerade bei kleinen Stichproben sind diese Annah-
men schwierig zu tiberpriifen. Die Leistung der Bootstrapmethode kann noch etwas
verbessert werden, indem die Konfidenzintervalle anders konstruiert werden (siehe
hierzu DiCiccio & Efron, 1996), aber diese Konstruktionsmethoden sind schwieriger
und weniger intuitiv. Fiir unsere Zwecke reicht es m.E., die Warnung von |[Hesterberg
(2015) zu wiederholen: “Bootstrapping does not overcome the weakness of small samp-
les as a basis for inference.” (S. 379)

(Was 't = —11.6" und 'p-value < 2.2e16” heissen, werden wir in einem spéteren Kapitel
besprechen.)

Gut zu wissen! Das Konfidenzintervall um einen Korrelationskoeffizienten hangt
von nur drei Faktoren ab:

¢ ob das Konfidenzintervall ein 50%-, 80%-, 87%- usw.-Konfidenzintervall sein
soll;

¢ dem Korrelationskoeffizienten selber;
e der Anzahl beobachteter Paare.

Wenn man weiss, was der Korrelationskoeffizient ist, und wie gross die Stichprobe
war, kann man also selber das Konfidenzintervall berechnen. Selber finde ich dies
nititzlich, wenn das Konfidenzintervall um r in einer Studie nicht berichtet wurde.
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Mit der Funktion r.test () aus dem psych-Package ist dies ein Kinderspiel, aller-
dings werden nur 95%-Konfidenzintervalle berechnet. (Gegebenenfalls miissen Sie
das psych-Paket noch installieren.)

psych::r.test(rl2 = -0.80, n = 76)

## Correlation tests

## Call:psych::r.test(n = 76, rl2 = -0.8)
## Test of significance of a correlation
## t value -11.47 with probability < 0
## and confidence interval -0.87 -0.7

Das 95%-Konfidenzintervall eines Korrelationskoeffizienten von r = —0.80 in einer
Stichprobe mit 76 Datenpunkten ist also [-0.87, —0.70]. Dabei gehen wir zwar da-
von aus, dass die Stichprobe aus einer bivariaten Normalverteilung stammt, aber
bei 76 Beobachtungen wiirden andere Methoden wohl ein sehr dhnliches Ergebnis
liefern.

Falls Sie lieber 80%- oder 90%-Konfidenzintervalle um Korrelationskoeffizienten
berechnen, konnen Sie die unten stehende Funktion tibernehmen. Auch die von
ihr berechneten Konfidenzintervalle basieren auf der Annahme, dass die Daten
aus einer bivariaten Normalverteilung stammen.

ci_r <- function(r, n, conf_level = 0.90) {

dat <- cannonball::plot_r(r = r, n = n, showdata = 1, plot = FALSE)
ci <- cor.test(dat$x, dat$y, conf.level = conf_level)$conf.int[1l:2]

return(ci)

}

cir(r = -0.80, n =76, conf_level = 0.95)
## [1] -0.8687618 -0.7009755

cir(r = -0.80, n =76, conf_level = 0.80)
## [1] -0.8478924 -0.7391568

cir(r = -0.80, n =76, conf_level = 0.50)

## [1] -0.8266792 -0.7697318
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8.24 Ubungen

1. Es gibt mittlerweile eine ausfiihrliche Literatur zur Frage, inwieweit Zweispra-
chigkeit zu kognitiven Vorteilen fiihrt. Ein kognitives Konstrukt, das oft in die-
sem Zusammenhang erwahnt wird, ist die kognitive Kontrolle. Dieses Konstrukt
lasst sich nur indirekt messen, namlich mithilfe von kognitiven Tests: Die Leis-
tung beim Test ist nicht die kognitive Kontrolle einer Person, sondern lediglich
ein imperfekter Indikator hierfiir. Wenn unterschiedliche Indikatoren von kogni-
tiver Kontrolle stark miteinander korrelieren, ist es aber wahrscheinlicher, dass
Befunde, die auf dem einen Indikator basieren, auch zu anderen Indikatoren ge-
neralisieren.

Die Datei poarch2018.csv enthdlt Angaben zu zwei kognitiven Tests, von de-
nen angenommen wird, dass sie Indikatoren von kognitiver Kontrolle sind: dem
Flanker-Test (Eriksen & Eriksen, 1974) und dem Simon-Test (Simon, 1969). In
beiden Tests miissen die Versuchspersonen manchmal irrelevante Informationen
ignorieren. Die Daten stammen aus einer kleinen Studie von |Poarch et al.| (2019),
in der den Probanden beide Tests vorgelegt wurden. Die Ergebnisse stellen dar,
wie viel schneller die Versuchspersonen reagierten, wenn die irrelevante Informa-
tion ‘kongruent” mit der relevanten Information ist als, wenn die irrelevante In-
formation ‘inkongruent” mir der relevanten Information ist. Ausgedriickt werden
die Angaben in Stimuli pro Sekunde; ein Wert von 0.5 heisst also, dass die Ver-
suchsperson in einer kongruenten Testsituation 5 Stimuli mehr bewaltigen kann
pro 10 Sekunden, als bei einer inkongruenten Testsituation.

(a) Lesen Sie diesen Datensatz ein.

(b) Stellen Sie den Zusammenhang zwischen den Variablen Flanker und Simon
grafisch dar.

(c) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten, insofern Sie dies fiir sinnvoll
halten.

(d) Berechnen Sie gegebenfalls das 90%-Konfidenzintervall, und zwar sowohl
anhand des Bootstraps als auch mit der t-Verteilung.

(e) Fassen Sie Ihre Befunde schriftlich zusammen (hochstens drei Satze).

2. Fakultativ: Kendalls 1 fiir den AOA-GJT-Zusammenhang betragt —0.60. Fiir diese
Schitzung berechnet die cor.test ()-Funktion berechnet jedoch kein Konfiden-
zintervall.

(a) Passen Sie den Bootstrap auf Seite[103]so an, dass dieser ein 90%-Konfidenzintervall
fiir T berechnet.

(b) t = —0.60 heisst, dass es etwa 4 Mal wahrscheinlicher ist, dass eine belieblige
Person mit einem hoheren AOA-Wert als eine belieblige andere Person einen
niedrigeren GJT-Wert als diese Person hat. Was ist das 90%-Konfidenzintervall
um diese Zahl (also 4)?
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Abbildung 8.6: Wenn man von Hand eine gerade Linie durch die Punktwolke ziehen wiir-
de, zeichnet jeder die Linie wohl an einer anderen Stelle. Wir kénnen aber Kriterien festle-
gen, sodass alle die gleiche Linie zeichnen.

8.3 Antwort auf Frage 2: Regression

Es ist klar, dass es im Datensatz dekeyser2010.csv einen Zusammenhang zwischen
AOA und GJT gibt. Eine senkende gerade Linie erfasst die Tendenz in den GJT-Daten
schon ziemlich gut. Aber wie schaut diese Linie genau aus? Wir kénnten zwar von
Hand eine Gerade durch die Punktwolke ziehen, aber jeder zieht die Linie wohl an
einem etwas anderen Ort, siehe Abbildung Eine prinzipiellere Herangehensweise
waére daher erwiinscht.

8.3.1 Die einfache Regressionsgleichung

Ahnlich wie im letzten Kapitel konnen wir eine Gleichung aufschreiben, die die Da-
tenpunkte in zwei Teile zerlegt: einen Teil, der die Gemeinsamkeiten zwischen allen
Werten ausdriickt, und einen Teil, der die individuellen Unterschiede zwischen diesen
Gemeinsamkeiten und den Werten ausdriickt. Diesmal koénnen wir den Zusammen-
hang zwischen AOA und GJT als eine Gemeinsamkeit im Datensatz betrachten. Die-
ser Zusammenhang scheint linear, weshalb er als eine gerade Linie modelliert werden
kann.

Wert einer Vpn. = Gemeinsamkeit (inkl. AOA-Zusammenhang) 4+ Abweichung (8.6)

Eine gerade Linie wird definiert durch einen Schnittpunkt ([3¢; dies ist der y-Wert, wenn
x = 0) und eine Steigung (31; diese sagt, um wie viele Punkte y steigt, wenn x um eine
Einheit erhéht wird); siehe Abbildung

Egal, wie wir 39 und 31 wahlen: Die Linie y; = g + f1x; wird die Daten nicht perfekt
beschreiben: Es wird noch einen Restfehler (¢) geben. Jeder y-Wert (yi, y» etc.) kann
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Abbildung 8.7: Schnittpunkt und Steigung einer Geraden.

also umschrieben werden als die Kombination eines systematischen Teils (39 + 1)
und eines Restfehlers:

Yi = Bo + P1xi + & (8.7)

Diese mathematische Beschreibung ist ein einfaches lineares Modell: ‘einfach’, weil y
nur eine Funktion einer Variablen (x) ist, und ‘linear’, weil y als eine Summe (und nicht
etwa ein Produkt oder etwas Komplexeres) verschiedener Terme modelliert wird.

8.3.2 Die Parameter schitzen

o und B; sind die Parameter der einfachen Regressionsgleichung, und unsere nédchste
Aufgabe ist es, diese Parameter so gut wie moglich zu schédtzen. Dass wir diese Para-
meter nur schdtzen und nicht wissen konnen, zeigt sich in einem Gedankenexperiment:
Wenn wir die gleiche Studie nochmals unter den gleichen Bedingungen durchfiihren
wiirden, aber mit anderen Teilnehmenden, wiirde das Streudiagramm ja nicht iden-
tisch aussehen. Wir wiirden aber davon ausgehen, dass beide Studien uns Informatio-
nen iiber den ‘wahren” Zusammenhang zwischen AOA und GJT in dieser Population
liefern. Dieser ‘wahre” Zusammenhang—so unsere Annahme—wird durch die obige
Regressionsgleichung beschrieben, aber auf der Basis empirischer Forschung kann der
Zusammenhang hochstens approximiert werden.

Im Prinzip gibt es unendlich viele Moglichkeiten, 39 und 3; auszuwéhlen, sodass die
Gleichung aufgeht (wie Abbildung [8.6|illustriert), aber uns interessieren nur die {3o-
und (1-Werte der optimalen Geraden. Um diese zu schitzen, miissen wir definieren,
was ‘optimal” in diesem Kontext heisst. Wie im letzten Kapitel besprochen wurde, ist
das am meisten verwendete Optimierungskriterion die Methode der kleinsten Quadra-
te, wonach die optimale Linie jene Gerade ist, die die Summe der quadrierten Restfeh-
ler minimiert (min ) -, £Ai2). Wir konnen diese Summe berechnen fiir unterschiedliche
Kombinationen von BB- und [/3\1—Werten.
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Abbildung 8.8: Die Summe der quadrierten Restfehler (geteilt durch 10’000) der GJT-Daten
fir unterschiedliche Parameterschidtzungen. Diese Grafik kann wie eine topografische Kar-
te gelesen werden; die Linien sind sozusagen Hohenlinien. Fiir Schnittpunkte nahe bei 190
und Steigungen nahe bei -1.2 wird diese Summe minimiert; bei diesen Koordinaten gibt es

sozusagen einen Kessel.

e Sind Bo = 185und By = —2,dannist Y I, &2 = S, (yi—(185—2x;))? = 107121:

sum( (d$GIT -

## [1]

e Sind Bg = 190 und By = —1.5, dannist Y ™, &2 = Y™ (y; — (190 — 1.5x;))

28810:

107121

sum( (d$GIT -

## [1]

28810.25

(185 - 2xd$A0A))"2)

(190 - 1.5%d$A0A))"2)

2 _

ﬁ = {190, —1.5} sind also optimaler als /[3\ = {180, —2}. Abbildung zeigt die Summe
der quadrierten Restfehler fiir unterschiedliche 39— 31-Kombinationen; Kombinationen

nahe bei {190, —1.2} haben die kleinste Summe der quadrierten Restfehler.

In der Praxis ackert man nicht zig Parameterkombinationen durch, um die optimale
zu finden. Der Vorteil der Methode der kleinsten Quadrate ist, dass man die optimalen
Parameterschiatzungen schnell algebraisch finden kann, und zwar so:
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E = Txy ? (8.8)
Bo =17 — Bix (8.9)

(Der Beweis dafiir wird hier nicht reproduziert.)

Fiir die Daten von DeKeyser et al. (2010):

betal_hat <- cor(d$AOA, d$GJIT) * sd(d$GIT) / sd(d$A0A)
betal_hat

## [1] -1.217977

beta®_hat <- mean(d$GJT) - betal_hat *x mean(d$AOA)
betad_hat

## [1] 190.4086

Einfacher geht es mit der lm()-Funktion:

aoa.lm <- lm(GJT ~ AOA, data = d)
aoa.lm

#i#

## Call:

## Im(formula = GIJT ~ AOA, data = d)
##

## Coefficients:

## (Intercept) AOA

## 190.409 -1.218

(Intercept) ist hier By, also der Schnittpunkt der Regressionsgerade mit der y-Achse.
AOAist 31 und zeigt, um wie viele Einheiten die Gerade steigt oder senkt, wenn AOA um
eine Einheit erhoht wird.

8.4 Regressionsgeraden zeichnen

Das Ergebnis einer Regressionsanalyse kann auch grafisch dargestellt werden, indem
man dem Streudiagramm die Regressionsgerade hinzufiigt (Abbildung|8.9):

ggplot(data = d,
aes(x = AOA,
y = GJT)) +
geom_point(shape = 1) +

geom_abline(intercept = 190.41, slope = -1.218)


http://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression#Fitting_the_regression_line
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Abbildung 8.9: Ein Streudiagramm mit einer Regressionsgeraden. Die Regressionsgerade
erfasst die modellierte zentrale Tendenz (genauer: das GJT-Mittel) fiir die unterschiedli-
chen AOA-Werte.

Eine alternative Methode ist die folgende. Wenn man bei geom_smooth () als Methode
"Im" einstellt, wird das Regressionsmodell von ggplot() berechnet. Im Code unten
habe ich den Parameter se auf FALSE gestellt; im ndchsten Abschnitt wird klar warum.

ggplot(data = d,
aes(x = AOA, y = GJT)) +
geom_point(shape = 1) +
geom_smooth(method = "1lm", se = FALSE)

Aber was stellt diese Gerade genau dar? Mit dem Regressionsmodell versuchten wir
die GJT-Werte (y;) als eine Funktion der AOA-Werte (x;) und eines Restfehlers (¢;) zu
modellieren:

Yi = Bo+ Bixi + & (8.10)

Auf der Regressionsgeraden (Bo + P1xi) liegen die yi-Werte abziiglich des Restfehlers,
also

Gi = Bo+ Bixi 8.11)

Wie man diese yi-Werte konzeptuell interpretieren kann, ist einfacher zu erkldren, wenn
wir uns zuerst anschauen, wie man die Unsicherheit in den Parameterschiatzungen
quantifizieren kann.



Kapitel 8. Einen Préadiktor hinzufiigen 112

8.5 Unsicherheit in Parameterschitzungen schitzen

Die Parameterschdtzungen B werden aufgrund des Stichprobenfehlers von Stichprobe
zu Stichprobe mehr oder weniger voneinander abweichen. Da B aus Schatzungen be-
steht, ist auch die Regressionsgerade nur eine Schatzung. Um die Unsicherheit in den
Parameterschatzungen und in der Regressionsgeraden zu quantifizieren, konnen wir
uns wiederum auf den Bootstrap oder auf algebraische Methoden verlassen.

8.5.1 Mit dem Bootstrap

Das Bootstrappen eines linearen Modells mit einem Pradiktor verlduft analog zum
Bootstrappen eines linearen Modells ohne Pradiktor. Zuerst wird hier die Methode aus
Abschnitt aufs lineare Modell mit einem Pradiktor angewandst:

1. Man berechnet E (also [/3\0 und B\l) und erhélt dazu auch noch €.
2. Man zieht eine Bootstrap-Stichprobe aus € (€*).

3. Man kombiniert B\o, fi\lxi und €*. Dies ergibt eine neue Reihe von y-Werten: y; =
Bo + Bixi + &

4. Auf der Basis von y; wird B erneut geschétzt.

5. Schritte 2—4 weren ein paar tausend Mal ausgefiihrt, sodass man die Verteilung
der bootstrapten (3-Schédtzungen erhalt.

In R-Code:

runs <- 20000

bs_beta <- matrix(nrow = runs, ncol = 2)
for (i in 1l:runs) {
bs_residuals <- sample(resid(aoa.lm),

size = length(resid(aoa.lm)),
replace = TRUE)

bs_GJT <- predict(aoa.lm) + bs_residuals
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resampled.lm <- Um(bs_GJT ~ d$AOA)

# Parameterschdatzungen in neuer Zeile der Matrize speichern:
bs_beta[i, ] <- coef(resampled.lm)

}

# Erste 6 Zeilen anzeigen:

head (bs_beta)

#H# [,1] [,2]
## [1,] 186.7644 -1.110948
## [2,] 188.9025 -1.198089
## [3,] 191.0417 -1.293858
## [4,] 191.2931 -1.193936
## [5,]1 192.9736 -1.273488
## [6,] 200.2836 -1.490793

Die Verteilungen der Bootstrapschitzungen konnen wie gehabt mit Histogrammen ge-
zeichnet werden; siehe Abbildung8.10}

# Ergebnisse in dataframe giessen

bs_beta <- data.frame(bs_beta)

# und Spalten umbenennen

colnames (bs_beta) <- c("Schnittpunkt", "Steigung")

# Grafik zeichnen

bs beta %>%
# gather() stellt die Angaben, die jetzt in unterschiedlichen
# Spalten stehen, in die gleiche Spalte. siehe ?gather
gather(key = Parameter, value = Estimate) %>%
ggplot(aes(x = Estimate)) +
geom_histogram(fill = "lightgrey", col = "black", bins = 50) +
# facet_wrap zeichnet separate Grafiken je nach (hier) Parameter
facet_wrap(~ Parameter, scales = "free") +
xlab("Bootstrapschatzung") +
ylab("Anzahl")

Da diese Verteilungen normalverteilt aussehen, konnen die Konfidenzintervalle (hier:
90%) sowohl mit der quantile()- als auch mit der gnorm()-Funktion berechnet wer-
den; die Ergebnisse sind einander nahezu identisch.

# Perzentilmethode
quantile(bs_beta$Schnittpunkt, probs = ¢(0.05, 0.95)) # Schnittpunkt

## 5% 95%
## 184.0250 196.6789

quantile(bs_beta$Steigung, probs = c(0.05, 0.95)) # Steigung
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Abbildung 8.10: Verteilung der Bootstrap-Schitzungen der Parameter im Regressionsmo-
dell aoa. lm.

## 5% 95%
## -1.391053 -1.045791

apply(bs_beta, 2, quantile, probs = c(0.05, 0.95))

#it Schnittpunkt Steigung
## 5% 184.0250 -1.391053
## 95% 196.6789 -1.045791

Bemerken Sie, dass coef(aoa.lm) zwei Werte ausspuckt: die Schdtzung des Schnitt-
punkts und die Schatzung der Steigung:

coef (aoa.lm)

## (Intercept) AOA
## 190.408634 -1.217977

Um den ersten Wert zu selektieren, kann auch coef(aoa.lm)[1] verwendet werden,
daher:

coef(aoa.lm)[1] + qnorm(c(0.05, 0.95)) * sd(bs_beta$Schnittpunkt)
## [1] 184.0356 196.7816

coef(aoa.lm)[2] + gqnorm(c(0.05, 0.95)) * sd(bs_beta$Steigung)

## [1] -1.390275 -1.045678

Die Standardabweichungen der Bootstrapschdtzungen schitzen den relevanten Stan-
dardfehler:

apply(bs_beta, 2, sd)

## Schnittpunkt Steigung
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Abbildung 8.11: Regressionsgeraden, die anhand der 1., 2., 3. und 4. Bootstrapschéatzungen
des Schnittpunktes und der Steigung gezeichnet wurden. Die Grafiken sind einander recht
dhnlich, aber nicht identisch.

## 3.8745063 0.1047499

Die Bootstrapschidtzungen konnen auch verwendet werden, um die Unsicherheit in der
Regressionsgeraden grafisch darzustellen. Wir kénnen zum Beispiel die Bootstrapschat-
zung des Schnittpunktes und der Steigung abrufen und anhand derer Regressions-
geraden zeichnen. Der Ubersichtlichkeit halber werden hier nur die ersten vier Boot-
strapschdtzungen gezeigt; die entsprechenden Regressionsgeraden sieht man in Abbil-

dung BT}

head (bs_beta, 4)

## Schnittpunkt Steigung

## 1 186.7644 -1.110948
## 2 188.9025 -1.198089
## 3 191.0417 -1.293858
## 4 191.2931 -1.193936

In Abbildungmache ich nochmals das gleiche, aber diesmal mit 100 Schéitzungenﬂ
Wie Sie sehen konnen, kommen die Regressionsgeraden fiir durchschnittliche AOA-
Werte einander ziemlich nahe, aber nahe den Minimum- und Maximumwerten fiachern
sie sich auf.

Anstatt das man diese Regressionsgeraden einzeln darstellt, farbt man in der Regel
das Band, in das diese Geraden mehrheitlich fallen, ein. Analog zum Konfidenzinter-
vall nennt man dieses dann ein Konfidenzband. Das Informationskidstchen erklirt, wie
man Konfidenzbander mittels Bootstrapping konstruieren kann, aber dieses konnen Sie
gerne iiberspringen.

Konfidenzbander mit dem Bootstrap konstruieren. Die Idee ist die folgende. Man
definiert eine Reihe von x-Werten, an denen man das Konfidenzband zeichnen
mochte. In unserem Fall handelt es sich einfach um eine Handvoll Zahlen zwi-

!Man konnte es im Prinzip auch mit samtlichen 20’000 Schétzungen machen.
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Abbildung 8.12: Regressionsgeraden, die auf der Basis von 100 Bootstrapschédtzungen des
Schnittpunktes und der Steigung gezeichnet wurden.

schen dem AOA-Minimum und dem AOA-Maximum. Es spielt hier keine grosse
Rolle, wie viele Werte man festlegt.

neue_aoa <- seq(from = min(d$AOA), to = max(d$A0A), by = 1)
# also 5, 6, 7, etc., 69, 70, 71

Man nimmt die Bootstrapschdtzungen des Schnittpunkts (EB*) und der Steigung
(B1 ) und man berechnet fiir jedes Paar von Schitzungen den y-Wert fiir jeden x-
Wert. Zum Beispiel ist (in meinem Fall) das erste Paar Bootstrapschitzungen:

bs_betal[l, ]

##  Schnittpunkt Steigung
## 1 186.7644 -1.110948

Der Vektor von y-Werten fiir dieses Paar von Bootstrapschédtzungen ist daher:

# 186.76 + (-1.11) = 5, 186.76 + (-1.11) * 6, usw.
bs_beta[l, 1] + bs_beta[l, 2] * neue_aoa

## [1] 181.2096 180.0987 178.9877 177.8768 176.7658 175.6549
## [7] 174.5439 173.4330 172.3220 171.2111 170.1001 168.9892
## [13] 167.8782 166.7673 165.6563 164.5454 163.4345 162.3235
## [19] 161.2126 160.1016 158.9907 157.8797 156.7688 155.6578
## [25] 154.5469 153.4359 152.3250 151.2140 150.1031 148.9921
## [31] 147.8812 146.7702 145.6593 144.5483 143.4374 142.3264
## [37] 141.2155 140.1045 138.9936 137.8826 136.7717 135.6607
## [43] 134.5498 133.4389 132.3279 131.2170 130.1060 128.9951
## [49] 127.8841 126.7732 125.6622 124.5513 123.4403 122.3294
## [55] 121.2184 120.1075 118.9965 117.8856 116.7746 115.6637
## [61] 114.5527 113.4418 112.3308 111.2199 110.1089 108.9980
## [67] 107.8870

Diese Ubung machen wir fiir alle Paare von Bootstrapschitzungen—in unserem
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Fall also 20’000 Mal. Mit einem for-loop kann man dies tibersichtlich tun. Da das Er-
gebnis jeder Iteration aber einen Vektor mit so vielen Elementen wie (hier) neue_aoa
ist, ist es praktischer, diese Werte in einer Matrize zu speichern als in 20’000 Vek-
toren. (Diese Schritte kann man auch mit Matrizenalgebra ausfiihren, aber ich ver-
mute, dass ein for-loop das Verfahren transparenter macht.)

bs_y_hat <- matrix(nrow
ncol

runs,
length(neue_aoa))

for (i in 1l:runs) {

bs_y_hat[i, ] <- bs_beta[i, 1] + bs_beta[i, 2]*neue_aoa

}

Sie konnen diese Matrize mit etwa head(bs_y_hat) inspizieren. Um das 95%-
Konfidenzband zu konstruieren, schlagen wir nun das 2.5. und das 97.5. Perzentil
jeder Spalte nach. Die 2.5. Perzentile bilden die untere Grenze des Konfidenzban-
des; die 97.5. die obere. Dazu verwende ich hier die apply()-Funktion, mit der
man eine Funktion (hier quantile() mit dem Zusatzparameter probs = 0.025)
bequem auf alle Spalten oder Zeilen einer Matrize (hier bs_y_hat) evaluieren kann.
Die Zahl 2 spezifiziert, dass die Funktion pro Spalte evaluiert werden soll; 1 hiesse,
dass sie pro Zeile zu evaluieren ist.

unten_95 <- apply(bs_y_hat, 2, quantile, probs = 0.025)
oben_95 <- apply(bs_y_hat, 2, quantile, probs = 0.975)

Das 80%-Konfidenzband wiirde man entsprechend so konstruieren:

unten_80 <- apply(bs_y_hat, 2, quantile, probs = 0.10)
oben_80 <- apply(bs_y_hat, 2, quantile, probs = 0.90)

Man kann auch noch das Mittel jeder Spalte berechnen—dies ergibt ungefiahr die
Regressionsgerade:

mittel <- apply(bs_y_hat, 2, mean)

Wenn man die Grafik mit ggplot2 () zeichnen mochte, muss man diese Werte noch
in ein data-frame giessen:
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df_konfidenzband <- data.frame(neue_aoa,
mittel,
unten_95, oben_95,
unten_80, oben_80)

# head(df_konfidenzband)

Zeichnen kann man das Konfidenzband dann so:

ggplot(data = df_konfidenzband,
aes(x = neue_aoa)) +
# 95% Konfidenzband leicht
geom_ribbon(aes(ymin = unten_95,
ymax = oben_95),
fill = "lightgrey") +
# 80% Konfidenzband dunkel
geom_ribbon (aes (ymin unten_80,
ymax = oben_80),
fill = "darkgrey") +
# Mittel (~ Regressionsgerade)
geom_line(aes(y = mittel)) +
# ev. auch noch die Rohdaten plotten.
# Bemerken Sie, dass diese in einem
# anderen data-frame stehen.
geom_point(data = d,
aes(x = AOA, y = GJT),
shape = 1) +
xlab("Erwerbsalter") +
ylab("GJT-Ergebnis")

180 -

150 -

GJT-Ergebnis

120~

90 T T T

Erwerbsalter

Das néchste Informationskéstchen tiberspringen Sie aber besser nicht.

Identisch und unabhingig verteilte Restfehler. Beim Einschidtzen der Unsicher-
heit in den Parameterschiatzungen und in der Regressionsgeraden haben wir eine
grundlegende Annahme gemacht, die bisher noch nicht diskutiert wurde. Beim
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Bootstrappen haben wir auf der Basis der beobachteten Residuen zufillig neue
Vektoren mit Residuen (¢*) generiert und diese dann mit den y-Werten kombi-
niert. Dieser Schritt ist nur verteidigbar, wenn zwei Bedingungen gleichzeitig er-
fullt sind:

1. Die Verteilung des Restfehler, inklusive ihre Streuung, ist fiir alle y-Werte
gleich (‘identisch verteilte Restfehler’, ‘Homoskedastizititsannahme’). Zum
Beispiel sollte es genauso plausibel sein, dass ein Restfehler von 25 auftaucht,
wenn der y-Wert 120 ist als wenn er 180 ist. Sonst wére es ja nicht sinnvoll
gewesen, die Restfehler beim Bootstrappen komplett zuféllig durcheinander
zu werfen.

2. Die Restfehler bilden keine Klumpen. Anders gesagt, wenn wir den Rest-
fehler einer bestimmten Beobachtung kennen, liefert uns dies nicht mehr In-
formationen tiber gewisse weitere Restfehler als tiber andere (‘unabhéngig
verteilte Restfehler’, ‘Unabhéngigkeitsannahme”). Wiederum wiére es sonst
ja nicht sinnvoll gewesen, die Restfehler komplett zuféllig durcheinander
zu werfen, sondern hétten wir die Restfehler griippchenweise neu zuordnen
miissen.

Ein paar Beispiele, um diese Bedingungen anschaulicher zu machen:

¢ Es kann durchaus vorkommen, dass die Streuung um die Regressionsgerade
systematisch zu- oder abnimmt fiir grossere y-Werte. Abbildung|8.13 auf der

zeigt zwei klare Beispiele.

¢ Jemand mochte die durchschnittliche Lange von [i:]-Produktionen von Ber-
nern schiatzen und wihlt zufdllig 25 Berner aus. (So weit, so gut.) Jeder Spre-
cher liest 50 Worter mit einem [i:] vor. Die Vokalldngen eines beliebligen
Sprechers sind sich aber denkbar dhnlicher als die Vokalldngen unterschiedli-
cher Sprecher: Manche Sprecher werden eher tiberdurchschnittlich lange Vo-
kale produzieren, manche eher unterdurchschnittlich. Die Restfehler (‘tiber-
/unterdurchschnittlich”) der einzelnen Produktionen sind also nicht unab-
héngig voneinander, sondern bilden pro Sprecher Klumpen.

¢ Ausserdem ist es wahrscheinlich, dass das [i:] in bestimmten phonologischen
Kontexten unterschiedlich schnell ausgesprochen wird. Die Restfehler bilden
also auch pro phonologischen Kontext (oder pro Wort) Klumpen.

Wenn die sogenannte ‘i.d.d.’-Bedingung (identically and independently distributed)
nicht erfiillt ist, dann ist es moglich, dass es effizientere Arten und Weisen gibt,
um die Modellparameter zu schédtzen. Damit ist Folgendes gemeint: Wenn Re-
gressionsparameter mit der Methode der kleinsten Quadrate geschétzt werden,
dann sind diese Schitzungen weder tendenziell Uberschitzungen noch tenden-
ziell Unterschdtzungen — die Schiatzungen sind also unverzerrt. Es gibt aber auch
andere Methoden, um diese Parameter unverzerrt zu schitzen. Wenn die ‘i.d.d.’-
Bedingung erfiillt, ist es ausserdem so, dass die Methode der kleinste Quadrate
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Abbildung 8.13: Die Streuung in beiden Streudiagrammen variiert erheblich je nach dem
x- oder y-Wert.

Schétzungen liefert, die von Stichprobe zu Stichprobe am wenigsten voneinander
abweichen. Ist die ‘i.d.d.”-Bedingung nicht erfiillt, dann ist es moglich, dass eine
andere unverzerrte Schitzungsmethode Schiatzungen liefert, die von Stichprobe zu
Stichprobe weniger variieren.

Wichtiger ist aber, dass die Schatzung der Unsicherheit betroffen ist. Insbesondere
bei einer Verletzung der Unabhéngigkeitsannahme wird die Unsicherheit in den
Parameterschidtzungen unterschitzt. Dies gilt nicht nur beim Bootstrappen, son-
dern auch beim Verwenden des zentralen Grenzwertzsatzes oder von t-Verteilungen.
Im Beispiel mit den [i:] konnten wir also nicht den Standardfehler der durchschnitt-
lichen Vokalldnge berechnen, indem wir die Streuung in den Produktionen teilen
durch die Wurzel von 1250 (25 x 50).

Typische Verletzungen der Unabhingigkeitsannahme kdnnen mit sog. gemischten
Modellen behoben werden; siche Abschnitt(18.2 auf Seite 276|

Fiir Verletzungen der Homoskedastizitdtsannahme bieten sich eine andere Erwei-
terung des linearen Modells an (siehe Zuur et al., 2009). Eine alternative Losung
ist, den Bootstrap anders durchzufiihren (siehe Efron & Tibshirani, 1993, Abschnitt
9.5). Aber der wichtigste Grund, weshalb wir iiberhaupt den Bootstrap verwenden,
ist, um die traditionellere Methoden besser zu verstehen, und diese angepassten
Bootstraps sind fiir diesen Zweck weniger geeignet.

8.5.2 Bootstrappen unter der Normalititsannahme

Wenn wir annehmen wollen, dass die Residuen nicht nur identisch und unabhéngig,
sondern auch noch normalverteilt sind, konnen wir die €*-Vektoren auch mit der rnorm()-
Funktion generieren. Das Vorgehen ist komplett analog zu dem in Abschnitt
[Seite 88| beschriebenen. Unsere Annahmen konnen expliziter gemacht werden:

yi = Bo+ Bixi + ;€1 ~ N(0,0%) (8.12)

Der neue Teil ¢; ~ N(0O, 0‘%) macht klar, dass wir annehmen, dass die Restfehler aus einer
Normalverteilung mit Mittel 0 und Varianz ¢? stammen. o2 ist ein einziger (obgleich
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unbekannter) Wert, sodass klar ist, dass wir davon ausgehen, dass die Streuung der
Residuen nicht von x (und somit y abhéngt). Sowohl die Unabhingigkeits- als auch die
Homoskedastizitatsannahme werden von dieser Annahme umfasst.

0. ist zwar unbekannt, aber wird anhand der Stichprobe geschiitzt; siehe Gleichung[7.4]
auf Seite 89, Der folgende Code zeigt, wie die Bootstrapschitzungen des Schnittpunkts
und der Steigung berechnet werden konnen. Abgesehen von der Konstruktion der €*-
Vektoren ist die Herangehensweise aber identisch zu jener des Bootstraps ohne die
Normalititsannahme aus dem letzten Abschnitt, sodass die anderen Schritte hier nicht
mehr wiederholt werden.

runs <- 20000

bs_beta <- matrix(nrow = runs, ncol = 2)
for (i in 1l:runs) {
bs_residuals <- rnorm(n = length(resid(aoa.lm)),

mean = 0,
sd = sigma(aoa.lm))

bs_GJT <- predict(aoa.lm) + bs_residuals

resampled.lm <- Um(bs_GJT ~ d$AOA)

bs_beta[i, ] <- coef(resampled.lm)

8.5.3 Mit t-Verteilungen

Wenn wir ohnehin davon ausgehen, dass die Residuen (i.d.d.) normalverteilt sind, kon-
nen wir den Standardfehler, die Konfidenzintervalle und das Konfidenzband auch al-
gebraisch anhand der t-Verteilungen berechnen. Dadurch wird auch die Unterschét-
zung von o, durch o, mitberiicksichtigt. Bei 76 Beobachtungen und bloss zwei Para-
meterschitzungen wird diese Unterschiatzung aber kaum merkbar sein.

summary (aoa.lm)
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Abbildung 8.14: Regressionsgerade mit 67%- und 95%-Konfidenzband. Konfidenzbénder
sind tibrigens am schmalsten beim durchschnittlichen x-Wert.

#Hi#

## Call:

## Im(formula = GIJT ~ AOA, data = d)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -44.703 -9.542 -0.260 13.021 32.452

#Hi#

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 190.4086 3.9040 48.77 <2e-16
## AOA -1.2180 0.1051 -11.58 <2e-16
##

## Residual standard error: 16.4 on 74 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.6446,Adjusted R-squared: 0.6398
## F-statistic: 134.2 on 1 and 74 DF, p-value: < 2.2e-16

# 95%-Konfidenzintervalle nach t-Methode
confint(aoa.lm, level = 0.95)

#i# 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) 182.62969 198.187578
## AOA -1.42747 -1.008484

Mit geom_smooth() konnen t-basierte Konfidenzbander sofort gezeichnet werden, sie-
he Abbildung

ggplot(data = d,
aes(x = AOA,

y = GIT)) +
geom_point(shape = 1) +
geom_smooth (method "Tm", level
geom_smooth (method "Tm", level

0.95, fill
0.67, fill

"lightgrey") +
"darkgrey")
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Abbildung 8.15: Wenn wir davon ausgehen, dass die Residuen i.d.d. verteilt sind, verbin-
det die Regressionsgerade die Mittel der y-Verteilungen fiir die unterschiedlichen x-Werte
(‘konditionelles Mittel’). In dieser Grafik sind die Residuen normalverteilt, aber dies ist kei-
ne Voraussetzung. Wenn die Residuen nicht normalverteilt sind, ist es jedoch moglich, dass
das Mittel kein sehr relevantes Mass ist.

8.6 Regressionsgeraden interpretieren

Gleichung|8.12 auf Seite 120|ist niitzlich, um die konzeptuelle Interpretation der Regres-
sionsgeraden zu verstehen. Nach dieser Gleichung gehen wir davon aus, dass die Rest-

fehler zuféllig (und ‘i.d.d.”) aus einer Verteilung mit Mittel 0 stammen. Anders formu-
liert: Wir gehen davon aus, dass in der Population, die von Interesse ist, die y-Werte fiir
jeden x-Wert normalverteilt sind. Folglich liegen auf der Geraden 39 + 31x; die Mittel
der y-Verteilung konditionell auf x. Abbildung stellt dieses Konzept grafisch dar.
Die geschitzte Regressionsgerade stellt also die auf Basis der Stichprobe geschatzten
konditionellen Mittel von y dar, wahrend der Querschnitt des 95%-Konfidenzbands an
einem bestimmten x-Wert das 95%-Konfidenzintervall des y-Mittel fiir diesen x-Wert
darstellt.

Beispiele:

* Lautdem aoa.lm-Modell sind die geschitzten (3-Parameter 190.4 und —1.22. Laut
dem Modell ist die beste Schdtzung der durchschnittlichen (Mittel) GJT-Leistung
von Versuchspersonen mit einem AOA von 15 also 190.4 — 1.22 x 15 = 172.1.
Dieses Ergebnis erhdlt man auch mit predict():

predict(aoa.lm,
newdata = data.frame(AOA = 15))

## 1
## 172.139
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Bemerken Sie aber, dass es in unserem Datensatz zwei Versuchspersonen mit ei-
nem AOA von 15 gibt und dass ihr Durchschnittsergebnis nicht 172.1 ist:

d %>% filter(AOA == 15)

## # A tibble: 2 x 2
## AOA GIT
##  <dbl> <dbl>
## 1 15 180
## 2 15 181

Inwiefern unsere modellbasierte Schitzung eine zuverldssigere Schitzung des
konditionellen Mittels darstellt als das Mittel dieser beiden Werte, hdangt von der
Giltigkeit unserer Annahmen ab. Die Annahme eines linearen Zusammenhangs
scheint hier doch auf jeden Fall nicht wahnsinnig daneben zu liegen. Konzeptu-
ell erlaubt uns die Annahme, y-Mittel fiir bestimmte x-Werte besser zu schétzen,
indem wir auch Information iiber den x—y-Zusammenhang, die wir aus den rest-
lichen Daten ableiten, mit einbeziehen.

¢ Versuchspersonen mit einem AOA von 21 gibt es in der Stichprobe nicht. Nach
der Regressionsgleichung wére aber das Durchschnittsergebnis von Versuchsper-
sonen mit diesem AOA in der Population etwa 165 Punkte.

predict(aoa.lm,
newdata = data.frame(AOA = 21))

## 1
## 164.8311

Dies ist ein Beispiel von Intrapolation, denn es gibt sowohl Versuchspersonen mit
niedrigeren als mit hoheren AOA-Werten in der Stichprobe.

¢ Versuchspersonen mit einem AOA von 82 gibt es in der Stichprobe auch nicht.
Nach der Regressionsgleichung wire aber das Durchschnittsergebnis von Ver-
suchspersonen mit diesem AOA in der Population etwa 91 Punkte.

predict(aoa.lm,
newdata = data.frame(AOA = 82))

## 1
## 90.53455

Dies ist ein Beispiel von Extrapolation, denn das Maximumalter in der Stichprobe
ist 71 Jahre.

¢ Das durchschnittliche (Mittel) AOA in der Stichprobe ist etwa 32.5 Jahre. Das ge-
schitzte konditionelle GJT-Mittel fiir dieses Alter ist gleich dem Mittel der Stich-
probe.
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predict(aoa.lm,
newdata = data.frame(AOA = mean(d$AOA)))

## 1
## 150.7763

Dies ist natiirlich kein Zufall, sondern ein allgemeines Phanomen.

Konfidenzintervalle um konditionelle Mittel kénnen mit den oben beschriebenen
Bootstrapmethoden berechnet werden, indem man das ‘Konfidenzband” fiir nur
einen x-Wert berechnet. Man kann aber auch predict() verwenden; dann wird

das Konfidenzintervall auf der Basis der geeigneten t-Verteilung konstruiert.

predict(aoa.lm,
newdata = data.frame(AOA = 35),
interval = "confidence",
level = 0.80)

## fit lwr upr
## 1 147.7795 145.3246 150.2343

Extra- und Intrapolation. Seien Sie vorsichtig mit Extrapolation: Wenn wir eine
Stichprobe von Versuchspersonen zwischen 8 und 26 Jahren haben, ist es gefdhr-
lich, Aussagen iiber 5- oder 40-Jahrige zu machen. Dies wird in der linken Abbil-
dung illustriert: Eine Fahigkeit, die sich im Alter zwischen 10 und 35 entwickelt,
hat nicht unbedingt die gleiche Entwicklung ausserhalb dieses Bereichs. Eine Ex-
trapolierung auf der Basis der Regressionsgeraden ist hier irrefithrend. Auch bei
Intrapolation ist Vorsicht geboten. Aus den Daten in der rechten Grafik konnte
man zum Beispiel die Schlussfolgerung ziehen, dass sich Reaktionszeiten im Alter
graduell verlangern. Auch diese Schlussfolgerung diirfte zu kurz greifen.

Gefahr bei Extrapolation Gefahr bei Intrapolation
extrapolierte Schatzung
fur Fahigkeit
= intrapolierte Schatzung
= N fir Reaktionszeit
(7] %]
X c
2 S
= =
P _ g
echte Entwicklung x
von Fahigkeit
T T T T T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50 60 70 80
Alter (Jahre) Alter (Jahre)

Den Schnittpunkt interpretierbarer machen. Der geschétzte Schnittpunkt hat nicht
unbedingt eine niitzliche Interpretation. In unserem Fall stellt er die geschétzte
Durchschnittsleistung von Versuchspersonen mit AOA 0 dar. Solche gibt es in der
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Stichprobe nicht, sodass diese Zahl eine Art Extrapolation darstellt. Sie konnen den
Schnittpunkt interpretierbarer machen, indem Sie das Stichprobenmittel des Pra-
diktors von den Pradiktorwerten abziehen und mit diesen neuen Werten arbeiten.
Diese Technik heisst zentrieren (centring). Ein Vorteil des Zentrierens ist, dass der
geschitzte Schnittpunkt einem jetzt sofort auch sagt, was das Stichprobenmittel
der y-Variable ist.

d$c.AOA <- d$AO0A - mean (d$AOA)

aoa.lm <- lm(GJT ~ c.AOA, data = d)

summary (aoa.lm)$coefficients

#i#t Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 150.776316 1.8807316 80.16897 1.120538e-73
## c.AOA -1.217977 0.1051385 -11.58450 2.728150e-18

Ubrigens ist das 95%-Konfidenzintervall um das Stichprobenmittel dank der Be-
riicksichtigung des Zusammenhangs zwischen AOA und GJT auch schmaler ge-
worden: [147.0,154.5] verglichen mit [144.5, 157.0] vorher.

confint(aoa.lm)

#i#t 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) 147.02888 154.523755
## c.AOA -1.42747 -1.008484

Achten Sie aber darauf, dass eine Versuchsperson mit einem AOA von 35 jetzt fiir
das Modell eine Versuchsperson mit einem c.AOA von 35 —Xa0aA = 2.46 ist:

predict(aoa.lm,
newdata = data.frame(c.AOA = 35 - mean(d$AOA)),

interval = "confidence",
level = 0.80)
## fit lwr upr

## 1 147.7795 145.3246 150.2343

8.7 Modellannahmen iiberpriifen

Die Modellresiduen sollten grafisch dargestellt werden, um die Modellannahmen zu
tiberpriifen. Leitfragen dabei sind unter anderem:

¢ Gibt es noch einen erkennbaren Zusammenhang zwischen den Residuen und den
y-Werten? Ein solcher Zusammenhang deutet darauf hin, dass der Zusammen-



Kapitel 8. Einen Préadiktor hinzufiigen 127

hang zwischen einem oder mehreren Pradiktoren und dem outcome nicht-linear
ist.

e Variiert die Streuung der Residuen mit § oder mit den Pradiktoren? Systema-
tische Unterschiede in der Streuung der Residuen deuten darauf hin, dass der
Restfehler ‘heteroskedastisch’ ist.

¢ Sind die Residuen ungefdhr normalverteilt? Nicht-normalverteilte Residuen las-
sen vermuten, dass die Annahme, dass der Restfehler aus einer Normalvertei-
lung stammt, nicht stimmt. Dies hitte einerseits Konsequenzen fiir die auf t-
Verteilungen basierten Konfidenzintervalle und Konfidenzbénder. Andererseits
sind die konditionellen Mittel, die die Regressionslinie darstellt, eventuell weni-
ger relevant.

¢ Gibt es einzelne Datenpunkte, die einen viel stirkeren Einfluss aufs Regressions-
modell ausiiben als die meisten? Das Problem mit einflussreichen Datenpunkten
ist, dass sie etwa dazu fithren kénnen, dass das Modell einen leichten positiven
Zusammenhang zwischen den Variablen findet, wiahrend fiir die meisten Daten-
punkte ein starker negativer Zusammenhang vorliegt.

Abbildung zeigt ein paar niitzliche Grafiken, die man einfach mit plot(aoa.lm)
generieren kann. Auf riesige Probleme in den Modellannahmen deuten diese Grafiken
m.E. nicht hin.

par(mfrow = c(2, 2))
plot(aoa.lm)

par(mfrow = ¢(1, 1))

Aufgrund des Stichprobenfehlers wird man oft—rein durch Zufall—Zusammenhénge
und nicht-normalverteilte Residuen finden, sodass man ein bisschen Erfahrung braucht,
um unbedeutende Muster in den Residuen von potenziellen Problemen zu unterschei-
den. Ausserdem sind Modellannahmen gerade bei kleineren Stichproben schwieriger
zu Uberpriifen. Fiir mehr Informationen hierzu, siehe |Checking model assumptions wi-
thout getting paranoid (25.4.2018) und |Vanhove|(2018a)). Siehe ausserdem Before worrying
about model assumptions, think about model relevance (11.4.2019).

Das Thema Modellkritik wird weiter behandelt von unter anderem Baayen (2008), Co-
hen et al.| (2003, Kapitel 4), Faraway| (2005, Kapitel 4), Weisberg| (2005, Kapitel 8-9) und
Zuur et al| (2009, Kapitel 2).

Denkfrage. Obwohl die Modelldiagnose nicht auf grossere Probleme hindeutet, kon-
nen die Modellannahmen eigentlich gar nicht stimmen. Erklédren Sie.


https://janhove.github.io/analysis/2018/04/25/graphical-model-checking
https://janhove.github.io/analysis/2018/04/25/graphical-model-checking
https://janhove.github.io/analysis/2019/04/11/assumptions-relevance
https://janhove.github.io/analysis/2019/04/11/assumptions-relevance
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Abbildung 8.16: Grafische Modelldiagnose des aoa.lm-Modells mithilfe der plot()-
Funktion. Links oben: Zusammenhang zwischen Residuen und y. Die rote Trendlinie soll-
te ungefahr flach sein. Sonstige auffillige Muster waren auch unerwiinscht. Rechts oben:
Normalitdt der Residuen. Wenn die Residuen normalverteilt sind, liegen sie auf der ge-
strichelten Diagonale. Links unten: Streuung in den Residuen. Eine flache rote Trendlinie
deutet auf Homoskedastizitdt hin. Rechts unten: Manchmal gibt es in dieser Grafik ein
paar gestrichelte rote Linien. Datenpunkte, die jenseits dieser Linien liegen, diirften viel

einflussreicher als andere Datenpunkte sein.
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8.8 Ubungen

1. Fiihren Sie folgende Analyse auf die dekeyser2010.csv-Daten aus:

plot(AOA ~ GJT, data = d)
mod2.lm <- Im(AOA ~ GIJT, data = d)
summary (gjt.lm)

(a) Erkldren Sie, was Sie gerade berechnet haben. Was bedeuten die geschétzten
Parameter? Wieso ist das Intercept so gross? Was bedeutet das Intercept?

(b) Welches Modell finden Sie am sinnvollsten: aoa.lm oder gjt.lm? Warum?

2. Die Datei vanhove2014_cognates.csv enthilt eine Zusammenfassung der Da-
ten meiner Dissertation (Vanhove, 2014). 163 Deutschschweizer Versuchsperso-
nen wurden gebeten, 45 geschriebene und 45 (andere) gesprochene schwedische
Worter ins Deutsche zu iibersetzen. Die Anzahl richtiger Antworten steht in den
Spalten CorrectWrittenbzw. CorrectSpoken. Die Datei vanhove2014_background.csv
enthdlt Angaben zur Leistung der Versuchspersonen bei weiteren Sprach- und
kognitiven Tests. Fiigen Sie die beiden Datensédtze zusammen.

Versuchen Sie, die folgenden Forschungsfragen zu beantworten.

(a) DS.Span enthilt die Leistung der Versuchspersonen bei einem Arbeitsgedacht-
nistest. Wie hdngt die Leistung bei DS.Span mit CorrectSpoken zusammen?

(b) Wie hiangt die Leistung bei einem Englischtest (English.Overall) mit der
Ubersetzungsleistung in der geschriebenen Modalitdt zusammen?

(c) Wie variiert die Ubersetzungsleistung in den beiden Modalititen mit dem
Alter (Age) der Versuchspersonen?



Kapitel 9

Gruppenunterschiede

Im letzten Kapitel haben wir uns mit der Frage beschiftigt, wie man den Zusammen-
hang zwischen einem kontinuierlichen Pradiktor und einem kontinuierlichen outcome
modellieren kann. In diesem Kapitel widmen wir uns der Frage, wie Zusammenhénge
zwischen kategorischen Pradiktoren und einem kontinuierlichen outcome modelliert
werden konnen. Das typische Beispiel eines kategorischen Pradiktors ist die Kondition
in einem Experiment: Wie stark unterscheiden sich die Ergebnisse von Teilnehmenden
in der Experimentalgruppe im Schnitt von jenen von Teilnehmenden in der Kontroll-
gruppe? Das Vorgehen ist nahezu identisch mit dem aus dem letzten Kapitel.

9.1 Unterschiede zwischen zwei Gruppen

Das Beispiel, dem wir uns hier widmen, stammt nicht aus der Sprachwissenschaft, son-
dern aus der Sozialpsychologie. Caruso et al. (2013, Experiment 1) berichteten, dass
amerikanische Versuchspersonen Aussagen, die die US-amerikanische Sozialsystem
rechtfertigen, starker zustimmen, wenn man sie an Geld erinnert (sogenanntes currency
priming). Ihr Design sah wie folgt aus. Es gab acht Aussagen im Stil von Everyone has
a fair shot at wealth and happiness. Die Teilnehmenden deuteten am Bildschirm ihre Zu-
stimmung zu diesen Aussagen auf einer 7-stufigen Likertskala an (1 = tiberhaupt nicht
einverstanden, 7 = vollstindig einverstanden). Pro Versuchsperson wurden die acht
Zustimmungswerte gemittelt. Die Halfte der Versuchspersonen sah im Hintergrund
ein verblasstes aber ersichtliches Bild einer Banknote; bei der anderen Halfte war die-
ses Bild verwischt. Die Versuchspersonen, welche die Banknote im Hintergrund sahen,
stimmten den Aussagen stadrker zu, als jene, bei denen das Bild verwischt war.

Klein et al|(2014) versuchten, dieses Ergebnis in 36 neuen Stichproben zu replizieren.
In der Datei Klein2014_money_abington.csv finden Sie die Ergebnisse einer dieser
Stichproben (84 Teilnehmende). Diese Daten werden wir analysieren.

130
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Abbildung 9.1: Erklarung Boxplot.

Aufgabe. Lesen Sie diese Dateiin R ein. (Den Datensatz konnen Sie einfach d nennen.)
Vergessen Sie nicht zu kontrollieren, ob das Einlesen geklappt hat.

9.1.1 Grafische Darstellung: Boxplots

Eine niitzliche grafische Darstellung, um unterschiedliche Gruppen hinsichtlich einer
mehr oder weniger kontinuierlichen outcome zu vergleichen, ist der Boxplot (zu Deutsch
auch Kastengrafik). Abbildung[9.1]zeigt als Beispiel einen Boxplot der Ergebnisse bei ei-
nem Wortschatztest der 80 Versuchspersonen von Vanhove (2016). Die dickere Linie in
der Mitte liegt beim Median und das Késtchen reicht vom 25. bis zum 75. Perzentil und
umfasst somit die Halfte der Datenpunkte. Manchmal gibt es (wie hier) auch Kreischen
in einem Boxplot. Diese stellen Extremwerte dar, die mehr als 1.5 x die Distanz zwi-
schen dem 25. und dem 75. Perzentil vom 25. oder 75. entfernt liegen (siehe ?boxplot
— Arguments — range). Diese Extremwerte sind mdgliche (!) Ausreisser. Mit einem
Dotplot kann man besser iiberpriifen, ob sie tatsdchlich auch Ausreisser sind. (In die-
sem Beispiel liegen die zwei moglichen Ausreisser nicht sehr weit von anderen Daten-
punkten entfernt, sodass sie nicht als Ausreisser gelten.)

Mit ggplot () konnen solche Boxplots wie folgt erzeugt werden; das Ergebnis steht in

Abbildung

p_boxplot <- ggplot(data = d,
aes(x = MoneyGroup,
y = Sysjust)) +
geom_boxplot() +
xlab("Kondition") +
ylab("Systemrechtfertigungsscore")
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Abbildung 9.2: Vergleich der Systemrechtfertigungsscores in den beiden Konditionen in
Klein et al.’s (2014) Replikation von Caruso et al. (2013, Experiment 1). Daten aus der
Abington-Stichprobe.

p_boxplot

Ich finde es oft eine gute Idee, dem Boxplot auch noch die einzelnen Datenpunkte
hinzuzufiigen (siehe auch [Weissgerber et al., 2015). Insbesondere bei eher kleinen Da-
tensdtzen beeintrdchtigt dies die Interpretierbarkeit der Grafik nicht und hilft es den
Lesenden, einzuschitzen, wie die Daten tatsdchlich verteilt sind. (Boxplots konnen in
dieser Hinsicht manchmal tduschen.) Der Code unten zeigt Ihnen, wie Sie dies machen
konnen; siehe Abbildung[9.3 auf der nachsten Seite}

p_boxplotdeluxe <- ggplot(data = d,
aes(x = MoneyGroup,
y = Sysjust)) +
# 'outlier.shape = NA' verhindert, dass allfallige
# Extremwerte zwei Mal dargestellt werden: als Kreischen
# beim Boxplot und als einzelner Datenpunkt
geom_boxplot(outlier.shape = NA) +
# 'shape = 1': Kreischen
# 'position_jitter(width = x)': Die Datenpunkte horizontal
# etwas verschieben.
geom_point(shape = 1,
position = position_jitter(width = 0.2, height = 0)) +
xlab("Kondition") +
# Die Konditionen verstandlicher bezeichnen.
scale_x_discrete(labels = c("ohne Banknote",
"“mit Banknote")) +
ylab("Systemrechtfertigungsscore")
p_boxplotdeluxe

Siehe auch meinen Blogeintrag Some alternatives to bar plots (7.1.2015).


http://janhove.github.io/reporting/2015/01/07/some-alternatives-to-barplots
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Abbildung 9.3: Nochmals die gleichen Daten, aber mit den einzelnen Datenpunkten.

9.1.2 Numerische Zusammenfassung

d %>%
group_by (MoneyGroup) %>%
summarise(AnzahlVpn = n(),
Mittel = mean(Sysjust),
Median = median(Sysjust),
StdAbw = sd(Sysjust))

## # A tibble: 2 x 5
##  MoneyGroup AnzahlVpn Mittel Median StdAbw

#i# <chr> <int> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 control 44 3.53 3.56 0.781
## 2 treatment 40 3.53 3.94 1.02

9.1.3 Modellierung
Dummy-Variable

Die grafische Darstellung zeigt, dass der Median der ‘mit Banknote’-Kondition zwar
hoher ist als jener der ‘ohne Banknote’-Kondition, aber das die Uberlappung zwischen
beiden Konditionen erheblich ist. Die numerische Zusammenfassung zeigt ausserdem,
dass sich die Mittel kaum unterscheiden. Trotzdem konnen wir diese Daten — dhnlich
wie im letzten Kapitel — in ein Modell giessen. Dieses Modell wird ebenfalls von Glei-
chung 8.7 auf Seite 108|beschrieben, die hier wiederholt wird:

Yi = Bo + Pixi + & (9.1)

y; stellt nun den Systemrechtfertigungsscore der i. Versuchsperson dar; x; stellt die
Gruppenzugehorigkeit dieser Versuchsperson dar. Genau wie vorher miissen 39 und
1 (und als Konsequenz davon auch ¢;) geschitzt werden.
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Gleichungen wie diese konnen natiirlich schwer umgehen mit Wortern wie ‘control’
und ‘treatment’, aber die Losung ist erstaunlich einfach: Eine Gruppe bezeichnen wir
als 0 und die andere als 1. Zum Beispiel konnen wir festlegen, dass x; = 0, wenn
die i. Versuchsperson zur ‘control’-Kondition gehort, und dass x; = 1, wenn sie zur
‘treatment’-Kondition gehbrtﬂ Wenn wir dies gemacht haben, kénnen wir die Reihe
von Einsen und Nullen als Pradiktor in ein lineares Regressionsmodell aufnehmen.
Wenn man kategorische Variable (hier: Gruppenzugehorigkeit) als Zahlenreihen um-
schreibt, spricht man von Dummy-Variablen.

d$n.Kondition <- ifelse(d$MoneyGroup == "treatment",
yes =1,
no = 0)

money.lm <- Um(Sysjust ~ n.Kondition, data = d)

Wie gehabt konnen die geschétzten Parameter abgerufen werden, indem man den Na-
men des Modells eintippt.

money. lm

##t

## Call:

## Im(formula = Sysjust ~ n.Kondition, data = d)
##t

## Coefficients:

## (Intercept) n.Kondition

##t 3.534091 -0.005966

Die zwei Parameterschdtzungen sind Bo bzw. B1. Thre Bedeutung kann aus der Regres-
sionsgleichung abgeleitet werden:

yi = 3.53 — 0.006x; + &; (9.2)

Fiir Versuchspersonen in der Kontrollgruppe ist x; = 0. Daher wird die Gleichung zu
yi = 3.53 —0.006 x 0 + & = 3.53 + &, sodass y; = 3.53. By ist also das Gruppenmittel
der Gruppe, die als 0 bezeichnet wurde.

Fiir Versuchspersonen in der Experimentalgruppe ist x; = 1. Daher wird die Gleichung
zuyi = 3.53 —0.006 x 1 + &, sodass y; = 3.53 — 0.006. (Durch Riindungsfehler ergibt
dies eigentlich auch 3.53.) B ist also der Unterschied zwischen den Mitteln der beiden
Gruppen. Ist dieser Wert negativ, dann hat die Gruppe, die als 1 bezeichnet wurde, ein
niedrigeres Mittel als die Gruppe, die als 0 bezeichnet wurde.

Wir kénnten auch festlegen, dass x; = 1 fiir Versuchspersonen in der Kontrollkondition und x; = 0
fiir Versuchspersonen in der Experimentalkondition. Das macht eigentlich nichts aus.
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Aufgabe Andern Sie die Befehle oben, sodass nun die Kontrollgruppe als 1 bezeich-
net wird und die Experimentalgruppe als 0. Was dndert sich im Output?

Unsicherheit in den Parameterschitzungen quantifizieren

Den minimalen Unterschied zwischen den zwei Gruppenmitteln hatten wir auch ein-
fach von Hand berechnen konnen. Der Mehrwert des allgemeinen linearen Modells be-
steht aber darin, dass wir auch die Unsicherheit in den Parameterschdtzungen schitzen
konnen; dies machen wir hier. Ausserdem konnen dem allgemeinen linearen Modell
mehrere Pradiktoren hinzugefiigt werden; dies machen wir in einem nichsten Kapitel.

Bootstrappen ohne Normalititsannahme. Die ‘neuen’ y-Werte (y*) stellen sich aus
den vom Modell ‘vorhergesagten” y-Werten () und einer Bootstrap-Stichprobe aus €
zusammen (sampling with replacement)ﬂ

runs <- 20000
bs_beta <- matrix(nrow = runs, ncol = 2)

for (i in 1l:runs) {
neu_Sysjust <- predict(money.lm) + sample(resid(money.lm), replace =
bs_money.lm <- Im(neu_Sysjust ~ n.Kondition, data = d)
bs_beta[i, ] <- coef(bs_money.1lm)

}

Siehe Seite [113] fiir eine Erkldrung:

bs_beta <- data.frame(bs_beta)
colnames (bs_beta) <- c("Schnittpunkt", "Unterschied")

bs_beta %>%
gather(key = Parameter, value = Estimate) %>%
ggplot(aes(x = Estimate)) +
geom_histogram(fill = "lightgrey", col = "black", bins = 50) +
facet_wrap(~ Parameter, scales = "free") +
xlab("Bootstrapschatzung") +
ylab("Anzahl")

%In diesem Beispiel kénnen €-Werte aus der Kontrollkondition auch neu der Experimentkondition zu-
geordnet werden und umgekehrt. Dies entspricht der Homoskedastizititsannahme (siehe Seite [TT9) des
allgemeinen linearen Modells: Die Fehlervarianz ist tiberall gleich gross, sodass ein bestimmter Restfeh-
ler genau so gut in der anderen Kondition hitte vorkommen kénnen. Man kénnte den Bootstrap aber
auch so programmieren, dass e-Werte aus der Kontrollkondition nur der Kontrollkondition zugewiesen
werden konnen. Hiermit berticksichtigt man die Moglichkeit, dass die Fehlervarianz in der einen Gruppe
abweichen konnte von jener in der anderen Gruppe.
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Abbildung 9.4: Verteilung der Bootstrap-Schitzungen der Parameter im Regressionsmo-
dell money. lm.

Die Standardabweichungen der Bootstrapverteilungen von B konnen wiederum als
Schitzungen der Standardfehler dienen:

apply(bs_beta, 2, sd)

## Schnittpunkt Unterschied
# 0.1348586 0.1972699

Ebenso konnen Konfidenzintervalle berechnet werden. In Fillen wie diesen interessiert
man sich in der Regel hauptséchlich fiir den Standardfehler und das Konfidenzintervall
um die Unterschiedsschitzung:

quantile(bs_beta$Unterschied, probs = c(0.1, 0.9))

## 10% 90%
## -0.2601069 0.2447533

Bootstrappen ohne Normalititsannahme. Ahnlich wie in den letzten zwei Kapiteln
kann man die Residuen auch aus einer Normalverteilung generieren.

runs <- 20000

bs_beta <- matrix(nrow = runs, ncol = 2)

for (i in 1l:runs) {
neu_Sysjust <- predict(money.lm) + rnorm(n = nrow(d),
bs_money.lm <- Im(neu_Sysjust ~ n.Kondition, data = d)
bs_beta[i, ] <- coef(bs_money.1lm)

}

sd = sigma(money.1lm))

Die Histogramme werden nicht nochmals gezeichnet.

bs_beta <- data.frame(bs_beta)
colnames (bs_beta) <- c("Schnittpunkt", "Unterschied")
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apply(bs_beta, 2, sd)

## Schnittpunkt Unterschied
# 0.1358459 0.1967508

quantile(bs_beta$Unterschied, probs = c(0.1, 0.9))

## 10% 90%
## -0.2540017 0.2482426

Mit t-Verteilungen. Wenn man ohnehin davon ausgehen will, dass der Restfehler aus
einer Normalverteilung stammt, kann man wiederum die summary ()-Funktion ver-
wenden, um die Standardfehler abzurufen:

summary (money.lm)

##

## Call:

## Im(formula = Sysjust ~ n.Kondition, data = d)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -1.90312 -0.77812 0.09091 0.71591 1.84091

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) 3.534091 0.136330 25.92 <2e-16

## n.Kondition -0.005966 0.197561 -0.03 0.976

#i#t

## Residual standard error: 0.9043 on 82 degrees of freedom

## Multiple R-squared: 1.112e-05,Adjusted R-squared: -0.01218
## F-statistic: 0.0009119 on 1 and 82 DF, p-value: 0.976

Die Konfidenzintervalle um B kénnen mit confint () abgerufen werden:

confint(money.lm, level = 0.8)

## 10 % 90 %
## (Intercept) 3.357958 3.7102240
## n.Kondition -0.261207 0.2492752

Der minimale Unterschied zwischen den Gruppenmitteln von bloss —0.006 Punkten
auf einer 7er-Skala hat also ein 80%-Konfidenzintervall von [-0.26, 0.25] und konnte
demnach fast genau so gut positiv als auch negativ sein. In dieser Stichprobe bestatigt
sich also das Ergebnis eines positiven Unterschiedes von|Caruso et al.|(2013) nicht. Die
Bootstrapmethoden liefern ein nahezu identisches Ergebnisﬂ

3 An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der outcome in dieser Studie strikte genommen kei-
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9.1.4 Treatment coding und sum-coding

Wenn man, wie oben, eine Gruppe als 0 und die andere als 1 bezeichnet, spricht man
von treatment coding. Das Intercept stellt dann das Mittel der 0-Gruppe dar und die
Steigung den Unterschied zwischen den Gruppenmitteln.

Eine Alternative ist sum-coding. Hierzu wird eine Gruppe als —0.5 und die andere als
0.5 bezeichnet:

d$n.Kondition <- ifelse(d$MoneyGroup == "treatment",
yes = 0.5,
no = -0.5)

money.lm <- lm(Sysjust ~ n.Kondition, data = d)

money. lm

##

## Call:

## Im(formula = Sysjust ~ n.Kondition, data = d)

##

## Coefficients:
## (Intercept) n.Kondition
## 3.531108 -0.005966

B stellt nach wie vor den Unterschied zwischen den beiden Gruppenmitteln dar, aber
das Intercept (3o) stellt nun den Gesamtmittelwert (grand mean) dar. Dies ist das Mittel
der Gruppenmittel. Achtung: Dies ist nicht unbedingt das Mittel samtlicher Daten!

Aufgabe Manche Forschende verwenden bei sum-coding lieber —1 und 1 als —0.5
und 0.5. Was wiirde sich im Output d&ndern, wenn man dies machen wiirde? Was be-
zeichnet der geschitzte Parameter fiir n.Kondition jetzt?

Alabama first. Eigentlich braucht man die Dummy-Variablen nicht selber zu kre-
ieren: R macht dies automatisch, wenn Sie eine nicht-numerische Variable direkt
dem Modell hinzuftigen:

ne kontinuierliche Variable ist, sondern das Mittel ordinalskalierter Beobachtungen. Liddell & Kruschke
(2018) und Biirkner & Vuorre| (2018) argumentieren, dass das allgemeine lineare Modell gar nicht geeignet
ist, um solche Daten auszuwerten. Sagen Sie mir daher bitte Bescheid, wenn Sie {iber einen Datensatz ver-
ftigen, in dem zwei Gruppen hinsichtlich ihres Mittels bei einer echten kontinuierlichen Variablen vergli-
chen werden, ohne dass weitere Pradiktoren berticksichtigt werden miissen — denn ich habe keine solchen
Datensatz, der als Beispiel dienen kann.
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money.lm2 <- lm(Sysjust ~ MoneyGroup, data
money . lm2

##t

## Call:

## Im(formula = Sysjust ~ MoneyGroup, data

##t

## Coefficients:

#H# (Intercept) MoneyGrouptreatment
#i#t 3.534091 -0.005966

Il
o

Defaultmassig hantiert R treatment coding. Aber Achtung: Welche Gruppe als 0 be-
zeichnet wird und welche als 1, wird nach dem Alphabet festgelegt. ‘treatment’
kommt nach ‘control’, sodass ‘control” die 0-Gruppe wird und ‘treatment” die 1-
Gruppe. Verlieren Sie dies bitte nicht aus dem Auge: Wenn Ihr Datensatz auf Deutsch
zusammengestellt wurde, kdme in einer Variablen namens L1 ‘Deutsch” vor ‘Fran-
z0sisch’; auf Englisch kdme aber ‘German’ nach ‘French’.

9.1.5 Annahmen iiberprufen

Die wichtigsten Annahmen dieses Modells sind:

1. Die Datenpunkte sind unabhéngig voneinander. Ein klassisches Beispiel von Da-
tensatzen mit abhingigen Datenpunkte sind Erhebungen in unterschiedlichen Schul-
klassen: Kinder aus derselben Klasse sind sich dhnlicher (aufgrund vorheriger Se-
lektion, gemeinsamer Lehrkrafte, usw.) als Kinder aus unterschiedlichen Klassen.
Die Konsequenz davon ist, dass Kinder aus derselben Klasse dem Modell keine
vollstindig neue Information hinzuftigen. Das Modell ‘weiss’ dies aber nicht und
wiirde deswegen fdlschlicherweise davon ausgehen, dass jeder Eintrag den glei-
chen Informationswert hat. Dadurch wiirde der Standardfehler unterschéatzt. Fiir
weitere Diskussion und Losungen, siehe Vanhove (2015).

Ein anderes Beispiel sind within-subject-Experimente, in denen Versuchspersonen

in beiden/mehreren Konditionen getestet werden. Within-subject-Experimente bie-
ten in der Regel mehr statistische Genauigkeit, sind aber schwieriger zu analy-

sieren. Eine Option ist die Verwendung gemischter Modelle (siehe etwa Baayen

et al., 2008; Baayen, 2008). Wenn alle Versuchspersonen in zwei Konditionen ge-

testet werden und es nur zwei Konditionen gibt, ist eine einfache Option, den

Wert jeder Versuchsperson in der einen Kondition von ihren Wert in der anderen

abzuziehen und diese Unterschiede zu analysieren.

Die Unabhédngigkeitsannahme ldsst sich meistens schwer tiberpriifen, sodass ihre
Giltigkeit auf der Basis von Sachwissen eingeschdtzt werden muss: Man muss
eben wissen, ob die Datenpunkte Kliimpchen bilden oder nicht.

2. Die Restfehler stammen aus einer Normalverteilung. In diesem Fall heisst dies,
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Abbildung 9.5: Beispiel von heteroskedastischen Daten.

dass die outcome-Werte innerhalb jeder Kondition etwa normalverteilt sind, aber
in komplexeren Modellen miisste man hierzu die Verteilung der Restfehler selber
anschauen. Die Konstruktion der Konfidenzintervalle anhand von t-Verteilungen
setzt normalverteilte Restfehler voraus, aber wie das Beispiel oben zeigt, kann
eine Bootstrapmethode, die eben keine normalverteilten Restfehler voraussetzt,
recht dhnliche Ergebnisse liefern, insbesondere, wenn die Datenmenge ausrei-
chend ist. M.E. wichtiger ist aber, dass Restfehler, die nicht ungefdhr normalver-
teilt sind, darauf hinweisen, dass die Gruppenmittel, die man eben vergleicht,
keine relevanten Masse der zentralen Tendenz sind. Siehe Before worrying about
model assumptions, think about model relevance (11.4.2019).

3. Die Restfehler haben in jeder Gruppe die gleiche Streuung (Homoskedastizitét).
In etwa scheint dies in diesem Fall schon zu stimmen. Zum Vergleich: Die Box-
plots in Abbildung|9.5|(mit zwei gleich grossen Gruppen, aber erheblichen Streu-
ungsunterschieden) wiren ein Grund, sich iiber diese Annahme Sorgen zu ma-
chen. Mogliche Losungen finden sich bei Zuur et al. (2009, Kapitel 4). Eine andere
Losung wire, dass man den Bootstrap so durchfiihrt, dass die Residuen der einen
Gruppe nicht der anderen Gruppe zugeordnet werden.

Zur Uberpriifung dieser Annahmen, siehe [Vanhove|(2018a).

9.2 Unterschiede zwischen mehreren Gruppen

Vanhove| (2017) untersuchte, inwiefern die Genuszuordnungen im Deutschen (Heisst
es der, die oder das Knie?) bei flimischen DialektsprecherInnen von ihrem Dialekt be-
einflusst werden. Zum Beispiel: Sagen InformantInnen, in deren Dialekt knie mannlich
ist, eher der Knie, verglichen mit InformantInnen, in deren Dialekt knie weiblich ist? Er
kam zum Schluss, dass dies kaum der Fall ist, sodass sich die Frage stellte, woran dies
liegt. Eine Vermutung war, dass den DialektsprecherInnen metalinguistische Kennt-
nisse iiber Genuszuordnungen in ihrem eigenen Dialekt fehlen, sodass sie nicht auf
diese zurtickgreifen konnen, wenn sie deutsche Nomen einem Genus zuordnen. |Van-


https://janhove.github.io/analysis/2019/04/11/assumptions-relevance
https://janhove.github.io/analysis/2019/04/11/assumptions-relevance
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hove (2018b) tiberpriifte diese Vermutung, indem er flimischen DialektsprecherIlnnen
metalinguistische Informationen iiber ihren Dialekt verschaffte. Konkret gab es drei
Konditionen:

¢ Versuchspersonen in der ersten Kondition wurde eine Strategie erklédrt, mit der
sie das Genus eines Wortes in ihrem Dialekt erschliessen konnen.

¢ Versuchspersonen in der zweiten Kondition wurde mitgeteilt, dass ihr Dialekt
(nicht aber das Standardniederldndische) die gleiche Anzahl Genera wie das Deut-
sche hat. Ihnen wurde aber nicht erklart, wie sie das Genus eines Wortes erschlies-
sen koénnen.

* Versuchspersonen in der dritten Kondition erhielten Informationen tiber einen
irrelevanten Aspekt ihres Dialektes. Diese Kondition dient als Kontrollkondition.

Dann wurde geschaut, ob die Genuszuordnungen sich zwischen den Konditionen un-
terschieden. Getestet wurden 29 deutsche Nomen mit niederlandischen Kognaten und
es wurde gezdhlt, wie viele Genuszuordnungen im Deutschen pro Versuchsperson kon-
gruent mit dem Genus des Kognats in ihrem Dialekt waren. Erwartet wurde insbeson-
dere, dass Versuchspersonen in der ersten Kondition (STRATEGY) sich nach den In-
struktionen eher am Dialekt orientieren als Versuchspersonen in den beiden anderen
Konditionen (INFORMATION und NO INFORMATION).

Lesen Sie die Daten ein. Die Spalte ProportionCongruent listet die Proportion kon-
gruenter Genuszuordnungen pro Versuchsperson aufﬁ

d <- read_csv("Data/Vanhove2018.csv")

9.2.1 Grafische Darstellung

Ob zwei oder mehrere Gruppen, die Boxplots kann man mit dem gleichen Befehl zeich-
nen. Das Einzige, was ich hier anders mache, ist, dass ich mit scale_x_discrete() die
Konditionen in einer Reihenfolge aufliste, die m.E. sinnvoller ist als die alphabetische.

ggplot(d,
aes (x Condition,
y ProportionCongruent)) +
geom_boxplot(outlier.shape = NA) +
geom_point(shape = 1,
position = position_jitter(width = 0.2, height = 0)) +

scale_x_discrete(limits = c("no information", "information", "strategy")) +
xlab("Lernkondition") +
ylab("Proportion L1-L2 kongruenter\nAntworten")

* Auch dieser outcome ist strikte genommen nicht kontinuierlich; siehe Fussnote
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Abbildung 9.6: Boxplots der Daten von Vanhove (2018b).

9.2.2 Numerische Zusammenfassung

d

o°

>%

group_by(Condition) %>%

summarise(AnzahlVpn = n(),

Mittel = mean(ProportionCongruent),

Median = median(ProportionCongruent),
StdAbw = sd(ProportionCongruent))
## # A tibble: 3 x 5
##  Condition AnzahlVpn Mittel Median StdAbw
##  <chr> <int> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 information 15 0.517 0.483 0.213
## 2 no information 14 0.554 0.552 0.150
## 3 strategy 16 0.627 0.569 0.219

9.2.3 Modellierung

Eine kategorische Variable mit zwei Auspriagungen konnten wir als eine bindre Dummy-
Variable (0 vs. 1) umkodieren. Auch um eine kategorische Variable mit drei Auspra-
gungen in einem allgemeinen linearen Modell zu modellieren, brauchen wir Dummy-
Variablen, aber wie viele? Man konnte die Zugehorigkeit zu jeder Kondition binar fest-

legen:
Kondition Strategy? Information? (Nolnformation?)
Strategy 1 0 0)
Information 0 1 (0)
No information 0 0 (1)

Bemerken Sie aber, dass wir die letzte Spalte gar nicht brauchen: Wenn in der Strategy?-
und in der Information?-Spalte eine Null steht, wissen wir schon, dass in der NoInformation?-
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Spalte eine Eins folgt. Wir brauchen also nur zwei Dummy-Variablen.

d$Strategy <- ifelse(d$Condition == "strategy", 1, 0)
d$Information <- ifelse(d$Condition == "information", 1, 0)
head(d)

## # A tibble: 6 x 5
##  SubjectID Condition ProportionCongr~ Strategy Information
##  <chr> <chr> <db1l> <db1l> <dbl>

## 1 59b197ec2~ strategy 0.586 1 0
## 2 59b3a2ae8~ no infor~ 0.759 0 0
## 3 59b948264~ informat~ 0.517 0 1
## 4 59b966ecb~ strategy 0.862 1 0
## 5 59b9b2065~ informat~ 0.655 0 1
## 6 59bbff205~ no infor~ 0.517 0 0

Das allgemeine lineare Modell kann problemlos mit mehreren Pradiktoren umgehen,
sodass wir beide Pradiktoren dem Modell hinzuftigen konnen. Die Modellgleichung
schaut so aus:

Yyi = Bo + P1xTi + P2x2i + & (9.3)

x1; stellt den Wert der i. Versuchsperson bei der ersten Dummy-Variablen dar (z.B.
Information: 0 oder 1); x2; stellt ihren Wert bei der zweiten Dummy-Variablen dar
(z.B. Strategy: 0 oder 1).

mod.lm <- Um(ProportionCongruent ~ Information + Strategy, data = d)
mod . lm

##

## Call:

## lm(formula = ProportionCongruent ~ Information + Strategy, data = d)
##

## Coefficients:

## (Intercept) Information Strategy

## 0.55419 -0.03695 0.07297

Aufgabe 1 Vergleichen Sie die geschédtzten Parameter mit den Werten in der nume-
rischen Zusammenfassung oben. Was stellt die Parameterschadtzung fiir (Intercept)
(also Bg) dar? Was bedeuten die Parameterschitzungen fiir Information (3;) und Strategy

(B2)?
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Aufgabe 2 Dem Modell kann die kategorische Variable der Konditionzugehorigkeit
auch direkt hinzufiigt werden. Warum ergibt dies andere Parameterschitzungen?

mod.lm2 <- Um(ProportionCongruent ~ Condition, data = d)
mod . Im2

##

## Call:

## Im(formula = ProportionCongruent ~ Condition, data = d)
##

## Coefficients:

#i#t (Intercept) Conditionno information
# 0.51724 0.03695
## Conditionstrategy
##t 0.10991

9.2.4 Die Unsicherheit in den Parameterschitzungen quantifizieren

Die Bootstrapmethoden sollen mittlerweile ihrem didaktischen Zweck gedient haben,
weshalb wir sie hier tiberspringen. Die Standardfehler der Parameterschatzungen kon-
nen wie gehabt mit summary () abgerufen werden:

summary (mod. lm)

##

## Call:

## lm(formula = ProportionCongruent ~ Information + Strategy, data = d)
##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -0.41379 -0.14039 -0.03448 0.13793 0.41379

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) 0.55419 0.05301 10.455 2.92e-13

## Information -0.03695 0.07370 -0.501 0.619

## Strategy 0.07297 0.07258 1.005 0.320

##

## Residual standard error: 0.1983 on 42 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.05562,Adjusted R-squared: 0.01065
## F-statistic: 1.237 on 2 and 42 DF, p-value: 0.3006

Konfidenzintervalle lassen sich einfach mit confint () berechnen. Die Konfidenzinter-
valle um (3 sind in der Regel weniger interessant, aber werden automatisch mitberech-
het.
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confint(mod.lm, level = 0.90)

## 5% 95 %
## (Intercept) 0.46503431 0.64334007
## Information -0.16090786 0.08701624
## Strategy -0.04910963 0.19504559

Wir konnten hier schlussfolgern, dass der Einfluss der metalinguistischen Instruktion
eher ungewiss bleibt. Zwar gaben Versuchspersonen in der STRATEGY-Kondition mehr
kongruente Antworten als jene in der NO INFORMATION-kondition (7 Prozentpunkte
mehr), aber die Unsicherheit in dieser Schatzung ist von der Grosse, dass auch negative
Unterschiede oder Unterschiede nahe bei Null recht plausibel sind (vgl. das Konfiden-
zintervall).

9.2.5 Andere Kodierungssysteme

In dieser Analyse wurde treatment coding verwendet, sodass die Parameterschatzun-
gen fiir 31 und (3 stets in Bezug zum Schnittpunkt () zu interpretieren sind. Dieser
Schnittpunkt stellt den y-Wert fiir Versuchspersonen in der Gruppe, die als (0,0) kodiert
wurde, dar.

Manchmal sind aber andere Kodierungssysteme niitzlich. Zum Beispiel konnte es sinn-
voll sein, die Parameter so schitzen zu lassen, dass [/3; den Unterschied zwischen der
dritten und der zweiten Gruppe und nicht den Unterschied zwischen der dritten und
der ersten Gruppe darstellt. Dies sei hier der Vollstandigkeit halber erwadhnt; mehr In-
formationen finden Sie unter auf der Website des Institute for Digital Research and
Education der UCLA. Eine detaillierte Behandlung findet sich in Schad et al.| (2018).

9.2.6 Annahmen iiberpriifen

Die Annahmen beim Vergleichen mehrerer Gruppen sind identisch mit den Annahmen
beim Vergleichen von zwei Gruppen.

In Vanhove| (2018b) wurden diese Daten iibrigens anders analysiert, da der outcome ei-
gentlich nicht kontinuierlich ist, sondern sich aus 29 bindren Antworten pro Versuchs-
person zusammensetzt. Diese Analyse fiihrt aber zu den gleichen Schlussfolgerungen.

9.3 Ubungen

1. Berthele (2012) spielte 155 angehenden Lehrpersonen eine Lautaufnahme vor, an-
geblich von einem Jungen, der Franzosisch als Fremdsprache spricht. Anschlies-
send wurden sie gebeten, das akademische Potenzial des Buben einzuschétzen


https://stats.idre.ucla.edu/r/library/r-library-contrast-coding-systems-for-categorical-variables/
https://stats.idre.ucla.edu/r/library/r-library-contrast-coding-systems-for-categorical-variables/
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(Skala von 1-6). In etwa der Hilfte der Falle enthielt die Lautaufnahme Codes-
witches (also ein paar deutsche Worter); in den anderen nicht. Ausserdem wurde
der Halfte der angehenden Lehrpersonen erzihlt, der Junge hiesse Luca (ein gén-
giger Name in der Deutschschweiz); der anderen Halfte wurde erzéhlt, er hiesse
Dragan (ein Name, der man eher mit dem Balkan assoziiert). Die Frage war, ob
dieses Labelling die Einschdtzungen der angehenden Lehrpersonen beeinflusst,
ggf. in Kombination mit den Codeswitches.

Hier fokussieren wir uns zunachst auf der Frage, wie gross der Unterschied in der
durchschnittlichen Bewertung fiir Aufnahmen mit dem Dragan- und dem Luca-
Label ist, wenn die Aufnahme Codeswitches enthilt.

(a) Lesen Sie die Datei berthele2011.csv in R ein.

(b) Filtern Sie die Aufnahmen ohne Codeswitches heraus, sodass nur die Auf-
nahmen mit Codeswitches {ibrig bleiben.

(c) Analysieren Sie die Bewertungen hinsichtlich der Frage, ob diese vom ‘Luca’-
vs. ‘Dragan’-Label beeinflusst werden. (Vergessen Sie nicht, die Daten gra-
fisch darzustellen!)

(d) Fassen Sie Ihre Befunde in 2-3 Sitzen zusammen.

2. Einanderer Befund, denKlein et al.|(2014) zu replizieren versuchten, war der gam-
bler’s fallacy, der in einem Experiment von [Oppenheimer & Monin| (2009) belegt
wurde. Klein et al.| (2014) fassen dieses Experiment zusammen:

Oppenheimer & Monin| (2009) investigated whether the rarity of an
independent, chance observation influenced beliefs about what occur-
red before that event. Participants imagined that they saw a man rol-
ling dice in a casino. In one condition, participants imagined witnes-
sing three dice being rolled and all came up 6’s. In a second condition
two came up 6’s and one came up 3. In a third condition, two dice we-
re rolled and both came up 6’s. All participants then estimated, in an
open-ended format, how many times the man had rolled the dice befo-
re they entered the room to watch him. Participants estimated that the
man rolled dice more times when they had seen him roll three 6’s than
when they had seen him roll two 6’s or two 6’s and a 3. For the replica-
tion, the condition in which the man rolls two 6’s was removed leaving
two conditions.

Die Daten der Replikationsstudie finden Sie in der Datei Klein2014_gambler.csv.
Analysieren Sie den Datensatz hinsichtlich der Forschungsfrage, aber beschran-
ken Sie sich dabei auf die Stichprobe der University of Florida (ufl in der Spalte
Sample). Fassen Sie Thre Befunde in 2-3 Satzen zusammen.

3. Wihlen Sie im selben Datensatz eine belieblige andere Stichprobe aus und wie-
derholen Sie Ihre Analyse.
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Interaktionen

Oft ist es nicht sosehr der Zusammenhang zwischen dem outcome und diesem oder je-
nem Pradiktor, der uns interessiert: Vielmehr sind wir am Zusammenspiel von zwei
oder mehreren Pradiktoren interessiert. Zum Beispiel ist es nicht so interessant, ob man
schneller auf hochfrequente als auf seltene Worter reagiert — dieser Befund ist langst
Gemeingut. Und es ist auch nicht so interessant, ob gute Lesende schneller auf beste-
hende Worter reagieren als schlechte Lesende — auch das liegt auf der Hand. Inter-
essanter wire die Frage, ob der Effekt von Wortfrequenz unterschiedlich gross ist je
nach der Lesefdhigkeit der Versuchspersonen. Dies ist eine Frage nach der Interaktion
zwischen Lesefdhigkeit und Wortfrequenz (Beispiel inspiriert von der Forschungsfrage
von Kuperman & Van Dyke, 2013).

In Abbildung [10.1 auf der nichsten Seite| werden drei von vielen moglichen Interak-
tionsmustern aufgefiihrt. Ihr gemeinsames Merkmal ist, dass die gezeichneten Linien
nicht parallel laufen; bei der Absenz einer Interaktion ist dies schon der Fall. In der Gra-

tik links oben liegt aber keine Interaktion zwischen Lesefdhigkeit und Wortfrequenz
vor: Beide Variablen hingen zwar mit der Lesegeschwindigkeit zusammen, aber der
Zusammenhang zwischen Lesefdhigkeit und Lesegeschwindigkeit unterscheidet sich
nicht je nach Wortfrequenz (oder umgekehrt).

Ein mit ‘Interaktion” verwandter Begriff ist Haupteffekt. Ein Haupteffekt eines Pra-
diktors, z.B. Wortfrequenz, auf Lesegeschwindigkeit liegt dann vor, wenn es, gemittelt
tiber die Auspriagungen des anderen Pradiktors, z.B. Lesefdhigkeit, einen Effekt des
ersten Pradiktors gibt. In der Grafik links oben gibt es also einen Haupteffekt von Le-
sefdhigkeit: Gemittelt tiber die Auspragungen von Wortfrequenz lesen beschlagene Le-
sende schneller als schlechtere Lesende (gut: % = 5.5; schlecht: 3%5 = 4). In dieser
Grafik gibt es auch einen Haupteffekt von Wortfrequenz: Gemittelt tiber die Auspra-
gungen von Lesefdhigkeit werden hochfrequente Worter schneller gelesen als Worter
mit niedriger Frequenz (hoch: 282 = 5.75; niedrig: 3£%2 = 3.75).

Auch in der Grafik rechts oben gibt es Haupteffekte von sowohl Lesefdhigkeit (gut:
# = 6.75; schlecht: % = 4) als auch von Wortfrequenz auf Lesegeschwindigkeit
(hoch: % = 7; niedrig: % = 3.75). Dies gilt auch fiir die Grafik links unten (gut:

147
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Abbildung 10.1: Wenn eine Interaktion zwischen Lesefdhigkeit und Wortfrequenz auf Le-
segeschwindigkeit vorliegt, dann unterscheidet sich der Effekt von Lesefdhigkeit auf Lese-
geschwindigkeit je nach Wortfrequenz. Umgekehrt gilt ebenfalls, dass sich der Effekt von
Wortfrequenz auf Lesegeschwindigkeit je nach Lesefahigkeit unterscheidet. Dies zeigt sich
in den nicht-parallelen Linien. (Die Einheiten entlang der y-Achse sind in diesem Beispiel
arbitrar.)
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6'556‘5 = 6.5; schlecht: % = 4; hoch: E’Eﬁ = 5.75; niedrig: # =4.75).

In der letzten Grafik liegt ebenfalls einen Haupteffekt von Wortfrequenz vor (hoch:
22453 — 4; niedrig: ¢4 = 4.5). Es gibt aber keinen Haupteffekt von Lesefahigkeit:
Wenn man tiber die beiden Ausprdagungen von Wortfrequenz mittelt, zeigt sich ein
Nulleffekt (gut: 3+2j = 4.25; schlecht: 2'52—% = 4.25). Die letzte Grafik ist ebenfalls ein

Beispiel einer cross-over-Interaktion, denn die Effektslinien kreuzen sich.

10.1 Interaktionen zwischen zwei binaren Pradiktoren

Eigentlich interessierte sich Berthele| (2012) (Ubungen letztes Kapitel) eher fiir die In-
teraktion zwischen dem Vorkommen (oder nicht) von Codeswitches und dem angebli-
chen Namen des Buben auf die Bewertungen seines akademischen Potenzials: Werden
Codeswitches als gravierender betrachtet, wenn der Bub einen typischen Balkannamen
hat als wenn er einen typischen schweizerischen Namen hat?E|

d <- read_csv("Data/berthele2011l.csv")

10.1.1 Grafische Darstellung (I)

Wir konnen wieder Boxplots zeichnen, um die Muster in den Daten zu veranschauli-
chen. Mit facet_grid(. ~CS) wird die Grafik horizontal in zwei Teile aufgespaltet:
einen fiir die Falle, in denen Codeswitching vorlag, und einen fiir Félle, in denen dies
nicht der Fall war. Wie Abbildung aber zeigt, diirften diese Daten etwas zu grob-
korning sein, um mit Boxplots dargestellt zu werden. Unten werden ein paar andere
Grafiken gezeichnet, aber um diese zu zeichnen, miissen wir die Daten zuerst nume-
risch zusammenfassen.

ggplot(d,
aes(x = Name,
y = Potenzial)) +
geom_boxplot(outlier.shape = NA) +
geom_point(shape = 1,
position = position_jitter(width = 0.2, height = 0)) +
facet_grid(. ~ CS)

10.1.2 Numerische Zusammenfassung

Mit group_by () kann man problemlos den Datensatz nach mehreren Variablen grup-
pieren, um so die Daten innerhalb jeder Zelle des Designs zusammenzufassen.

ISiehe abermals Fussnote [3 auf Seite 138
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Abbildung 10.2: Boxplots der Bewertungen des akademischen Potenzials des Sprechers
je nach Vorkommen von Codeswitches (mit vs. ohne) und seinem angeblichen Namen.
Die Boxplots zeigen die Muster in den Daten hier nicht sehr deutlich, da die Daten nicht
feinkornig genug sind.

summary_berthele <- d %>%
group_by(Name, CS) %>%
summarise(n = n(),
Mittel = mean(Potenzial),
StdAb = sd(Potenzial))
summary_berthele

## # A tibble: 4 x 5
## # Groups: Name [2]

##  Name (0) n Mittel StdAb
##  <chr> <chr> <int> <dbl> <dbl>
## 1 Dragan mit 28 2.96 0.881
## 2 Dragan ohne 51 3.63 0.692
## 3 Luca mit 44 3.36 0.942
## 4 Luca ohne 32 3.09 0.856

10.1.3 Grafische Darstellung (II)

Abbildung stellt die soeben berechneten Gruppenmittel in einem Liniendiagramm
dar. Manche Forschende mogen es nicht, wenn fiir kategorische Pradiktoren Liniendia-
gramme gezeichnet werden, da diese implizieren wiirden, dass die Pradiktoren (hier
etwa Name) kontinuierlich seien. Ich teile diese Meinung nicht: M.E. ist es klar, dass es
zwischen Dragan und Luca keine Gradierung gibt. Die Zellenmittel selber werden aus-
serdem deutlich mit Punkten oder anderen Symbolen dargestellt, was dies nochmals
betont. Die Linien, die diese Punkte verbinden, dienen nur der Deutlichkeit.

ggplot(summary_berthele,
aes(x = Name,
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Abbildung 10.3: Liniendiagramm mit den Mitteln der Bewertungen des akademischen Po-
tenzials des Sprechers je nach Vorkommen von Codeswitches (mit vs. ohne) und seinem
angeblichen Namen. Die Muster sind hier deutlicher, aber dieser Grafik kann der Streuung
der Daten nicht entnommen werden.

y = Mittel,
linetype = CS
)

group = CS)) +

geom_point() +

geom_line() +
ylab("Potenzial (Mittel)")

Es wire jedoch niitzlich, zusitzlich auch noch eine Idee iiber die Streuung der Daten
innerhalb der Gruppen zu erhalten. Fiir Abbildung[10.4wurden daher die Datenpunkte
selber dargestellt und kombiniert mit den Mitteln aus dem Datensatz summary_berthele.
Es ist also moglich, Angaben aus unterschiedlichen Datensitzen in einer Grafik zu

kombinieren.
ggplot(d,
aes(x = Name,
y = Potenzial)) +
geom_point(shape = 1, colour = "grey",

position = position_jitter(width = 0.2, height = 0)) +
geom_point(shape = 8, size = 3,

data = summary_berthele,

aes(x = Name, y = Mittel)) +
geom_line(data = summary_berthele,

aes(x = Name, y = Mittel, group = CS)) +
facet_grid(. ~ CS)

Probieren Sie mehrere Grafiken aus. Fiir Gruppenvergleiche sind Boxplots oft ei-
ne gute Wahl, aber eben nicht immer. Wenn eine Grafik Ihrer Meinung nach Ver-
besserungspotenzial hat, dann sollten Sie nicht zogern, andere Varianten auszu-
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Abbildung 10.4: Bewertungen des akademischen Potenzials des Sprechers je nach Vor-
kommen von Codeswitches (mit vs. ohne) und seinem angeblichen Namen. Die Sternchen
stellen die Gruppenmittel dar.

probieren.

Ubrigens kostet es oft Zeit, eine gute grafische Darstellung zu konstruieren. In die-
sem Skript finden Sie das Endergebnis meiner Bemiihungen, aber insbesondere fiir
die letzte Grafik hat es eine Weile gedauert, bis ich herausgefunden habe, wie ich
sie am besten zeichne. Die Entscheidung, die Datenpunkte grau zu farben, habe ich
erst getroffen, nachdem ich feststellte, dass schwarze Datenpunkte die Zellenmit-
tel nicht deutlich genug hervorhoben. Der Einstellung size = 3 liegt eine dhnliche
Beobachtung zu Grunde, usw.

10.1.4 Modellierung

Die Abbildungen zeigen, dass es innerhalb den Gruppen zwar ziemlich viel Variation
gibt, aber dass der angebliche Name mit dem Vorkommen von Codeswitching intera-
gieren diirfte: Liegen Codeswitches vor, dann wird das Potenzial von ‘Luca’ als besser
eingestuft; liegen keine Codeswitches vor, dann scheinen die Lehrpersonen eher von
der Leistung von Dragan als jene von Luca beeindruckt.

Mit der Modellierung mochten wir nicht nur die Fragen beantworten, welchen Zu-
sammenhang der Name (Luca vs. Dragan) mit den Beurteilungen hat und welchen
Zusammenhang Codeswitches mit ihnen haben, sondern auch inwiefern sich das Aus-
mass dieser Zusammenhinge je nach dem anderen Pradiktor unterscheidet. Um dies
zu erreichen, brauchen wir vier 3-Parameter:

1. Bo, der Schnittpunkt, erfasst den Baseline der Beurteilungen.

2. 31 erfasst den Unterschied zwischen den Zellen je nach dem Namen (Dragan vs.
Luca).

3. B2 erfasst den Unterschied zwischen den Zellen je nach dem Vorkommen von
Codeswitches.
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4. B3 passt 31 und B, an: Wie viel grosser oder kleiner ist der Unterschied zwischen
Dragan und Luca, wenn Codeswitches vorliegen als wenn keine vorliegen?

Mathematisch schaut die Modellgleichung so aus:

Yi = PBo + Bix1i + Paxai + P3(x1i X x2i) + €4 (10.1)

* x1i zeigt, ob der Versuchsperson erzdhlt wurde, dass der Bub Dragan (1) oder
Luca (0) heisst.

* Xp; zeigt, ob der Versuchsperson der Text mit (1) oder ohne (0) Codeswitches vor-
gespielt wurdeH

¢ Entsprechend ist 3¢ die Durchschnittsbeurteilung von Versuchspersonen, die an-
geblich Luca (0) ohne Codeswitches (0) gehort haben.

Der Faktor (x1i X x21) mag erstaunen: Tatsdchlich wird die Anpassung (Interaktion) be-
rechnet, indem eine neue Variable kreiert wird, die das Produkt der beiden Priadiktoren
enthalt. Fiir die vier Zellen im Design ergibt dies die folgenden Werte:

¢ Luca (0) ohne Codeswitches (0): x1; X xp; =0x0=0
¢ Luca (0) mit Codeswitches (1): 13 X X201 =0x1=0
* Dragan (1) ohne Codeswitches (0): x1; X x21 =1x0=0
¢ Dragan (1) mit Codeswitches (1): x5 x x01 =1 x1=1
Mit diesen Befehlen werden die Dummy-Variablen kreiert und ihr Produkt berechnet.

d$Dragan <- ifelse(d$Name == "Dragan", 1, 0)
d$MitCS <- ifelse(d$CS == "mit", 1, 0)
d$DraganMitCS <- d$Dragan * d$MitCS

d %>% sample_n(10)

## # A tibble: 10 x 6
#H# CS Name Potenzial Dragan MitCS DraganMitCS

#it <chr> <chr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 ohne Luca 3 0 0
## 2 ohne Dragan 4 1 0 0
## 3 mit Dragan 4 1 1 1
## 4 ohne Dragan 4 1 0 0
## 5 ohne Dragan 4 1 0 0
## 6 ohne Dragan 4 1 0 0
## 7 mit Dragan 3 1 1 1
## 8 ohne Luca 4 0 0 0

Diese Notation geht hier von treatment coding aus. Andere Kodierungssysteme sind mdoglich, aber
schwieriger zu erklaren.
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## 9 ohne Dragan 4 1 0 0
## 10 ohne Dragan 3 1 0 0

Diese Variablen konnen dem allgemeinen linearen Modell als Pradiktoren hinzugeftigt
werden:

potenzial.lm <- lm(Potenzial ~ Dragan + MitCS + DraganMitCS, data = d)
potenzial.lm

##t

## Call:

## 1m(formula = Potenzial ~ Dragan + MitCS + DraganMitCS, data = d)
#i#t

## Coefficients:

## (Intercept) Dragan MitCS DraganMitCS

##t 3.0938 0.5337 0.2699 -0.9331

Mit diesen geschétzten Koeffizienten konnen die Gruppenmittel rekonstruiert werdenﬂ
¢ Nicht Dragan (also Luca), ohne Codeswitching:
Yy =3.09+ (0.53 x 0) + (0.27 x 0) 4+ (—0.93 x 0) = 3.09

¢ Dragan, ohne Codeswitching:

Yy =23.09+ (053 x 1) + (0.27 x 0) + (—0.93 x 0) = 3.63

¢ Nicht Dragan (also Luca), mit Codeswitching:

§ =3.09 + (0.53 x 0) + (0.27 x 1) + (—0.93 x 0) = 3.36

¢ Dragan, mit Codeswitching:

§ =3.09+ (053 x 1) + (0.27 x 1) + (—0.93 x 1) = 2.96

Die nicht-numerischen Variablen konnen auch direkt dem Modell hinzugefiigt wer-
den. Um die Interaktion zwischen ihnen zu modellieren, kann die Name: CS-Notation
verwendet werden, aber dann miissen die beiden Variablen auch noch einzeln einge-
tragen werden. Eine alternative Schreibweise ist die Name*CS-Notation: Diese wird von
R intern zu Name + CS + Name:CS konveriert.

®In den Summen wurden die Riindungsfehler korrigiert. Die Klammern sind iiberfliissig, aber verdeut-
lichen die Gleichungen.
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potenzial.lm2 <- Um(Potenzial ~ Name + CS + Name:CS, data

potenzial.lm2 <- Im(Potenzial ~ NamexCS, data = d)
potenzial.1lm2

##

## Call:

## Im(formula = Potenzial ~ Name x CS, data = d)
##

## Coefficients:

##t (Intercept) NamelLuca CSohne
# 2.9643 0.3994 0.6632
## NamelLuca:CSohne
## -0.9331

Denkaufgabe Warum haben sich die Parameterschatzungen gedndert?

10.1.5 Unsicherheit einschitzen

d)

Die Unsicherheit in den Parameterschiatzungen kann wiederum mit summary () (fiir
die Standardfehler) und mit confint() (fiir die Konfidenzintervalle) abgerufen wer-
den. Die Konfidenzintervalle basieren wiederum auf t-Verteilungen und setzen also

im Prinzip voraus, dass die Restfehler aus einer Normalverteilung stammen. In einem

fakultativen Abschnitt werden wir diese Konfidenzintervalle nochmals berechnen mit
einer Bootstrapmethode, die diese Voraussetzung nicht macht — die Ergebnisse unter-

scheiden sich dank der Datenmenge kaum.

summary (potenzial.lm)

##

## Call:

## lm(formula = Potenzial ~ Dragan + MitCS + DraganMitCS, data
##

## Residuals:

3t Min 1Q  Median 3Q Max

## -2.09375 -0.62745 0.03571 0.37255 2.63636

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 3.0938 0.1480 20.909 < 2e-16
## Dragan 0.5337 0.1888 2.827 0.005329
## MitCS 0.2699 0.1945 1.388 0.167221
## DraganMitCS -0.9331 0.2767 -3.372 0.000948

##
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## Residual standard error: 0.837 on 151 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.08703,Adjusted R-squared: 0.06889
## F-statistic: 4.798 on 3 and 151 DF, p-value: 0.003199

confint(potenzial.lm, level = 0.95)

## 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) 2.801406 3.3860940
## Dragan 0.160753 0.9066489
## MitCS -0.114329 0.6541017

## DraganMitCS -1.479788 -0.3863151

Die Interpretation der Parameterschatzungen der Haupteffekte und ihre Unsicherheit
ist etwas heikel: Wegen des treatment codings bezieht sich die Schatzung von 0.53 fiir
Dragan eben nur auf Fille, in denen kein Codeswitching vorliegt. Fiir die entsprechende
Schitzung fiir Fille mit Codeswitching muss man eben die Interaktion berticksichtigen:
0.53 — 0.93 = —0.40.

Die Interpretation der Interaktion und ihre Unsicherheit ist einfacher: Der Effekt von
Codeswitching ist wesentlich gravierender fiir Dragan als fiir Luca (ndmlich 0.93 Punk-
te). (Oder, umgekehrt: Der Effekt der Absenz von Codeswitching ist 0.93 Punkte positi-
ver fiir Dragan als fiir Luca.) Es gibt zwar ziemlich viel Unsicherheit {iber diesen Effekt,
aber nach einer saloppen Interpretation des Konfidenzintervalls (siehe Abschnitt
auf Seite 78) scheint die Richtung dieses Effekts klar zu sein, liegt das Intervall doch
komplett im negativen Bereich.

In Kapitel §haben wir die Ergebnisse der Modellierung grafisch dargestellt und die Un-
sicherheit mit einem Konfidenzband veranschaulicht. Dies kénnen wir fiir diese Model-
lierung (und {ibrigens auch fiir die Modellierungen aus dem letzten Kapitel) machen.
Das Késtchen zeigt, wie man diesen fakultativen Schritt ausfithren kann. Uberspringen
Sie es bei der ersten Lektiire.

Modelle visualisieren. Die Idee ist, dass die vom Modell ‘vorhergesagten” Werte
(Yy) und die Unsicherheit um diese Werte dargestellt werden. Es gibt zwar ein paar
R-Funktionen, mit denen man dies automatisch machen kann (siehe [Fox] 2003),
aber da es ein Ziel dieses Kurses ist, Statistik zu demystifizieren, wird hier gezeigt,
wie man solche Grafiken selber erzeugen kann.

Schritt 1: Wir kreieren einen neuen Datensatz, der die Kombinationen der Pradik-
torwerte enthilt, fiir die wir die y-Werte zeichnen wollen. Die expand.grid()-
Funktion ist hierfiir besonders praktisch, denn sie kreiert einen Datensatz, in dem
alle Kombinationen der Variablen vorkommen:
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neue_daten <- expand.grid(Name = c("Dragan", "Luca"),
CS = c(llmitll’ Ilohnell))
neue_daten

## Name CS
## 1 Dragan mit
## 2 Luca mit
## 3 Dragan ohne
## 4  Luca ohne

Schritt 2: Im Modell arbeiten wir mit Dummy-Variablen. Diese miissen wir dem
neuen Datensatz hinzufiigen. Geben Sie dabei den Dummy-Variablen den gleichen
Namen wie bei der Modellierung.

neue_daten$Dragan <- ifelse(neue_daten$Name == "Dragan", 1, 0)
neue_daten$MitCS <- ifelse(neue_daten$CS == "mit", 1, 0)
neue_daten$DraganMitCS <- neue_daten$Dragan * neue_daten$MitCS
neue_daten

#i#t Name CS Dragan MitCS DraganMitCS
## 1 Dragan mit 1 1 1
## 2 Luca mit 0 1 0
## 3 Dragan ohne 1 0 0
## 4  Luca ohne 0 0 0

Schritt 3: Fligen Sie mit der predict()-Funktion die modellierten y-Werte hinzu.
In diesem Fall sind diese y-Werte den Zellenmitteln gleich.

neue_daten$Mittel <- predict(potenzial.lm, newdata = neue_daten)
neue_daten

#it Name CS Dragan MitCS DraganMitCS  Mittel
## 1 Dragan mit 1 1 1 2.964286
## 2  Luca mit 0 1 0 3.363636
## 3 Dragan ohne 1 0 0 3.627451
## 4  Luca ohne 0 0 0 3.093750

Schritt 4: Fligen Sie mithilfe der predict ()-Funktion die Limiten des erwiinschten
Konfidenzintervalls hinzu. Dazu muss man spezifizieren, dass man sich ein Konfi-
denzintervall wiinscht und das Konfidenzniveau spezifizieren. Wie Sie sehen, ge-
niert diese Funktion eine Matrize, deren zweite Spalte (lwr) die untere Limite und
deren dritte Spalte (upr) die obere Limite enthalten:
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ki_limiten <- predict(potenzial.lm, newdata = neue_daten,
interval = "confidence", level = 0.95)
ki_limiten

## fit lwr upr
## 1 2.964286 2.651757 3.276815
## 2 3.363636 3.114325 3.612948
## 3 3.627451 3.395880 3.859022
## 4 3.093750 2.801406 3.386094

Diese Limiten fiigen wir dann dummy_data hinzu:

neue_daten$KI_unten <- ki_limiten[, 2]
neue_daten$KI_oben <- ki_limiten[, 3]

neue_daten

## Name CS Dragan MitCS DraganMitCS  Mittel KI_unten
## 1 Dragan mit 1 1 1 2.964286 2.651757
## 2 Luca mit 0 1 0 3.363636 3.114325
## 3 Dragan ohne 1 0 0 3.627451 3.395880
## 4 Luca ohne 0 0 0 3.093750 2.801406

H#H# KI_oben
## 1 3.276815
## 2 3.612948
## 3 3.859022
## 4 3.386094

Schritt 5: Stellen Sie die Werte in Mittel als Punkte dar und zeichnen Sie anhand
der Konfidenzlimiten Intervalle um sie. Wenn Sie die vier #-Zeichen entfernen,
werden auch noch die Rohdaten gezeichnet.

ggplot(neue_daten,

aes(x = Name,
y = Mittel)) +
# geom_point(data = d,
# shape = 1, colour = "grey",
# aes(y = Potenzial),
# position = position_jitter(width = 0.2, height = 0)) +

geom_point() +
geom_linerange(aes (ymin
ymax
facet_grid(. ~ CS) +
ylab("Mittel Potenzial\n(95% Konfidenzintervall)")

KI_unten, # untere Limite
KI_oben)) + # obere Limite
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Wir hitten auch direkt auf der Basis der Zellenmittel und -standardabweichungen
Konfidenzintervalle berechnen kénnen, und zwar wie folgt:

summary_berthele <- summary_berthele %>%
mutate(SE = StdAb / sqrt(n)) %>%
mutate(KI_unten = Mittel + qt(0.025, df = n-1)*SE) %>%

mutate(KI_oben = Mittel + qt(0.975, df = n-1)*SE)
summary_berthele

## # A tibble: 4 x 8
## # Groups: Name [2]

##  Name CS n Mittel StdAb SE KI_unten KI_oben
##  <chr> <chr> <int> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
## 1 Dragan mit 28 2.96 0.881 0.167 2.62 3.31
## 2 Dragan ohne 51 3.63 0.692 0.0969 3.43 3.82
## 3 Luca mit 44 3.36 0.942 0.142 3.08 3.65
## 4 Luca ohne 32 3.09 0.856 0.151 2.79 3.40

Der Grund, weshalb die Konfidenzintervalle in neue_daten und die in summary_berthele
nicht identisch sind, ist, dass erstere von einem Modell abgeleitet wurden, das da-
von ausgeht, dass die Restfehler in jeder Zelle die gleiche Streuung hat. Letzte-
re wurden direkt von den Standardabweichungen in den Zellen abgeleitet. Wenn
der Restfehler in jeder Zelle tatsdchlich (in der Population) die gleiche Streuung
hat, liefert das Modell die besseren Konfidenzintervalle, da fiir die Schitzung der
Streuung der Restfehler alle Datenpunkte zur Verfiigung berticksichtigt wurden.

Weitere hoffentlich niitzliche Links:
* Blogeintrag Tutorial: Plotting regression models (23.4.2017)
* Blogeintrag Tutorial: Adding confidence bands to effect displays| (12.5.2017)

e http://socviz.co/modeling.html#get-model-based-graphics-right



http://janhove.github.io/reporting/2017/04/23/visualising-models-1
http://janhove.github.io/reporting/2017/05/12/visualising-models-2
http://socviz.co/modeling.html#get-model-based-graphics-right
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Abbildung 10.5: Diagnostische Plots fiir das potenzial.lm-Modell.

10.2 Annahmen iiberpriifen

Da auch dieses Modell ein Beispiel eines allgemeinen linearen Modells ist, hat es die
gleichen Annahmen wie die Modelle aus den letzten Kapiteln: Unabhéngigkeit, Nor-
malitdt und Homoskedastizitat. Die Beschreibung von Berthele (2012) 1dsst vermu-
ten, dass Unabhédngigkeit gegeben ist. Mit plot (potenzial.lm) konnen diagnostische
Plots erzeugt werden, mit denen die Normalitdts- und Homoskedastizititsannahmen
eingeschitzt werden konnen, siehe Abbildung

Die ‘Treppchen’ in der Grafik rechts oben zeigen, was wir schon wussten, ndmlich dass
die Potenzialbeurteilungen ziemlich grobkornig sind. Normalverteilte Variablen sind
im Prinzip unendlich feinkdrnig und kénnen ausserdem theoretisch von —oo bis co
reichen. Diese Daten sind aber theoretisch beschrankt zwischen 1 und 6. Erfahrungs-
gemadss weiss ich, dass solche Abweichungen von den theoretischen Annahmen wenig
ausmachen, wenn die Datenmenge ausreichend ist, aber im Zweifelsfall konnen Sie
die Konfidenzintervalle mit einer Methode iiberpriifen, die weniger Annahmen macht:
dem Bootstrap. Das fakultative Késtchen zeigt wie.

Konfidenzintervalle mit dem Bootstrap iiberpriifen. Das Prinzip hinter dem Boot-
strap wurde bereits mehrmals erklart. Die letzten paar Male haben wir es erlaubt,
dass Restfehler aus der einen Zelle/Kondition in der Bootstrapstichprobe in der an-
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deren Zelle/Kondition auftauchen. Dies entsprach der Homoskedastizitdtsannahme
des allgemeinen linearen Modell. Aber wir konnen dies auch verhindern, indem
wir die Bootstrapstichprobe so gestalten, dass Datenpunkte in einer bestimmten
Zelle nur in der gleichen Zelle ‘rezykliert’” werden. Jede Zelle sollte gleich gross
sein wie in der ursprunglichen Stichprobe.

xtabs(~ Dragan + MitCS, data = d)

## MitCS
## Dragan 0 1
#i# 0 32 44
#i#t 1 51 28

bs_dat <- d %>%
group_by(Dragan, MitCS)
sample_frac(replace = TRUE

xtabs(~ Dragan + MitCS, data = bs_dat)

#i#t MitCS
## Dragan 0 1
#i#t 0 32 44
## 1 51 28

Den Bootstrap konnen wir wie gehabt durchfiihren.
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# Anzahl Bootstrapstichproben definieren
runs <- 20000

# Matrize flr Parameterschatzungen
bs_beta <- matrix(nrow = runs, ncol = 4)

# For-loop flr Bootstraps
for (i in 1l:runs) {
bs_dat <- d %>%
group_by(Dragan, MitCS) %>%
sample_frac(replace = TRUE)
bs_mod <- lm(Potenzial ~ Dragan + MitCS + DraganMitCsS,
data = bs_dat)
# Zeile der Matrize fillen.
# 1. Spalte = intercept; 2. Spalte, Dragan;
# 3. Spalte = MitCS; 4. Spalte: Interaktion
bs_beta[i, ] <- coef(bs_mod)

}

Die Verteilungen der Bootstrapschdtzungen konnen grafisch dargestellt werden;
siehe Seite fiir eine Erklarung der Befehle. Bemerken Sie, dass die Verteilung
der Schitzungen fiir den Schnittpunkt Liicken aufzeigt: Der Schnittpunkt erfasst
das Mittel der 32 Beurteilungen fiir Luca ohne Codeswitches. Da diese Beurteilun-
gen aber grobkornig sind, gibt es Werte, die gar kein Mittel dieser Beurteilungen
sein konnen.

bs_beta <- data.frame(bs_beta)
# und Spalten umbenennen
colnames (bs_beta) <- c("BO: Schnittpunkt", "Bl: Dragan",
"B2: Codeswitches", "B3: Interaktion")

# Grafik zeichnen

bs_beta %>%
gather(key = Parameter, value = Estimate) %>%
ggplot(aes(x = Estimate)) +
geom_histogram(fill = "lightgrey", col = "black", bins = 50) +
facet_wrap(~ Parameter, scales = "free", ncol = 2) +
xlab("Bootstrapschatzung") +
ylab("Anzahl")
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Auch ohne die Annahme, dass die Restfehler aus einer Normalverteilung stammen
und dass sie in jeder Zelle die gleiche Streuung haben, erhalten wir grundsétzlich
die gleichen Konfidenzintervalle um die geschétzten Parameter.

apply(bs_beta, 2, quantile, probs = ¢(0.025, 0.975))

#i#t BO: Schnittpunkt Bl: Dragan B2: Codeswitches
## 2.5% 2.8125 0.1936275 -0.1221591
## 97.5% 3.3750 0.8780637 0.6761364
## B3: Interaktion
## 2.5% -1.4777997
## 97.5% -0.3940534

10.3 Interaktionen zwischen einem kontinuierlichen und ei-
nem binaren Pradiktor

Manchmal stésst man auf Studien, in denen untersucht wird, ob der Zusammenhang
eines kontinuierlichen Pradiktors mit dem outcome von Gruppe zu Gruppe variiert.
Auch diese Art Fragestellung betrifft die Interaktion von zwei Variablen: einer konti-
nuierlichen und einer kategorischen.

Lieber ein einziges Modell als viele kleine. Um den Zusammenhang zwischen
einem kontinuierlichen Pradiktor und dem outcome in unterschiedlichen Gruppen
zu vergleichen, analysieren viele Forschende ihre Daten in separaten Modellen (ei-
nem Modell pro Gruppe). Wenn wir spéter iiber Signifikanztests sprechen, wird
klar werden, wieso dies in der Regel eine schlechte Idee ist (siehe auch Gelman &
Stern), 2006; [Nieuwenhuis et al., 2011). Es ist besser die unterschiedlichen Pradik-
toren und ihre Interaktionen in einem Modell zu analysieren, denn so erhélt man
Parameterschiatzungen fiir die Interaktionen und Indizien iiber die Unsicherheit
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dieser Schdtzung. Wenn man die Gruppen in separaten Modellen analysiert, erhdlt
man keine solchen Unsicherheitsmasse, und entsprechend wird die Unsicherheit
uiber die Interaktionen in solchen Fillen fast ausnahmslos unterschitzt.

(Dieses Problem stelle ich in gefiihlt einer von drei Studien, die ich lese, fest.)

Leider habe ich keinen Zugriff auf Datensitze, die eine solche Forschungsfrage behan-
deln und sinnvoll mit dem allgemeinen linearen Modell analysiert werden kénnen. Um
das Vorgehen zu illustrieren, versuche ich hier mit den Daten aus meiner Diss (siehe
Ubungen Kapitel die etwas banale Frage, ob gute Englischkenntnisse beim Erkennen
von gesprochenen Kognaten fiir Manner und Frauen unterschiedlich niitzlich sind, zu
beantworten.

cognates <- read_csv("Data/vanhove2014_cognates.csv")
background <- read_csv("Data/vanhove2014_background.csv")
d <- cognates %>%

left_join(background)
head(d)

## # A tibble: 6 x 11
##  Subject Sex CorrectWritten CorrectSpoken FirstBlock

#it <dbl> <chr> <dbl> <dbl> <chr>

## 1 64 fema~ 25 23 Spoken
## 2 230 male 26 12 Spoken
## 3 527 male 15 9 Spoken
## 4 550 fema~ 24 22 Spoken
## 5 552 fema~ 18 17 Spoken
## 6 675 male 22 20 Spoken
## # ... with 6 more variables: Age <dbl>, NrLang <dbl>,
## # DS.Span <dbl>, WST.Right <dbl>, Raven.Right <dbl>,
## # English.Overall <dbl>

10.3.1 Grafische Darstellung

Abbildung|[10.6| hebt hervor, dass man nie blind herumrechnen sollte.

ggplot(d,
aes (x English.Overall,
y = CorrectSpoken)) +
geom_point(shape = 1) +
facet_grid(. ~ Sex)

Abbildung zeigt, dass es sowohl fiir Médnner als auch fiir Frauen einen positi-
ven Zusammenhang zwischen der Kognatiibersetzungsleistung und der Leistung beim
Englischtest gibt.
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Abbildung 10.7: Fiir sowohl Méanner als auch Frauen gibt es einen positiven Zusammen-
hang zwischen der Leistung beim Englischtest und bei der Kognatiibersetzung.

d <- d %>%

filter(English.Overall != -9999)
ggplot(d,
aes(x = English.Overall,

y CorrectSpoken)) +
geom_point(shape = 1) +
facet_grid(. ~ Sex) +
xlab("Leistung Englischtest") +
ylab("Richtige Ubersetzungen\n(gesprochene Kognate)")

10.3.2 Modellierung

Die Modellierung verlduft analog zur vorherigen. Da es in der Stichprobe mehr Frauen
als Méanner gibt, kodiere ich Frauen als 0 und Ménner als 1, aber das macht eigentlich
nichts aus. Die Variable English.Overall ist bereits zentriert um 0, sodass wir dies
nicht mehr machen miissen.
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d$Mann <- ifelse(d$Sex == "male", 1, 0)

Auch in diesem Fall bezieht sich der geschitzte Parameter fiir die Interaktion auf das
Produkt der beiden Pradiktoren. Aber R wird dies automatisch machen.

kognat.lm <- m(CorrectSpoken ~ English.Overall * Mann,
data = d)
kognat.lm

##

## Call:

## Im(formula = CorrectSpoken ~ English.Overall * Mann, data = d)
##

## Coefficients:

## (Intercept) English.Overall
#i#t 17.1453 1.5920
#it Mann English.Overall:Mann
#i#t -1.4923 0.1281

Interpretation der Schatzungen:

o B\O: Die (modellierte) durchschnittliche Kognatiibersetzungsleistung einer Frau
mit einem Englischergebnis von 0 (hier: dem Stichprobenmittel). (Etwa 17 Punk-
te.)

o a: Wie viel besser schneidet (laut dem Modell) eine Frau im Schnitt ab, wenn sie
ein Englischergebnis von 1 statt von 0 hat? (Etwa 1.6 Punkte besser.)

o B;: Wie viel besser schneidet (laut dem Modell) ein Mann im Schnitt ab, wenn
er ein Englischergebnis von 0 hat, verglichen mit einer Frau mit dem gleichen
Englischergebnis? (Etwa 1.5 Punkte schlechter.)

. [/3;: Wie viel ‘niitzlicher’ ist ein Englischergebnis von 1 als eins von 0 fiir einen
Mann als fiir eine Frau? (Etwa 0.1 Punkt beim Kognatsiibersetzungstest ntitzli-
cher.)

10.3.3 Unsicherheit einschitzen

summary (kognat.lm)

##

## Call:

## Im(formula = CorrectSpoken ~ English.Overall * Mann, data = d)
#it

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -11.2831 -2.8664 0.8951 2.6657 11.4299
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##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 17.1453 0.4581 37.429 < 2e-16
## English.Overall 1.5920 0.2540 6.268 3.42e-09
## Mann -1.4923 0.6888 -2.167 0.0318
## English.Overall:Mann 0.1281 0.3571 0.359 0.7204
##

## Residual standard error: 4.265 on 156 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.3922,Adjusted R-squared: 0.3806
## F-statistic: 33.56 on 3 and 156 DF, p-value: < 2.2e-16

confint(kognat.lm, level = 0.9)

#i# 5% 95 %
## (Intercept) 16.3873697 17.9033078
## English.Overall 1.1717316 2.0122668
## Mann -2.6319403 -0.3525918

## English.Overall:Mann -0.4628086 0.7189338

Hinsichtlich unserer banalen Frage zeigt das Konfidenzintervall fiir die Interaktion,
dass Englischkenntnisse in dieser Stichprobe zwar niitzlicher fiir Mdnner scheinen als
tir Frauen, aber die Unsicherheit ist so gross, dass das Muster auch mit einem negati-
ven oder ungefahren Nullergebnis kompatibel ist.

10.3.4 Annahmen iiberpriifen

Die Annahmen werden auf die gleiche Art und Weise iiberpriift als in den letzten Ab-
schnitten und Kapiteln. Das Vorgehen wird hier nicht gezeigt, da die Frage derartig
banal ist und [Vanhove|(2014) die Daten ohnehin in einem angemesseren Modell analy-
siert hat (im Hinblick auf leicht weniger banale Fragen).

10.3.5 Modell visualisieren

Um das Modell zu visualisieren, kann die Technik, die im fakultativen Kéastchen oben
erklart wurde, verwendet werden. Diese wird hier im Telegrammstil wiederholt. Das

Ergebnis ist Abbildung|10.8]

neue_daten <- expand.grid(Sex = c("male", "female"),
English.Overall = unique(d$English.Overall))
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# neue_daten

# Dummy-Variable kodieren
neue_daten$Mann <- ifelse(neue_daten$Sex == "male", 1, 0)

# y-hat-Werte hinzufiigen
neue_daten$yhat <- predict(kognat.lm, newdata = neue_daten)

# Konfidenzlimiten hinzufigen: hier sowohl 80% als auch 95%
limiten80 <- predict(kognat.lm, newdata = neue_daten,

interval = "confidence", level = 0.80)
limiten95 <- predict(kognat.lm, newdata = neue_daten,
interval = "confidence", level = 0.95)

neue_daten$ki_unten80 <- limiten80[, 2]
neue_daten$ki_oben80 <- limiten80[, 3]
neue_daten$ki_unten95 <- limiten95[, 2]
neue_daten$ki_oben95 <- limiten95[, 3]
# Ergebnis inspizieren (nicht gezeigt)
# head(neue_daten)

# Grafik zeichnen
ggplot(neue_daten,
aes(x = English.Overall,
y = yhat)) +
geom_ribbon(aes(ymin = ki_unten95,
ymax = ki_oben95),
fill = "lightgrey") +
geom_ribbon(aes(ymin = ki_unten80,
ymax = ki_oben80),
fill = "darkgrey") +
geom_line() +
## Eventuell Datenpunkte hinzufiligen
# geom_point(data = d,

# Shape = 1,
# aes(x = English.Overall,
# y = CorrectSpoken)) +

facet_grid(. ~ Sex) +
xlab("Ergebnis Englischtest") +
ylab("Durchschnittliche Leistung\nKognatibersetzen")

10.4 Komplexere Interaktionen

Im Prinzip ist es auch moglich, Interaktionen zwischen zwei kontinuierlichen Pradikto-
ren dem Modell hinzuzufiigen. Diese Moglichkeit wird in diesem Skript nicht bespro-
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Abbildung 10.8: Visualisierung des kognat.lm-Modells mit 80%- und 95%-
Konfidenzbandern.

chen; siehe aber meinen Blogeintrag [nteractions between continuous variables (26.6.2017).
Fiir ein ausfiihrlicheres Beispiel, siehe Vanhove & Berthele|(2017).

Auch Interaktionen zwischen drei oder mehr Pradiktoren konnen modelliert werden.
Solche Félle werden hier nicht behandelt, da ich erstens keinen Zugriff auf einen geeig-
neten Datensatz habe und da solche dreifache, vierfache usw. Interaktionen oft schwie-
rig zu erkldren sind, wenn man sich nicht bereits mit der Forschungsliteratur auskennt.
Fiir ein Beispiel einer dreifachen Interaktion, siehe Bialystok et al. (2004) (Interakti-
on zwischen Alter (jung-alt), Kongruenz (kongruent-inkongruent) und Sprachgruppe
(monolingual-bilingual) auf Reaktionsgeschwindigkeit)EI Bialystok et al.|analysierten
ihre Daten iibrigens nicht mit dem allgemeinen linearen Modell, da es Abhédngigkeiten
in den Daten gab: Die Versuchspersonen wurden sowohl in der kongruenten als auch
in der inkongruenten Kondition getestet.

10.5 Zur Interpretation von Interaktionen und Haupteffekten

Es kann schwierig sein, Haupteffekte zu interpretieren, wenn eine Interaktion vorliegt;
am besten basiert man sich hierbei auf einer Grafik. Bei etwa dem Datenmuster in Ab-
bildung waire es vorschnell zu sagen, dass der outcome im Schnitt hoher ist bei A
als bei B (Haupteffekt von A vs. B) oder dass er hoher ist bei Y als bei X (Haupteffekt
von X vs. Y), auch wenn das Modell beide Haupteffekte belegen wiirde: Der Punkt ist ja
dass es nur einen Unterschied zu geben scheint, wenn A und Y gleichzeitig vorkommen
(Interaktion zwischen AB und XY).

Zur Interpretation von non-cross-over interactions, sieche Wagenmakers et al. (2012a).
Zusammengefasst: Eine Interaktion in der gemessenen Variablen (z.B. Reaktionsge-

*Wie|Abelson|(1995) erklart, kénnen Interaktionen oft weggerechnet werden. Zum Beispiel hétten Bia-
lystok et al.|(2004) fiir jede Versuchsperson den Unterschied zwischen den kongruenten und inkongruen-
ten Reaktionszeiten berechnen konnen und dann die zweifachen Interaktion zwischen Alter und Sprach-
gruppe untersuchen konnen. Das Ergebnis wire genau gleich gewesen, aber die Analyse einfacher und
wohl verstandlicher.


http://janhove.github.io/analysis/2017/06/26/continuous-interactions

Kapitel 10. Interaktionen 170

X Y
100 4 ° °
2 [
'(% 75 o
= ol ©
a o |
> 504 °
q) > o .
(@] | )
D 254 Q
o
3 ®o|
< o °
2 °
25+ °, : : °,
A B A B

Kondition

Abbildung 10.9: In diesem simulierten Datensatz gibt es zwar Haupteffekte von A vs. B
und von X vs. Y, aber eigentlich schneidet nur die Gruppe mit A und Y wesentlich besser
ab.

schwindigkeit) muss nicht zwingend darauf hindeuten, dass eine Interaktion im hin-
terliegenden Konstrukt (z.B. kognitiver Kontrolle) vorliegt.

Mangels geeigneter Datensdtze gibt es in diesem Kapitel keine praktischen Aufgaben
mit neuen Datensédtzen.



Kapitel 11

Mehrere Pradiktoren in einem
Modell

Wie wir es bereits in den letzten zwei Kapiteln gesehen haben, kann das allgemeine li-
neare Modell gut mit mehreren Pradiktoren umgehen. Von der Berechnung her dndert
sich hierbei eigentlich nichts. In diesem Kapitel schauen wir uns zwei typische Situatio-
nen an, in denen es sich lohnt, mehrere Priadiktoren in einem Modell zu berticksichti-
gen: (a) wenn man den Einfluss mehrerer Pradiktoren gleichzeitig untersuchen méchte
und dabei auch Zusammenhinge zwischen den Pradiktoren beriicksichtigen mochte
und (b) wenn man die Unsicherheit in der Parameterschitzung eines Pradiktors ver-
ringern mochte, indem man die Fehlervarianz anhand weiterer Pradiktoren reduziert.
Beide Situationen tiberlappen in der Praxis tibrigens t')ftersEI

11.1 Den Einfluss mehrerer Priadiktoren gleichzeitig untersu-
chen

Als Beispiel fiir diesen Verwendungszweck schauen wir uns wieder die Kognatsiiber-
setzungsdaten von Vanhove| (2014) an. Wir lesen zunichst sowohl die Ubersetzungs-
als auch die Hintergrundsdaten ein. Diese werden dann mit left_join () miteinander
kombiniert. In der English.Overall-Spalte (Ergebnis bei einem Englischtest) steht der
Wert —9999 fiir fehlende Angaben; diese werden hier geldscht. Eine Versuchsperson hat
in der WST.Right-Spalte (Ergebnis bei einem deutschen Wortschatztest) einen Wert von
0; auch dieser steht eigentlich fiir eine fehlende Angabe und wird daher gelbscht

cognates <- read_csv("Data/vanhove2014_cognates.csv")
background <- read_csv("Data/vanhove2014_background.csv")

'Fiir Verwendungszweck (a) wird oft den Begriff mehrfache Regression verwendet; fiir Zweck (b) ANCO-
VA (analysis of covariance; Kovarianzanalyse). Die verwendeten Modelle sind aber gleich.

2Es bestehen raffiniertere Methoden, um mit fehlenden Angaben umzugehen. Eine Einfiihrung findet
sich bei/Graham| (2009); siehe auch |[Honaker et al.| (2011).

171



Kapitel 11. Mehrere Pradiktoren in einem Modell 172

c c

g g 8 8 g 5

2 2 o 2 2

T T 8 8 oo 52 T

g9 g8 %% o g | B2 g9

(2] (2] g 8 2} (2}

L O o O v O v O

23 25 |o o 245 23

D g D ¢ 8 o D g D q

o © @ 10+ o O o O

o2 ol 8 ol o2

k=] = o o o k=] k=]

< ey o ey =

L = o Q L

14 14 o 14 14

2 4 6 8 10 20 30 40 -5.0 -2.5 0.0 2.5
Digit-Span riickwarts Wortschatztest Deutsch Englischtest

Abbildung 11.1: Zusammenhénge zwischen Anzahl richtiger Ubersetzungsversuche und
vier Pradiktoren.

d <- cognates %>%
left_join(background) %>%
filter(English.Overall != -9999) %>%
filter (WST.Right != 0)

Abbildung zeigt vier Streudiagramme fiir den Zusammenhang zwischen der An-
zahl richtiger Ubersetzungen in der gesprochenen Modalitit einerseits und den Pradik-
toren Raven.Right (Ergebnis bei einem Intelligenztest), DS.Span (Ergebnis bei einem
Arbeitgedéchtnistest), WST.Right und English.Overall andererseits. Die Befehle, um
diese Streudiagramme zu zeichnen, werden hier nicht gezeigt.

Man konnte jetzt zwar vier unterschiedliche Modelle (eins fiir jeden Pradiktor) kreieren
und sich diese getrennt anschauen. Aber das Problem mit diesem Ansatz ist, dass diese
vier Modelle zum Teil die gleiche Information ausdriicken wiirden: Was Abbildung[11.]]
ndmlich nicht zeigt, ist, dass die Pradiktoren miteinander korrelieren. Dies wird deut-
lich aus der Steudiagrammmatrize in Abbildung die mit dem pairscor.fnc()-
Befehl aus dem languageR-Package gezeichnet wurde. Dieses Package miissen Sie ggf.
noch installieren.

d %>%
select(CorrectSpoken, WST.Right,
Raven.Right, DS.Span) %>%
languageR: :pairscor.fnc()

English.Overall,

Aus der Streudiagrammmatrize geht hervor, dass etwa die Pradiktoren English.Overall
und Raven.Right miteinander korreliert sind (r = 0.42). Wenn wir also in dem einen
Modell einen Zusammenhang zwischen English.0Overall und dem outcome feststel-
len, dann ist bereits zu erwarten, dass wir auch im anderen Modell einen Zusammen-
hang zwischen Raven.Right und dem outcome feststellen werden, denn wer beim
einen Pradiktor gut abschneidet, tendiert dazu, auch beim anderen gut abzuschneiden.
Um besser einschitzen zu kdnnen, welchen Zusammenhang jeder Pradiktor unabhin-
gig von den anderen Pradiktoren auf den outcome hat, kann man die unterschiedlichen
Pradiktoren alle in einem Modell beriicksichtigten.

Bevor ich die vier Pradiktoren in ein Modell giesse, zentriere ich diese — d.h., ich ziehe
das jeweilige Stichprobenmittel von ihren Werten ab. Dadurch wird das (Intercept)
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Abbildung 11.2: Eine Streudiagrammmatrize. Das Streudiagramm in der 3. Zeile, 5. Spalte,
etwa, zeigt den Zusammenhang zwischen den Variablen DS.Span und English.Overall;
die Zahlen in der 5. Zeile, 3. Spalte sind Pearsons Korrelationskoeffizient (r) und Spearmans
Rangkorrelationskoeffizient (rs) fiir diesen Zusammenhang.
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einfacher interpretierbar als die modellierte durchschnittliche Ubersetzungsleistung von
(imagindren) Teilnehmenden, die bei allen berticksichtigen Pradiktoren beim Stichpro-
benmittel abschneiden. Dieser Wert entspricht ebenfalls dem Stichprobenmittel des out-
comes.

# Pradiktoren zentrieren

d$c.WST <- d$WST.Right - mean(d$WST.Right)

d$c.Englisch <- d$English.Overall - mean(d$English.Overall)
d$c.Raven <- d$Raven.Right - mean(d$Raven.Right)

d$c.DS <- d$DS.Span - mean(d$DS.Span)

Die Pradiktoren werden dem Modell hinzugefiigt und die geschdtzten Parameter und
ihre Standardfehler konnen wie gehabt abgefragt werden:

alles.lm <- lm(CorrectSpoken ~ c.WST + c.Englisch + c.Raven + c.DS,
data = d)
summary (alles.lm)

#i

## Call:

## lm(formula = CorrectSpoken ~ c.WST + c.Englisch + c.Raven + c.DS,
#i# data = d)

#

## Residuals:

#it Min 1Q Median 3Q Max

## -10.7373 -2.4169 0.8803 2.4921 13.1768

#t

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 16.47170 0.31817 51.770 < 2e-16
## c.WST 0.11615 0.05277 2.201 0.029218
## c.Englisch  1.03547 0.26144 3.961 0.000114
## c.Raven 0.23723 0.04645 5.107 9.54e-07
## c.DS -0.46507 0.30353 -1.532 0.127524
#it

## Residual standard error: 4.012 on 154 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.4689,Adjusted R-squared: 0.4551
## F-statistic: 34 on 4 and 154 DF, p-value: < 2.2e-16

Auch fiir dieses Modell kénnen die Konfidenzintervalle um die geschitzten Parameter
mit confint () berechnet werden:

# 80%-Konfidenzintervall, nur um zu zeigen,
# dass die traditionellere Wahl fir 95% rein arbitrar ist:
confint(alles.lm, level = 0.80)

#i#t 10 % 90 %
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##
##
##
##
##

(Intercept) 16.06218580 16.88121042
c.WST 0.04822997 0.18406084
c.Englisch 0.69897447 1.37196866
c.Raven 0.17744509 0.29701175
c.DS -0.85573404 -0.07440382

11.1.1 Die Parameterschitzungen interpretieren

Die geschatzten Parameter des obigen Modells konnen eigentlich genauso wie die ge-
schitzten Parameter der Modelle aus den letzten Kapiteln interpretiert werden:

1. Das geschitzte (Intercept) ist die vom Modell geschitzte durchschnittliche An-

zahl richtiger Antworten in der gesprochenen Modalitit fiir Teilnehmende, deren
Werte bei den vier Pradiktoren 0 sind. Da wir die vier Pradiktoren zentriert ha-
ben, ist dies also die geschdtzte Durchschnittsleistung von Teilnehmenden, die
bei allen vier Pradiktoren beim jeweiligen Stichprobenmittel abschneiden.

2. Die Schitzung von etwa 0.12 fiir den Pradiktor c.WST zeigt, dass das Modell

schitzt, dass Teilnehmende mit einem c.WST-Wert von 1 beim outcome im Schnitt
0.12 Punkte besser abschneiden als Teilnehmende mit einem c.WST-Wert von 0,
wenn ihre Werte bei den anderen Priidiktoren gleich sind. Das lasst sich auch aus der
Regressionsgleichung ableiten. Versuchspersonen, deren Pradiktorwerte tiberall
0 wiren, hitten laut dem Modell im Schnitt einen outcome-Wert von:

§ = 16.47 + (0.12 x 0) + (1.04 x 0) + (0.24 x 0) + (—0.47 x 0) = 16.47

Fiir Versuchspersonen mit einem c.WST-Wert von 1 aber sonst identischen Pra-
diktorwerten wire das Durchschnittsergebnis aber:

§ = 1647 + (0.12 x 1) + (1.04 x 0) + (0.24 x 0) + (—0.47 x 0) = 16.59

Beachten Sie, dass sich das Modell nicht dariiber dussert, ob dieser positive Zu-
sammenhang kausal ist oder anderen Faktoren zugeschrieben werden kann. Viel-
leicht schneiden Teilnehmende mit hoheren c.WST-Werten besser ab, etwa weil
ihr Bildungsstand hoher ist. Man kann Modelle natiirlich kausal interpretieren,
aber dies ist dann eben Interpretationssache—zeigen, dass es einen kausalen Zu-
sammenhang gibt, tut das Modell keineswegs.

3. Die Schitzung von etwa 1.04 fiir den Pradiktor c.Englisch zeigt ebenfalls, dass

das Modell schitzt, dass Teilnehmende mit einem c.Englisch-Wert von 1 beim
outcome im Schnitt 1.04 Punkte besser abschneiden als Teilnehmende mit einem
c.Englisch-Wert von 0, wenn ihre Werte bei den anderen Pridiktoren gleich sind.

Aber Vorsicht: Die Zahl 1.04 ist natiirlich zwar grosser als die Zahl 0.12, aber
dies heisst nicht unbedingt, dass c.Englisch einen stirkeren Zusammenhang
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mit dem outcome aufzeigt als ¢.WST. Die c.WST-Variable reicht von —26.2 bis 10.8;
die c.Englisch-Variable nur von —4.7 bis 2.7; die Pradiktoren sind also nicht ver-
gleichbar, und folglich auch die Parameterschiatzungen nicht. Siehe noch den Blo-
geintrag Which predictor is most important? Predictive utility vs. construct importance
(15.2.2017).

4. Auch die Schatzung fiir c.Raven ldsst sich so interpretieren. Unter sonst gleichen
Bedingungen wiirden Teilnehmende mit einem c.Raven-Wert von 1 im Schnitt 0.24
Punkte besser abscheiden als Teilnehmende mit einem c.Raven-Wert von 0. Ob
die Bedingungen sonst iiberhaupt gleich sein konnen, dariiber macht das Modell
aber keine Aussagen.

5. Die Schitzung fiir c.DS ist negativ (—0.47). Das Modell vermutet also, dass Teil-
nehmende unter sonst gleichen Bedingungen beim Ubersetzungstest im Schnitt schlech-
ter abschneiden wiirden, wenn sie hohere Werte beim DS . Span-Test haben. Dabei
gab es, wie es Abbildungen und zeigen, einen positiven Zusammen-
hang zwischen den Ergebnissen bei diesen beiden Tests. Dieser positive Zusam-
menhang diirfte aber durch die positiven Korrelationen zwischen DS.Span und
den anderen Pradiktoren bedingt sein: Wenn man diese im Modell beriicksichtigt,
bleibt kein positiver Zusammenhang zwischen dem outcome und DS. Span mehr
iibrig.

Aufgabe 1 Was wire laut dem Modell das durchschnittliche Ubersetzungsergebnis
von Teilnehmenden mit einem c.Raven-Wert von 12, deren sonstige Pradiktorwerte
dem jeweiligen Stichprobenmittel entsprechen?

Aufgabe 2 Was wire laut dem Modell das durchschnittliche Ubersetzungsergebnis
von Teilnehmenden mit einem c.Raven-Wert von 12 und einem c.Englisch-Wert von
—3, deren sonstige Pradiktorwerte dem jeweiligen Stichprobenmittel entsprechen?

Aufgabe 3 Was wire laut dem Modell das durchschnittliche Ubersetzungsergebnis
von Teilnehmenden mit einem Raven.Right-Wert (!) von 12, deren sonstige Pradiktor-
werte dem jeweiligen Stichprobenmittel entsprechen?

Kollinearitidt und ihre Konsequenzen. Eine wichtige Phrase in diesem Abschnitt
ist unter sonst gleichen Bedingungen. Insbesondere wenn die Pradiktoren stark mit-
einander korrelieren (also stark ‘kollinear’ sind), ist es moglich, dass die Bedingun-
gen sonst nie gleich sein konnen. Wenn die Pradiktoren also ziemlich stark mitein-
ander korrelieren, wird es schwieriger die Ergebnisse des Modells fiir bare Miinze
zu nehmen.

Diese Situation kann auch vorkommen, wenn unterschiedliche Pradiktoren (zum
Teil) voneinander abgeleitet worden sind. Zum Beispiel konnte man Textqualitéts-
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beurteilungen anhand von Texteigenschaften modellieren. Ein Pradiktor konnte
dann die Textlinge (Anzahl tokens) sein, ein anderer die Anzahl unterschiedlicher
Worter (types) im Text und noch ein anderer die Ratio der beiden (type—token ratio).
Das Modell wiirde problemlos die Koeffizienten fiir alle Pradiktoren schitzen, aber
es ist natiirlich nicht moglich, dass ein Text sich von einem anderen Text in der An-
zahl tokens unterscheidet, aber nicht in der Anzahl types und in der type—token ratio:
Unterscheidet sich die Anzahl tokens und ist die Anzahl types gleich, dann ist die
type—token ratio nattirlich auch eine andere!

Neben Interpretationsschwierigkeiten fiihrt starke Kollinearitdt auch dazu, dass
die Parameterschitzungen sich von Stichprobe zu Stichprobe stiarker unterschei-
den als wenn es keine Kollinearitit gegeben hitte. Dies zeigt sich in grosseren
Standardfehlern der Parameterschitzungen der von Kollinearitét betroffenen Pra-
diktoren. (Wenn zwei Pradiktoren stark miteinander korreliert sind, nicht aber mit
einem dritten Pradiktor, werden nur die Standardfehler der ersten beiden Parame-
terschatzungen vergrossern, nicht der Standardfehler der dritten Parameterschét-
zung.)

Das Ausmass an Kollinearitdt konnen Sie zum Teil bereits anhand einer Streudia-
grammmatrize einschétzen. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, sog. variance
inflation factors (VIF) zu berechnen. Diese driicken aus, wie viel variabler jede Pa-
rameterschatzung ist verglichen mit dem hypothetischen Fall, wo es keine Kolli-
nearitdt gegeben hétte. Ein VIF von 1 driickt aus, dass die Schidtzung nicht von
Kollinearitdt betroffen ist; ein VIF von 10 driickt aus, dass die Parameterschdtzung
10 Mal variabler ist, als wenn es keine Kollinearitidt gegeben hitte.

car::vif(alles.lm)

## c.WST c.Englisch c.Raven c.DS
##  2.173397 2.456164 1.401556  1.279809

Manche sprechen von starker Kollinearitdt ab VIF-Werten von 10, andere ab VIF-
Werten von 5; wie immer gibt es keinen nicht-arbitraren Schwellenwert. Mit einem
VIF-Hochstwert von 2.46 sind wir hier aber komplett im griinen Bereich. Und auch
wenn die VIF-Werte hoch gewesen wiéren, muss dies nicht zwangslaufig auf ein zu
behebendes Problem hinweisen:

Values of the VIF of 10, 20, 40, or even higher do not, by themselves,
discount the results of regression analyses, call for the elimination of
one or more independent variables from the analysis, suggest the use of
ridge regression, or require combining of independent variable[s] into
a single index. (O’Brien, 2007, Abstract)

Einleuchtend finde ich die folgende Behandlung:

[Clollinearity is not per se a statistical problem, but rather a problem
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for statistical analysis stemming from the state of the real world (i.e. in
the real world, it is rare for variables to be orthogonal [= unkorreliert]).
Since the problem, then, is not statistical in origin, it does not have a strictly
statistical solution. Collinearity is at base a problem about information. If
two factors are highly correlated, researchers do not have ready access
to much information about conditions of the dependent variables when
only one of the factors actually varies and the other does not. If we are
faced with this problem, there are really only three fundamental solu-
tions: (1) find or create (e.g. via an experimental design) circumstances
where there is reduced collinearity; (2) get more data (i.e. increase the
N size), so that there is a greater quantity of information about rare in-
stances where there is some divergence between the collinear variables;
or (3) add a variable or variables to the model, with some degree of in-
dependence from the other independent variables, that explain(s) more
of the variance of Y, so that there is more information about that which
is being modeled.

¢..)

Statistical “solutions,” such as residualization that are often used to ad-
dress collinearity problems do not, in fact, address the fundamental is-
sue, a limited quantity of information, but rather serve to obfuscate it. It is
perhaps obvious to point out, but nonetheless important in light of the
widespread confusion on the matter, that no statistical procedure can
actually produce more information than exists in the data. (York, 2012,
S. 1384, meine Hervorhebung)

Siehe auch Wurm & Fisicaro (2014).

11.1.2 Was heissen multiple R-squared und adjusted R-squared?

Eine der Zeilen im summary ()-Output, die wir bisher ignoriert haben, ist die Zeile mit
den Infos Multiple R-squared (R?) und Adjusted R-squared (Rgd].).

Die erste Zahl, R?, driickt aus, welchen Anteil der Varianz im outcome in dieser Stichpro-
be von der Regressionsgleichung erfasst wirdﬁ Die Varianz des outcomes betragt etwa
29.5:

var (d$CorrectSpoken)

## [1] 29.54192

Die Varianz der Modellresiduen betrdagt noch etwa 15.7:

30ft spricht man dabei dann von ‘erklérter Varianz’, aber das Modell erklért ja eigentlich nichts (das
ist den Forschenden {iiberlassen), sondern beschreibt nur.
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var(resid(alles.lm))

## [1] 15.68875

Von der Varianz in der outcome-Variablen bleibt also noch 22Z = 53% iibrig, wenn
man die linearen Zusammenhénge mit den vier Pradiktoren berticksichtigt. Mit ande-
ren Worten beschreibt das Modell 47% der Varianz im outcomef!

1 - var(resid(alles.lm)) / var(d$CorrectSpoken)

## [1] 0.4689326

Ein Problem mit R? ist, dass es nur grosser werden kann, wenn man dem Modell mehr
und mehr Pradiktoren hinzufiigt. Dies auch dann wenn diese Pradiktoren eigentlich
nicht mit dem outcome zusammenhéngen: Rein durch Zufall wird der geschitzte Re-
gressionskoeffizient fiir den Zusammenhang zwischen einem zusétzlichen, irrelevan-
ten Pradiktor und dem outcome in der Stichprobe nie ganz genau 0 sein. In der Stich-
probe beschreibt ein irrelevanter Pradiktor also immer noch ein bisschen Varianz im
outcome, auch wenn er dies in der Population nicht tut. Um dieses Problem vorzubeu-
gen, wird der R2-Wert manchmal nach unten korrigiert, und zwar mit dieser Formel:

(1-R*)(n—1)

2 — J—
Raclj_]‘ Tl—p—l

, (11.1)

wo n die Anzahl Datenpunkte ist und p die Anzahl Pradiktoren. In unserem Fall ergibt
dies also:

1 - (1 - 0.4689)%*(159 - 1)/(159 - 4 - 1)

## [1] 0.4551052

Selber bin ich kein grosser Fan von R? oder R2 di’ siehe Why reported R? values are often too
high (22.4.2016).

Was schitzt R? genau? Viele Forschende scheinen zu denken, dass R? ihnen sagt,
wie viel Varianz das geschitzte Regressionsmodell vermutlich in einer neuen Stich-
probe erfassen wird. Das stimmt aber nicht: R2 gj schatzt, wie viel Varianz ein dhnli-
ches Modell aber mit neuen Parameterschiitzungen in einer neuen Stichprobe erfassen
wird.

Die Vorhersagekraft eines Modells mit Kreuzvalidierung schitzen. R? sagt uns
nicht, wie gut das geschétzte Modell neue Daten vorhersagen kann, ohne das die
Parameterschiatzungen gedndert werden. Aber es gibt ein paar Moglichkeiten, um
die Vorhersagekraft eines Modells einzuschétzen; siehe Kuhn & Johnson| (2013, Ka-
pitel 4) und |Yarkoni & Westfall (2017). Hier wird eine solche Methode besprochen:

“Es gibt noch andere Berechnungsmethoden, aber diese ergeben beim allgemeinen linearen Modell alle
die gleiche Losung; siehe Kvalseth| (1985).


http://janhove.github.io/analysis/2016/04/22/r-squared
http://janhove.github.io/analysis/2016/04/22/r-squared
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leave-on-out cross-validation (LOOCV).

In Kreuzvalidierung allgemein ldsst man einen Teil des Datensatzes ausser Betracht
und schétzt man das Modell erneut. Dann verwendet man dieses neue Modell, um
die ausser Betracht gelassenen Daten vorherzusagen. Dann schaut man, wie stark
die Modellvorhersagen von den tatsdchlichen Beobachtungen abweichen. Dieses
Prozedere wiederholt man mehrmals. Die durchschnittliche Vorhersagekraft all
dieser Modelle gibt einem dann ein Indiz dartiber, wie gut das Modell, das auf
der Basis aller Daten geschatzt wurde, neue Daten vorhersagen wird. leave-on-out
cross-validation (LOOCV) ist eine Form von Kreuzvalidierung, in der man jeweils
einen Datenpunkt ausser Betracht ldsst.

Der Code unten bewirkt Folgendes:

1. Das Modell alles. lm wird mehrmals erneut berechnet, in dem jeweils einen
anderen Datenpunkt ausser Betracht gelassen wird. Es gibt 159 Datenpunkte
im Datensatz, also wird das Modell 159 Mal neu berechnet.

2. Jeder Datenpunkt wird ein Mal auf der Basis der Pradiktoren vorhersagt, und
zwar von dem Modell, in dem es nicht berticksichtigt wurde.

3. Der Unterschied zwischen den 159 Vorhersagen und tatsdchlichen Beobach-
tungen wird berechnet.

4. Anhand dieser Unterschiede werden die folgenden Masse der Vorhersage-
kraft geschétzt:

e der durchschnittliche (Mittel, Median) absolute Unterschied zwischen
den Vorhersagen und den Beobachtungen;

* der root mean square error (RMSE), d.h., die Wurzel des Mittels der qua-
drierten Unterschiede;

¢ die Varianz der Unterschiede;

* und davon abgeleitet: die von den Vorhersagen erfasste Varianz in den
Beobachtungen (vgl. R?).
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# Neue Spalte fir die Modellvorhersagen kreieren
# (im Moment leer)
d$loocv_Vorhersage <- NA

# 159 Mal 1 Datenpunkt auslassen, Modell fitten und Datenpunkt vorhernsagen
for (i in l:nrow(d)) {
# Modell ohne Datenpunkt 1
modell_ohne <- lm(CorrectSpoken ~ c.WST + c.Englisch + c.Raven + c DS,
data = d[-1i, 1)
# Vorhersage des 1. Datenpunkts
d$loocv_Vorhersage[i] <- predict(modell_ohne, newdata = d[i, ])

# Fehler berechnen
d$loocv_Fehler <- d$CorrectSpoken - d$loocv_Vorhersage

# Schatzung des durchschnittlichen absoluten Fehlers fiir neue Daten
mean (abs (d$loocv_Fehler)) # Mittel der absoluten Fehler

## [1] 3.24237
median(abs(d$loocv_Fehler)) # Median der absoluten Fehler
## [1] 2.572746

# Schatzung des RMSE
sqrt(mean(d$loocv_Fehler~2))

## [1] 4.094376

# Varianz der Fehler
var(d$loocv_Fehler)

## [1] 16.86993

# In den Beobachtungen war die Varianz etwa 29.5.
# (29.5-16.9)/29.5 = 0.43 ist also die von den Vorhersagen erfasste Warianz:
1 - var(d$loocv_Fehler)/var(d$CorrectSpoken)

## [1] 0.4289494

Es ist also zu vermuten, dass die Modellgleichung des ursprunglichen Modells
(alles.lm) neue Daten mit einem durchschnittlichen Fehler von etwa 3.2 Punkten
vorhersagen kann (Mittel der Fehler) und etwa 43% der Varianz in neuen Daten
erfassen kann. Diese letzte Zahl ist niedriger als die R*- und Rgdj-Werte, die das
Modell ausspuckt, aber beantwortet auch eine andere Frage (Wie gut kann dieses
Modell neue Daten vorhersagen? vs. Wie gut kann ein neu geschitztes Modell neue
Daten erfassen?)
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Partieller Effekt von c.WST (95%—Konfidenzband)
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Abbildung 11.3: Der “partielle’ (ceteris paribus) Effekt der c.WST-Variablen im Modell mit
seinem 95%-Konfidenzband. Defaultmaéssig fixiert das effects-Package fiir solche Gra-
fiken die anderen Pradiktoren bei ihrem Stichprobenmittel. Diese Grafik zeigt also, dass
laut dem Modell die durchschnittliche Anzahl richtiger Antworten von Versuchspersonen
mit einem c¢.WST-Wert von -20 und c.Englisch, c.Raven und c.DS-Werten von 0 (dem
jeweiligen Stichprobenmittel fiir diese Pradiktoren) bei knapp tiber 14 liegt.

Fiir mehr Informationen zum Einschétzen der Vorhersagekraft von Modellen, siehe
Harrell (2001, Kapitel 5), Kuhn & Johnson| (2013) und [Yarkoni & Westfall (2017).
Wichtig ist noch, dass dieses Verfahren davon ausgeht, dass die Datenpunkte alle
unabhéngig voneinander sind. Wenn dies nicht der Fall ist, lohnt es sich einen Blick

auf|Roberts et al.|(2017) zu werfen.

11.1.3 Die Ergebnisse visualisieren

Die Ergebnisse der Modellierung kann man grafisch darstellen. In den letzten Kapiteln
wurde bereits in optionalen Kastchen erklart, wie man dies fiir einfache (statt mehrfa-
cher) Regressionsmodelle und fiir Modelle mit Interaktionen von Hand machen kann.
Fiir mehrfache Regressionsmodelle gelten die gleichen Prinzipien. Man kann solche

Grafiken auch mit spezialisierten Funktionen zeichnen lassen—aber ich finde es trotz-

dem sinnvoll, dass Sie wissen, wie diese hinter den Kulissen funktionieren.

Ein Package, das solche spezialisierten Funktionen liefert, ist das ef fects-Package (sie-
he Fox} 2003). Abbildung zeigt das Ergebnis der folgenden Befehle und erklirt, wie

solche Grafiken zu interpretieren sind.

library(effects)
plot(effect("c.WST", mod = alles.lm),
ylab = "Anzahl richtiger Antworten",
main = "Partieller Effekt von c.WST (95%-Konfidenzband)")
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McElreath| (2016) nennt solche Grafiken counterfactual plots: Sie zeigen, wie sich (laut
dem Modell) der outcome dndert, wenn man die Werte eines Pradiktors variiert, oh-
ne dabei die Werte der anderen Priadiktoren zu dndern. Dies ist in der Realitit nicht

unbedingt moglich.

Ich finde das effects-Package ziemlich niitzlich, um schnell die Ergebnisse einer Mo-
dellierung zu visualisieren. Wenn man ein paar Details (inkl. dsthetische) selber einstel-
len mochte, finde ich es aber einfacher, sie von Hand zu zeichnen:

# Neuer Dataframe, in dem c.WST variiert,
# die anderen Pradiktoren aber nicht
# (fixiert beim Stichprobenmittel):
wst_df <- expand.grid(c.WST = seq(from = min(d$c.WST),
to = max(d$c.WST),
length.out = 100),
c.Englisch = mean(d$c.Englisch),
c.Raven = mean(d$c.Raven),
c.DS = mean(d$c.DS))
# wst_df anzeigen (hier nicht gemacht)
# wst_df

# Modellvorhersagen + Konfidenzintervalle (hier 90%)

wst_predict <- predict(alles.lm, newdata = wst_df,
interval = "confidence",
level = 0.90)

# cbind = Spalten (Columns) kombinieren
wst_df <- chbind(wst_df, wst_predict)

# wst_df anzeigen (hier nicht gemacht)
# wst_df

ggplot(wst_df,
aes(x = C.WST,

y = fit,

ymin = lwr,

ymax = upr)) +
geom_line() +
geom_ribbon(fill = "lightblue",

alpha = 0.5) + # je kleiner 'alpha', desto mehr Transparenz

xlab ("WST-Ergebnis\n(zentriert ums Stichprobenmittel)") +
ylab("Anzahl richtiger Antworten (gesprochen)") +
ggtitle("Modellierter Zusammenhang zwischen WST

und Anzahl richtiger Ubersetzungsversuche",

subtitle = "Trendlinie mit 90%-Konfidenzband")
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Modellierter Zusammenhang zwischen WST
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Abbildung 11.4: Der von Hand gezeichnete partielle Effekt fiir c.WST mit einem 90%-
Konfidenzband.

Die Pradiktoren im Modell wurden alle um ihr Stichprobenmittel zentriert, aber even-
tuell will man in der Grafik die Werte der ursprunglichen Variablen (nicht der zentrier-
ten) darstellen. Hierzu kann man dem neu kreierten Datensatz wst_df die ursprung-
lichen Pendants der zentrierten Werte hinzufiigen. Um die Werte zu zentrieren, haben
wir das Stichprobenmittel von ihnen abgezogen; um die Werte zu dezentrieren, zdh-
len wir das Stichprobenmittel wieder bei ihnen auf. Dann kann die Grafik gezeichnet
werden mit der dezentrierten Variablen auf der x-Achse. (Ergebnis hier nicht gezeigt.)

wst_df$WST <- wst_df$c.WST + mean(d$WST.Right)

ggplot (wst_df,
aes(x = WST,
y = fit,
ymin = lwr,
ymax = upr)) +
geom_line() +
geom_ribbon(fill = "lightblue",
alpha = 0.5) +
xlab("WST-Ergebnis") +
ylab("Anzahl richtiger Antworten (gesprochen)") +
ggtitle("Modellierter Zusammenhang zwischen WST und
Anzahl richtiger Ubersetzungsversuche",
subtitle = "Trendlinie mit 90%-Konfidenzband")

Fiir mehr Informationen, siehe etwa Tutorial: Adding confidence bands to effect displays
(12.5.2017).


http://janhove.github.io/reporting/2017/05/12/visualising-models-2
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Aufgabe 1 Zeichnen Sie solche Grafiken fiir einen anderen Pradiktor, und zwar mit
beiden Methoden.

Aufgabe 2 Fiigen Sie dem Modell den kategorischen Pradiktor Sex hinzu. Wie inter-
pretieren Sie den geschétzten Koeffizienten fiir diesen zusatzlichen Pradiktor?

Aufgabe 3 Zeichnen Sie auf der Basis des neuen Modells einen counterfactual plot fiir
den Pradiktor DS.Span (oder seine zentrierte Version c.DS) und erklaren Sie, was die
Trendlinie in dieser Grafik darstellt. (Ihre Antwort wird davon abhidngen, wie Sie im
vorigen Schritt genau vorgegangen sind.)

11.1.4 Ubung: Direktere und indirektere Zusammenhinge

Diese Aufgabe basiert auf einem leider fiktiven Datensatz, der zu Demonstrationszwe-
cken von Strobl et al. (2009) zusammengestellt wurde.

1. Lesen Sie den Datensatz readingSkills. csv ein. Die Spalte score enthalt (fikti-
ve) Ergebnisse bei einem Lesetest von 200 Kindern; die Spalte shoeSize enthalt
ihre Schuhgrosse.

2. Stellen Sie den Zusammenhang zwischen den Schuhgrossen und den Ergebnissen
beim Lesetest grafisch dar (Lesetestergebnisse als outcome).

3. Modellieren Sie diesen Zusammenhang in einem einfachen Regressionsmodell.
Wie interpretieren Sie die Ergebnisse dieser Analyse?

4. Fiigen Sie dem Modell jetzt die age-Variable als Pradiktor hinzu. Wie dndert sich
der Parameter fiir shoeSize? Wie erkldren Sie sich diese Verdnderung? (Tipp:
Stellen Sie auch einmal den Zusammenhang zwischen age und shoeSize grafisch
dar.)

Mehrfache Regression erlaubt es (oft), ‘direktere” von ‘indirekteren” Effekten zu
trennen. shoeSize und score variieren zwar zusammen, aber der Zusammen-
hang mit shoeSize lasst sich durch ihren gemeinsamen Zusammenhang mit age
erkldren: Altere Kinder haben grossere Fiisse und schneiden besser beim Lesetest
ab. Zugegebenermassen sind nicht alle Félle so eindeutig wie dieser; siehe auch
Controlling for confounding variables in correlational research: Four caveats (24.8.2015).
Ausfiihrliche Referenzen hierzu sind etwa |Christenfeld et al.[(2004) und Westfall &
Yarkoni! (2016).



http://janhove.github.io/design/2015/08/24/caveats-confounds-correlational-designs
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11.2 Mit Kontrollvariablen die Fehlervarianz senken

Die Genauigkeit, mit der ein Modellparameter geschdtzt wird, hdngt von der Daten-
menge und der Fehlervarianz ab. Dies zeigte sich bereits in der Formel zur Berechnung
des Standardfehlers eines Mittels (§E = %). Die Genauigkeit kann man also erhohen,
indem man mehr Daten sammelt oder indem man die Fehlervarianz senkt. Letzteres
kann man wiederum auf ein paar Arten und Weisen bewirken:

¢ indem man zuverldssigere Instrumente, die das Konstrukt, fiir das man sich in-
teressiert, genauer messen, verwendet;

¢ indem man den Einfluss von Storfaktoren auf die outcome-Variable im Design
der Studie reduziert. Wenn Alter ein moglicher Storfaktor wiare, konnte man zum
Beispiel nur Teilnehmende in einer bestimmten schmalen Altersspanne rekrutie-
ren. Hier muss man natiirlich eine Abwagung zwischen der Genauigkeit der Er-
gebnisse und ihrer Generalisierbarkeit machen.

¢ indem man den Einfluss von Storfaktoren, die man nicht von der Studie hat aus-
schliessen konnen, statistisch berticksichtigt.

Dieser Abschnitt ist der letzten Moglichkeit gewidmet. Zur Illustration dient der fiktive
readingSkills-Datensatz von Strobl et al. (2009) aus dem letzten Abschnitt. Diesmal
interessieren wir uns aber fiir den Unterschied in Lesekenntnissen zwischen L1- und
L2-SprecherInnen (nativeSpeaker).

1. Stellen Sie den Zusammenhang zwischen score und der Variablen nativeSpeaker
grafisch dar. Beschreiben Sie, was der Grafik entnommen werden kann.

2. Modellieren Sie jetzt dieselben Variablen in einem Regressionsmodell mit score
als outcome und konstruieren Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir den geschétzten
Koeffizienten von nativeSpeaker.

3. Fiigen Sie dem Regressionsmodell nun die Altersvariable hinzu und konstruieren
Sie das 95%-Konfidenzintervall fiir den geschitzten Koeffizienten von nativeSpeaker
erneut. Was stellen Sie im Vergleich zum Konfidenzintervall aus dem letzten Schritt
fest? Wie erkldren Sie sich dies?

Mehrfache Regression erlaubt uns, Variable zu berticksichtigen, die uns vielleicht
zwar nicht stark interessieren (in diesem Beispiel: age), die aber dennoch mit dem
outcome zusammenhdngen. Hierdurch wird der Restfehler kleiner, was wiederum
die Standardfehler der iibrigen Parameterschiatzungen verkleinert. Auch wenn Ih-
nen der Einfluss irgendeiner Variablen egal ist, kann es sich daher lohnen, diese
Variable trotzdem mitzuerheben, wenn sie den Restfehler eingreifend reduzieren
kann, insbesondere wenn die zusitzliche Variable leicht zu erheben ist.

Dieses Prinzip sollte man auch nicht tibertreiben: Beschranken Sie sich lieber auf
ein paar zusétzliche Variable, von denen Sie ziemlich sicher wissen, dass sie die
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Fehlervarianz reduzieren, statt jede Menge Variabler zu erheben, die je nach Wet-
terlage und Mondposition eventuell einen Einfluss haben konnten.

Mehrfache Regression/ANCOVA hat tibrigens diesen Vorteil, auch wenn (sogar: be-
sonders wenn!) die Gruppen, die man vergleichen mochte, sich hinsichtlich der zusitzlichen
Variablen nicht unterscheiden; siehe hierzu noch [Vanhove (2015, Abschnitt 2, fiir eine
kurze Erklarung) und Mutz et al. (2017, fiir eine ausfiihrlichere).

Post-treatment variables. Manchmal ist es moglich, dass das treatment (z.B. In-
struktionen in experimenteller vs. Kontrollkondition) nicht nur Unterschiede im
outcome herbeifiihren, sondern auch (direkt oder indirekt) in den zusétzlichen Va-
riablen, die man hétte mitberticksichtigen wollen, um die Fehlervarianz zu senken.
Wenn man diese Variablen erst nach dem treatment misst, sollte man sich auf jeden
Fall nochmals genauer tiberlegen, ob es sinnvoll ist, diese Variablen dem Modell
hinzuzufiigen. Eine Gefahr ist ndmlich, dass man einen bestehenden Effekt des
treatments ‘kaputtkontrolliert’. Die Interpretation des Modells ist auf jeden Fall ein-
facher, wenn solche Variablen vor dem treatment erhoben werden oder wenn es
implausibel ist, dass das treatment die zusitzlichen Variablen beeinflussen kann.

Fiir mehr Informationen hierzu, siehe Huitema|(2011} S. 209-213) und Rohrer|(2018).

11.3 Annahmen iiberpriifen

Die Annahmen von mehrfacher Regression/ANCOVA sind genau die gleichen wie sonst
beim allgemeinen linearen Modell. Um die Annahmen der Linearitit, Homoskedas-
tizitit und Normalitidt zu tiberpriifen, kann man etwa die Methode im Blogeintrag
Checking model assumptions without getting paranoid (25.4.2018; nach Buja et al., 2009 und
Majumber et al., 2013} siehe auch Vanhove, 2018a) verwenden.

Dazu noch: Wenn etwa die Annahme der Normalitdt nicht ganz genau zutrifft, heisst
das nicht, dass die Ergebnisse des Modells nicht zuverlassig sind. Mit der Erfahrung be-
kommt mann ein gewisses Gefiihl dafiir, ab wann Verletzungen bestimmter Annahmen
problematisch werden. Im Zweifelsfall konnen Sie die Ergebnisse mit einer Bootstrap-
methode tiberpriifen, die weniger Annahmen macht. Oft kommt dabei dann mehr oder
weniger das Gleiche heraus, was dann heisst, dass Sie auf beiden Ohren schlafen kon-
nen. Wichtig ist vor allem, dass das Modell sinnvoll und relevant ist. Bei stark schief-
verteilten oder bimodalen Residuen mag die Regressionslinie die konditionellen Mittel
zwar noch immer erfassen, aber diese sind dann weniger relevant.


http://janhove.github.io/analysis/2018/04/25/graphical-model-checking
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Kapitel 12

Die Logik des Signifikanztests

Fiir viele Forschende scheint der Sinn und Zweck einer statistischen Analyse das Pro-
duzieren eines moglichst ‘signifikanten” p-Wertes zu sein. Meines Erachtens ldsst sich
dies dadurch erkldren, dass solche Forschende die Bedeutung von p-Werten falsch ver-
stehen. Um derartige Missverstdndnisse vorzubeugen, introduziert dieses Kapitel p-
Werte zunéichst rein konzeptuell, ohne zusitzliche Mathe zu verwenden.

12.1 Randomisierung als Inferenzbasis

12.1.1 Ein einfaches Experiment

Stellen Sie sich folgendes Experiment vor (inspiriert von Guiora et al.,|1972, aber siehe
auch Renner et al., 2018). Um den Effekt von Alkohol auf die Sprechgeschwindigkeit
zu untersuchen, werden sechs Germanistikstudierende zu einem Experiment eingela-
den. (Sechs Teilnehmende ist natiirlich eine zu geringe Anzahl, aber diese Erklarung
bleibt dadurch tibersichtlich.) Nach dem Zufallsprinzip wird die Halfte der Studieren-
den der Experimentalgruppe und die andere Halfte der Kontrollgruppe zugeteilt. Die
Versuchspersonen in der Experimentalgruppe miissen ein Videofragment beschreiben,
nachdem sie zuerst 5 Deziliter alkoholhaltiges Bier getrunken haben. Die Versuchsper-
sonen in der Kontrollgruppe erledigen dieselbe Aufgabe, trinken statt alkoholhaltigem
aber 5 Deziliter alkoholfreies Bier. Die Versuchspersonen wissen nicht, ob das Bier, das
sie trinken, alkoholfrei oder alkoholhaltig ist. Gemessen wird die Sprechgeschwindig-
keit in Silben pro Sekunde. Auch die Mitarbeitenden, die die Silben zdhlen, wissen
nicht, welche Versuchspersonen welcher Kondition zugeteilt wurden (double-blind ex-
periment).

Denkaufgabe Wieso sollten im Idealfall weder die Versuchspersonen noch die Mitar-
beitenden wissen, welche Versuchspersonen welcher Kondition zugeordnet wurden?

189
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Abbildung 12.1: Ergebnisse eines fiktiven Experiments.

Von den sechs Studierenden wurden Sandra, Daniel und Maria nach dem Zufallsprin-
zip der Kontrollgruppe zugeteilt, wahrend Nicole, Michael und Thomas der Experi-
mentalgruppe zugeteilt wurden. Die Versuchspersonen in der Kontrollgruppe dusser-
ten beim Beschreiben des Videofragments 4.2, 3.8 und 5.0 Silben pro Sekunde; diejeni-
gen in der Experimentalgruppe 3.1, 3.4 und 4.3 Silben pro Sekunde; siehe Abbildung
Es ist klar, dass die Versuchspersonen in der Kontrollgruppe eine hohere durch-
schnittliche Sprechgeschwindigkeit haben als jene in der Experimentalgruppe: Der Un-
terschied zwischen den Gruppenmitteln betragt etwa 0.73 Silben pro Sekunde. Kénnen
wir daraus schliessen, dass das Trinken von alkoholhaltigem vs. alkoholfreiem Bier die-
sen Unterschied mitverursacht hat, oder beruht er auf reinem Zufall?

12.1.2 Warum randomisieren?

Die Versuchspersonen wurden nach dem Zufallsprinzip einer der Gruppen zugeord-
net. So wurde sichergestellt, dass die Ergebnisse nicht systematisch verzerrt wurden.
Zum Beispiel gibt es in der Kontrollgruppe zwei Frauen und in der Experimentalgrup-
pe nur eine. Aber dieser Unterschied ist rein zuféllig. Das Ziel von Randomisierung
ist eben nicht, perfekt dquivalente Gruppen zu generieren, sondern eine systematische
Verzerrung vorzubeugen — sowohl was bekannte als was unbekannte Storvariablen be-
trifft. (Siehe Vanhove, 2015| zu diesem Missverstandnis.)

Ausserdem handelt es sich in diesem Fall um ein double-blind experiment: Weder die
Versuchspersonen selber noch die auswertenden Mitarbeitenden wussten, wer welcher
Kondition zugeteilt wurde. Dies beugt eine Verzerrung der Ergebnisse aufgrund von
Erwartungseffekten vonseiten der Versuchspersonen (subject-expectancy effect, vgl. den
Placebo-Effekt) oder vonseiten der Forschenden (observer-expectancy effect) vor.
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Sicher hétten wir dieses Design verfeinern konnen, etwa indem wir die Herkunft der
Versuchspersonen in den beiden Gruppen fixiert hitten (z.B. eine Biinderin, ein Ziir-
cher und eine Bernerin in jeder Gruppe; wer sich fiir solche raffiniertere Designs in-
teressiert, kann sich ausgewdlte Kapitel aus Oehlert, 2010, anschauen) oder indem wir
die Sprachgeschwindigkeit der Versuchspersonen auch vor dem Experiment gemessen
hétten (“Vortest’), sodass wir diese in der Analyse hdtten mitberticksichtigen kénnen.
Aber auch ohne solche Raffinesse erlaubt dieses Design dank der Randomisierung und
der Blindierung giiltige Aussagen.

12.1.3 Die Nullhypothese und Re-Randomisierung

Der Unterschied zwischen den Mitteln der Gruppen betragt 0.73 Silben pro Sekunde.
Da wir ein randomisiertes Experiment ausgefiihrt haben und somit eine systematische
Verzerrung der Ergebnisse vorgebeugt haben, kdnnten wir daraus sogar schliessen,
dass dieser Unterschied z.T. von unserer experimentellen Manipulation verursacht wur-
de: Der Konsum von 5 Deziliter alkoholhaltigem Bier senkt die Sprechgeschwindigkeit.

Bevor wir eine solche kausale Aussage machen, miissen wir uns mit einer trivialeren
Erklarung beschiaftigen: Vielleicht beruht der Unterschied auf reinem Zufall. Dies ist
unsere Nullhypothese (Hp), die wir mit einer (ziemlich vagen) Alternativhypothese
(Ha) kontrasieren konnen:

e Hy: Der Unterschied zwischen beiden Mitteln ist nur dem Zufallsfaktor zuzu-
schreiben.

® Ha: Der Unterschied ist auch teilweise der experimentellen Manipulation zuzu-
schreiben.

In der ‘frequentistischen” Tradition des Nullhypothesen Testens berechnet man, wie
wahrscheinlich es ist, den beobachteten Effekt (hier: Unterschied zwischen den Grup-
penmitteln) oder noch extremere Effekte anzutreffen, wenn die Nullhypothese denn
tatsachlich stimmen wiirde. Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnet man als den p-Wert (p
tir probability). Ist diese Wahrscheinlichkeit gering, dann zieht man daraus die Schluss-
folgerung, dass die Annahme, dass die Nullhypothese stimmt, wohl nicht berechtigt ist,
und dass auch ein systematischer Effekt im Spiel ist. In der Regel hantiert man dabei
eine arbitrare Schwelle (z.B. 5%), unter der der p-Wert als zu klein gilt.

Bevor wir uns einigen konzeptuellen Problemen mit diesem Vorgehen widmen und ei-
nige Komplikationen besprechen, schauen wir uns eine Methode an, um den p-Wert
zu berechnen. Wenn wir davon ausgehen, dass die Nullhypothese stimmt, dann ist der
Unterschied zwischen den Gruppen lediglich das Ergebnis der Randomisierung, also
des Zufalls: Unter dieser Annahme hétte Michael auch in der Kontrollgruppe 3.4 Sil-
ben pro Sekunde gedussert; ebenso hitte Sandra in der Experimentalgruppe 4.2 Silben
pro Sekunde gedussert. Wenn das Zufallsverfahren also statt Michael Sandra der Expe-
rimentalgruppe zugeteilt hitte und Alkoholkonsum die Sprechgeschwindigkeit nicht
beeinflusst, dann wére das Mittel der Experimentalgruppe 3.87 gewesen und das der
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Kontrollgruppe 4.07 — und héitten wir also eine um 0.20 Silben pro Sekunde hohere
Sprechgeschwindigkeit in der Experimentalgruppe festgestellt.

Insgesamt gibt es 20 Moglichkeiten, wie die Experimental- und Kontrollgruppe hétten
aussehen konnen{]

choose(n = 6, k = 3)

## [1] 20

Jede dieser Moglichkeiten ist in Abbildung dargestellt. Fiir jede konnen wir be-
rechnen, wie gross der Gruppenunterschied ist. (Der R-Code ist dabei nicht wichtig,
nur die Logik.)

Abbildung stellt die 20 moglichen Gruppenunterschiede dar, die man hétte antref-
fen konnen, wenn die Nullhypothese tatsdchlich stimmen wiirde. Im Schnitt betriige
der Gruppenunterschied unter Annahme der Nullhypothese 0, aber je nachdem, wel-
che Versuchsperson welcher Kondition zugeordnet worden wére, hitte man kleinere
aber durchaus auch grossere Unterschiede feststellen konnen. Dieser Grafik kann man
entnehmen, wie ungewdhnlich nun Gruppenunterschiede, die mindestens so gross
sind wie der Gruppenunterschied, den wir tatsachlich festgestellt haben, unter Annah-
me der Nullhypothese wiren. Die roten Strichellinien zeigen, dass in 6 von 20 Féllen die
Gruppenunterschiede um 0.73 Silben pro Sekunde oder noch mehr voneinander abwei-
chen. Auch wenn die Nullhypothese in unserem Beispiel tatsdchlich stimmen wiirde,
hétten wir in 6 der 20 moglichen Stichproben (also in 30% der Fille) einen Gruppen-
unterschied von 0.73 Silben pro Sekunde oder sogar noch mehr feststellt. Dies ist unser
p-Wert. Da eine Wahrscheinlichkeit von 30% doch betrédchtlich ist, wiirde wohl kaum
jemand schlussfolgern, dass wir ausschlaggebende Evidenz gegen die Nullhypothese
gesammelt haben. Dies heisst aber nicht, dass wir die Nullhypothese ‘bestétigt’ haben,
sondern nur, dass nur wenig statistische Evidenz vorliegt, dass sie abgelehnt werden
sollte. (Absenz von Evidenz # Evidenz fiir Absenz!)

12.1.4 Bemerkungen
Verkniipfung zum Forschungsdesign

Der Hypothesentest, den wir soeben durchgefiihrt haben, ist ein Randomisierungs-
test (manchmal auch Permutationstest genannt). Sein Gebrauch wird durch das For-
schungsdesign, genauer gesagt: durch die uneingeschrankte Randomisierung und der
Blindierung, legitimiert:

'Fiir grossere Gruppen wird diese Zahl schnell zu gross, um das Vorgehen nachvollziehbar darzu-
stellen. So gibt es 137’8467528’820 Moglichkeiten, um eine Gruppe von 40 Teilnehmenden in zwei gleich
grossen Gruppen zu verteilen.
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Abbildung 12.2: Die 20 moglichen Ergebnisse laut der Annahme, dass die Unterschiede in
der Stichprobe nur der Randomisierung zuzuschreiben sind.
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Abbildung 12.3: Die Unterschiede zwischen den Gruppenmitteln in allen 20 moglichen
Konstellationen. Die roten senkrechten Strichellinien stellen den in der tatsdchlichen beob-
achteten Unterschied dar (—0.73) und seine Gegenzahl (0.73) dar.

¢ Wenn es zum Beispiel so gewesen wire, dass wir Sandra etwa aus medizinischen
Griinden nie der ‘mit Alkohol’-Gruppe zugewiesen hétten, dann hétte es nicht
20 mogliche Ergebnisse unter der Nullhypothese gegeben, sondern nur 10: Alle
Permutationen mit Sandra in der ‘mit Alkohol’-Gruppe hitten nicht vorkommen
konnen. Dies hiatte man dann in der Analyse berticksichtigen miissen.

¢ Wenn es so gewesen wire, dass Michael und Nicole unbedingt in der gleichen
Kondition getestet werden wollten, dann hétte es auch keine 20 moglichen Ergeb-
nisse unter der Nullhypothese gegeben, sondern wiederum nur 10: Alle Permuta-
tionen mit Nicole und Michael in anderen Konditionen hétten nicht vorkommen
konnen. Auch dies hitte man dann berticksichtigen miissen.

* Wenn es so gewesen wire, dass wir zwecks Ausgleichs der beiden Gruppen min-
destens eine Frau und einen Mann jeder Kondition hitten zuordnen wollen, dann
hétten die zwei Permutationen mit lediglich Mannern oder Frauen in einer Kon-
dition nicht vorkommen kénnen. Ein solches Design mag unter Umstanden zwar
sinnvoll sein, aber diese Einschrankung hitte man beriicksichtigen miissen.

Ziifallige Auswahl vs. zufdllige Zuordnung

Dieses Experiment und seine Auswertung illustrieren weiter den Unterschied zwi-
schen zufillige Zuordnung und zufillige Auswahl: Wir haben unsere Versuchsperso-
nen zufdllig den experimentellen Konditionen zugeordnet, aber wir haben sie nicht zu-
tallig aus irgendeiner Population gewahlt. Wenn wir tiberzeugendere Evidenz fiir eine
Wirkung der experimentellen Manipulation gefunden hétten, dann hétten wir folglich
daraus immer noch nicht ohne Weiteres schliessen konnen, dass die experimentelle Ma-
nipulation einen Effekt in einer bestimmten Population hitte. Dazu hitten wir sowohl
die Versuchsperson zufillig aus dieser Population wahlen miissen (random sampling)
und diese dann zufillig den Kondition zuweisen miissen (random assignment). Ohne
eine zuféllige Auswahl beruht eine solche Schlussfolgerung auf einer (oft impliziten)
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sachlogischen Argumentation—nicht auf einer statistischen Gegebenheit. (Das muss
nicht heissen, dass eine solche Schlussfolgerung dann falsch ist. Aber es ist wichtig
zu erkennen, dass es keine statistische Frage ist.) Diese Nuance entspricht dem Unter-
schied zwischen interner Validitit (Ist der Unterschied oder der Effekt, der wir in die-
ser Stichprobe beobachtet haben, der experimentellen Manipulation zuzuschreiben?)

und externer Validitit (Lasst sich dieser Befund tiber die Stichprobe hinaus generali-
sieren?

Statistische und wissenschaftliche Hypothesen

Die fiir den Test formulierten Null- und Alternativhypothesen sind statistische Hypo-
thesen. Diese haben einen erstaunlich geringen wissenschaftlichen Inhalt: Die Nullhy-
pothese besagt lediglich, dass die beobachteten Muster rein auf Zufall basieren; die
Alternativhypothese, dass sie nicht rein auf Zufall basieren. Worauf die Muster dann—
neben Zufall—schon zuriickzufiihren wiren, dariiber macht die Alternativhypothese
keine Aussage. In unserem Beispiel wiren ein paar mogliche Ausloser die folgenden:

¢ Alkohol senkt die Hemmungen beim Sprechen, was dann wiederum die Sprech-
geschwindigkeit erhoht.

¢ Leute mit einem halben Liter alkoholhaltigem Bier intus driicken sich eher in ein-
fachen Strukturen und Floskeln aus, die sie schneller aussprechen als schwierige-
re Strukturen und neue Phrasen.

¢ Die auswertenden Mitarbeitenden haben doch irgendwie mitbekommen, wer wel-
cher Gruppe zugeordnet wurde, und haben sich bewusst oder unbewusst bei ih-
ren Auswertungen von diesem Wissen leiten lassen.

Lange Rede, kurzer Sinn. Auch wenn ein Muster unter der Nullhypothese sehr
implausibel ist, sagt Ihnen der Signifikanztest noch nicht, aus welchem Grund das
Muster moglicherweise zu Stande gekommen ist.

Weiter ist zu bemerken, dass die Alternativhypothese auch statistisch vage ist. Zum
Beispiel besagt sie nicht, wie gross eine allfillige, von Alkohol ausgeldste Anderung
der Sprechgeschwindigkeit sein kénnte. Sie besagt nicht einmal, ob diese Anderung
eine Beschleunigung oder eine Verlangsamung ware.

Ein- und zweiseitige Tests

Im obigen Beispiel wurde ein zweiseitiger Signifikanztest verwendet: Es wurde nicht
nur berechnet, wie wahrscheinlich es unter Annahme der Nullhypothese wére, einen

2Wer sich fiir die Effizienz didaktischer Methoden interessiert ist, muss wohl die externe Validitit der
Untersuchung berticksichtigen. Aber fiir etwa experimentelle Psychologen ist externe Validitat nicht unbe-
dingt so wichtig (Mook,|1983): Fiir sie kann es wichtiger sein, zu zeigen, dass eine Manipulation tiberhaupt
einen Effekt erzeugen kann, ohne dass die Grenzen dieses Befunds schon erprobt werden miissen.
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Unterschied von mindestens 0.73 Silben pro Sekunde zugunsten der Kontrollgruppe
(dem beobachteten Ergebnis) anzutreffen, sondern auch, wie wahrscheinlich es un-
ter Annahme der Nullhypothese wire, einen Unterschied von mindestens 0.73 Silben
pro Sekunde zugunsten der Experimentalgruppe anzutreffen. Der Grund hierfiir ist,
dass die Alternativhypothese vage war und wir lediglich die Vermutung aufgestellt
haben, dass Alkoholkonsum irgendeine Anderung der Sprechgeschwindigkeit herbei-
fithren dtirfte.

In der Literatur trifft man ab und zu auch einseitige Tests an. Bei solchen Tests schaut
man sich nur eine der beiden Wahrscheinlichkeiten (‘grosser” oder ‘kleiner”’) an. Die
p-Werte von einseitigen Tests sind kleiner als jene von zweiseitigen Tests. Einseiti-
ge Tests konnen sinnvoll sein, wenn man im Vorhinein klar spezifiziert hat, dass nur
ein Unterschied in einer bestimmten Richtung mit der wissenschaftlichen Hypothe-
se, die hinter der Arbeit steckt, kompatibel ist. Fiir eine kurze Ubersicht, siehe http://
daniellakens.blogspot.ch/2016/03/one-sided-tests-efficient-and-underused.
html.

Vorsicht. Man sollte sich nicht zuerst die Daten anschauen, und dann entscheiden,
dass man einen einseitigen Test verwenden mochte—etwa, weil der zweiseitige
Test ein nicht-signifikantes Ergebnis produziert.

Im Zweifelsfall. Wenn Sie auch den geringsten Zweifel haben, ob ein ein- oder
zweiseitiger Test angebracht ist, berechnen Sie dann den zweiseitigen Test:

Two sided tests should be used unless there is a very good reason for
doing otherwise. If one sided tests are to be used the direction of the
test must be specified in advance. One sided tests should never be used
simply as a device to make a conventionally non-significant difference
significant. (Bland & Altman, 1994)

12.2 Zur Bedeutung des p-Wertes

Wie das Beispiel zeigt, ist p die Wahrscheinlichkeit, dass man das beobachtete Muster
(hier: einen Gruppenunterschied von 0.73 Silben pro Sekunde) oder ein noch extremeres
Muster feststellen wiirde, wenn die Nullhypothese tatsiichlich stimmen wiirde. Die alter-
nativen Gruppenunterschiede haben wir ja unter der Annahme, dass der beobachtete
Gruppenunterschied nur durch Zufall zu Stande gekommen ist, generiert.

Samtliche andere Definitionen und Interpretationen des p-Wertes sind schlicht und ein-
fach falsch. Zur Vorbeugung einiger haufiger Missverstindnisse:

¢ Der p-Wert ist nicht die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese stimmt. Wir
konnen also nicht schlussfolgern, dass es eine Wahrscheinlichkeit von 30% gibt,
dass Hy stimmt.


http://daniellakens.blogspot.ch/2016/03/one-sided-tests-efficient-and-underused.html
http://daniellakens.blogspot.ch/2016/03/one-sided-tests-efficient-and-underused.html
http://daniellakens.blogspot.ch/2016/03/one-sided-tests-efficient-and-underused.html
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¢ Der p-Wert ist auch nicht das Komplement der Wahrscheinlichkeit, dass die Alter-
nativhypothese stimmt. Wir konnen in diesem Beispiel also nicht schlussfolgern,
dass Ha mit 1 — 0.3 = 70% Wahrscheinlichkeit zutrifft.

® Der p-Wert ist nicht das Komplement der Wahrscheinlichkeit, dass sich das beob-
achtete Ergebnis in einer Replikationsstudie bestdtigen wiirde

Solche—und andere—Missverstandnisse trifft man geldufig an, sogar manchmal in Sta-
tistikeinfithrungen, die sich an Psychologie- und Linguistikstudierende richten! Fiir
weitere Missverstindnisse, sieche Goodman| (2008) und (Greenland et al.[ (2016).

Viele Forschende unterscheiden zwischen ‘statistisch signifikanten” und ‘statistisch nicht-
signifikanten” p-Werten. Dabei gelten p-Werte unter einer bestimmten Schwelle fiir sie
als statistisch signifikant. Bei einem statistisch signifikanten p-Wert schlussfolgern die-
se Forschenden dann, dass die Daten nach der Nullhypothese zu unwahrscheinlich
sind, sodass sie diese Hypothese zugunsten der Alternativhypothese ablehnen. Die Si-
gnifikanzschwelle (als o bezeichnet) kann im Prinzip von den Forschenden arbitrir
festgelegt werden; in den Sozial- und Geisteswissenschaften liegt sie in der Regel aber
fast ausnahmslos bei « = 0.05—dies grundsétzlich aus keinem anderen Grund, als dass
eine Hand fiinf Finger zéihltﬁ

Schreibtipp. In der Statistik ist ‘Signifikanz” ein technischer Begriff, der nicht mit
dem alltdglicheren Begriff von praktischer oder theoretischer Signifikanz oder Be-
deutung verwechselt werden soll. Versuchen Sie in Thren eigenen Arbeiten, diese
Zweideutigkeit zu vermeiden.

12.3 Fehlentscheide

Auch wenn man es sich wohl gerne anders wiinschte, bieten Signifikanztests keine
Sicherheit. Traditionellerweise spricht man beim Signifikanztesten (engl.: null hypothesis
significance testing oder NHST) von zwei Arten von Fehlentscheiden, die man treffen
kann.

Die erste Art von Fehlentscheid ist, dass man eine tatsdchlich zutreffende Nullhypo-
these ablehnt. Wer sich der traditionellen x-Schwelle von 5% bedient, wird tatsdchlich
zutreffende Nullhypothesen mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 5% ablehnen—
vorausgesetzt, dass die Daten richtig analysiert werden. Diese Art von Fehlentscheid
nennt man einen Fehler der ersten Art (engl.: Type-I error; auch: falsch positiv, also et-
was finden, was nicht da ist). Da man « selber definieren kann bzw. da « de facto bereits

3Ich habe keine blasse Ahnung, wo dieses Missverstandnis herkommt, aber diesen Kommentar habe
ich einmal in einem Gutachten erhalten.

4Neuerdings gibt es, insbesondere auf den sozialen Medien, eine rege Diskussion dariiber, ob man die
Signifikanzschwelle nicht umdefinieren sollte oder abschaffen sollte. Siehe hierzu |[Benjamin et al.| (2018),
Lakens et al.|(2018), McShane et al.|(2017) und |Amrhein et al.|(2017).



Kapitel 12. Die Logik des Signifikanztests 198

auf 0.05 vordefiniert wurde, ist die Haufigkeit von Fehlern der ersten Art im Prinzip
festgelegt: Nur 5% aller statistischen Nullhypothesen wiirde man falschlicherweise ab-
lehnen, wenn man die Daten richtig analysiert. In der Praxis tauchen hier jedoch einige
Komplikationen auf, denen wir uns zu einem spiteren Zeitpunkt widmen; siehe Kapi-

tel und [13lund

Wenn nun Hg nicht zutrifft (d.h., das Muster lasst sich nicht nur durch Zufall erklaren),
dann besteht trotzdem die Gefahr, dass man einen p-Wert tiber der «-Schwelle findet.
In solchen Féllen wiirde man die Nullhypothese nicht ablehnen, obwohl dies eigentlich
schon erwiinscht ware. Diese Art von Fehlentscheid nennt man einen Fehler der zwei-
ten Art (engl.: Type-II error; auch: falsch negativ, also etwas nicht finden, was schon da
ist). Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers der zweiten Art wird als 3 bezeichnet (nicht
zu verwirren mit den (s aus den Regressionsmodellen); das Komplement von 3,1 — 3,
nennt man die statistische power eines Tests. 3 (und somit die power) kénnen nicht oh-
ne Weiteres festgelegt werden, denn diese Wahrscheinlichkeit hdngt von vier Faktoren
ab:

1. wie stark das eigentliche Muster denn ware, wenn die Nullhypothese nicht zu-
trifft (z.B. wie stark moderater Alkoholkonsum die Sprechgeschwindigkeit be-
einflusst): Je starker das Muster (z.B. je grosser der Unterschied), desto hoher die
power;

2. wie gross die Fehlervarianz ist (z.B. wie stark die Teilnehmenden innerhalb jeder
Gruppe voneinander abweichen): Je grosser die Fehlervarianz, desto niedriger
die power;

3. wie gross die Datenmenge ist: Je mehr Daten, desto grosser die power;
4. welcher Test verwendet wird und ob ihre Annahmen ungeféhr erfiillt sind.

Mittels Powerberechnung (siehe Kapitel|14) kann man die power eines Signifikanztests
einschétzen. Siehe hierzu Cohen! (1977, 1992). Fiir ein verwandter Ansatz, siehe [Kelley
et al. (2003). Hier sei bereits darauf hingewiesen, dass man fiir sinnvolle und genaue
Powerberechnung schon vor der Untersuchung iiber viele Informationen iiber den For-
schungsgegenstand verfiigen muss: Was fiir Effektgrosse erwartet man bzw. welche
Effektgrosse wiirde man als interessant betrachten? Wie wird man die Daten analysie-
ren? Und wie gross wird die Variabilitdt der Daten sein?

Hp stimmt Hp stimmt nicht
p < o« Fehler der 1. Art () OK(1—-p)
P>« OK (1 —«) Fehler der 2. Art ()

Total o+ (1—a)=100% (1—PB)+p = 100%

Die Interpretation von nicht-signifikanten p-Werten. Aufgrund des Fehlers der
zweiten Art kann man bei einem nicht-signifikanten Ergebnis weder schlussfol-
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gern, dass es einen Unterschied gibt, noch dass es keinen gibt: Es ist immer moglich,
dass man den Unterschied lediglich nicht gefunden hat. Wenn Sie irgendwo lesen,
dass A und B sich nicht signifikant voneinander unterschied und daher einander
gleich (oder ‘grundsétzlich gleich’) sind, ist dies in der Regel nur bequeme Rhe-
torik: Absenz von Evidenz ist nicht gleich Evidenz fiir Absenz. Schmidt (1996)
nennt diesen Fehlschluss tibrigens “the most devastating of all to the research en-
terprise” (S. 126).

Manchmal trifft man auch den Begriff Fehler der dritten Art (Type-III error) an. Dieser
wird unterschiedlich definiert. Fiir manche ist ein Fehler der dritten Art, wenn man die
richtige Antwort auf eine falsche Frage gibt; andere verwenden ihn fiir Situationen, in
denen Forschende die Nullhypothese zwar zu Recht ablehnen, aber filschlicherweise
schlussfolgern, dass der Unterschied positiv ist, widhrend er eigentlich negativ ist (oder
umgekehrt).

Viele MethodikerInnen und StatistikerInnen (aber langst nicht alle!) halten das Para-
digma des Signifikanztests und insbesondere der Fehler der ersten und zweiten Art
fiir tiberholt. Auf seinem Blog bringt Andrew Gelman dies auf den Punkt (http://
andrewgelman.com/2004/12/29/type_1_type_2_t/):

Never a Type 1 or Type 2 error

I've never in my professional life made a Type I error or a Type II error.
But I've made lots of errors. How can this be?

A Type 1 error occurs only if the null hypothesis is true (typically if a cer-
tain parameter, or difference in parameters, equals zero). In the applications
I've worked on, in social science and public health, I've never come across
a null hypothesis that could actually be true, or a parameter that could ac-
tually be zero.

A Type 2 error occurs only if I claim that the null hypothesis is true, and
I would certainly not do that, given my statement above!

In unserem Beispiel, etwa, wére es kaum vorstellbar, dass moderater Alkoholkonsum
nicht den geringsten Effekt auf die Sprechgeschwindigkeit hitte. (Die Nullhypothese
besagt ja, dass dieser Effekt gleich 0 ist; aber 0 heisst eben buchstéblich 0, also 0,000...)
Die Fehler, die er dann aber sehr wohl gemacht hat, bezeichnet Gelman als Type-S-
und Type-M-Fehler (Gelman & Carlin, 2014). Das S steht fiir sign (Vorzeichen); Typ-S-
Fehler macht man, wenn man behauptet, ein Zusammenhang sei positiv, wahrend er
eigentlich negativ ist (oder umgekehrt.) Das M steht dann wieder fiir magnitude (Gros-
senordnung); Typ-M-Fehler macht man, wenn man behauptet, ein Zusammenhang sei
klein, wihrend er eigentlich gross ist (oder umgekehrt).


http://andrewgelman.com/2004/12/29/type_1_type_2_t/
http://andrewgelman.com/2004/12/29/type_1_type_2_t/
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12.4 Randomisierungs- und Permutationstests in R

12.4.1 Gruppenunterschiede

Randomisierungstests trifft man in der Literatur zwar nur selten an, aber sie haben den
Vorteil, dass sie wenig Annahmen machen. Angenommen haben wir bei den Berech-
nungen oben eigentlich nur, dass die Versuchspersonen nach dem Zufallsprinzip den
Konditionen zugeteilt wurden. Wir haben dabei die Gruppenmittel verglichen, aber
wir hétten auch zum Beispiel die Mediane miteinander vergleichen kdnnen.

In R konnen solche Tests mithilfe der independence_test ()-Funktion aus dem coin-
Package durchgefiihrt werden. Mit den folgenden Befehlen werden die Daten zunichst
in ein dataframe gegossen und dann einem Permutationstest unterzogen:

Rates <- c(4.2, 3.8, 5.0,
3.1, 3.4, 4.3)
Condition <- factor(c(rep("ohne Alkohol", 3),
rep("mit Alkohol", 3)))
df <- data.frame(Rates, Condition)
df

#Ht Rates Condition

## 1 4.2 ohne Alkohol
## 2 3.8 ohne Alkohol
## 3 5.0 ohne Alkohol
## 4 3.1 mit Alkohol
## 5 3.4 mit Alkohol
## 6 4.3 mit Alkohol
library(coin)

independence_test(Rates ~ Condition, data = df,
distribution = exact())

#i#t

## Exact General Independence Test

#i#t

## data: Rates by

##  Condition (mit Alkohol, ohne Alkohol)
## Z = -1.3148, p-value = 0.3

## alternative hypothesis: two.sided

Mit der Parametereinstellung exact () fiir distribution wird eingestellt, dass ein ex-
akter Permutationstest durchgefiihrt werden soll. Mit einem solchen Test wird das be-
obachtete Ergebnis mit jeder moglichen Permutation abgeglichen. Fiir grossere Daten-
sdtze ist die Anzahl moglicher Permutationen aber riesig, sodass diese kaum mehr zu
berechnen sind. In solchen Féllen kann man distribution = approximate(); dann
werden ‘nur” 10°000 zuféllige Permutationen generiert. Hier ein Beispiel mit den Daten
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von Klein et al|(2014), die wir bereits in Kapitel [9|analysiert haben:

klein <- read_csv("Data/Klein2014_money_abington.csv")
independence_test(Sysjust ~ MoneyGroup, data = klein,
distribution = approximate())

## Error in xtrafo(object@x): data class "character" is not supported

Laut der Fehlermeldung wird die Datenklasse “character” nicht unterstiitzt. Die Lo-
sung besteht darin, die Variable MoneyGroup entweder als Zahl oder als Faktor umzu-
kodieren:

# Als Zahl:

klein$n.MoneyGroup <- ifelse(klein$MoneyGroup == "control", 0, 1)

independence_test(Sysjust ~ n.MoneyGroup, data = klein,
distribution = approximate())

#i#t

## Approximative General Independence Test
##

## data: Sysjust by n.MoneyGroup

## Z = -0.030381, p-value = 0.9886

## alternative hypothesis: two.sided

# Als Faktor

klein$f.MoneyGroup <- as.factor(klein$MoneyGroup)

independence_test(Sysjust ~ f.MoneyGroup, data = klein,
distribution = approximate())

##

## Approximative General Independence Test
##

## data: Sysjust by

##  f.MoneyGroup (control, treatment)

## Z = 0.030381, p-value = 0.9866

## alternative hypothesis: two.sided

Manchmal unterscheiden sich die p-Werte leicht voneinander. Das liegt dann daran,
dass eben jeweils ‘nur’ 10°000 Permutationen generiert wurden: Je nachdem, welche
Permutationen generiert werden, ist der p-Wert ein anderer. An den Schlussfolgerun-
gen dndert dies jedoch selten etwas.

Um die Mediane miteinander zu vergleichen, kann man entweder einige Parameter bei
independence_test () einstellen (spezifischer: die y-Variable zu Rédngen konvertieren)
oder die Funktion wilcox_test () verwenden:

# Alkoholbeispiel
independence_test(Rates ~ Condition, data = df,
distribution = exact(), ytrafo = rank)
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##

## Exact General Independence Test

##

## data: Rates by

##  Condition (mit Alkohol, ohne Alkohol)
## Z = -1.0911, p-value = 0.4

## alternative hypothesis: two.sided

wilcox_test(Rates ~ Condition, data = df, distribution = exact())

##t

## Exact Wilcoxon-Mann-Whitney Test

##t

## data: Rates by

##  Condition (mit Alkohol, ohne Alkohol)

## Z = -1.0911, p-value = 0.4

## alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

# Money-Priming
independence_test(Sysjust ~ f.MoneyGroup, data = klein,
distribution = approximate(), ytrafo = rank)

#it

## Approximative General Independence Test
#i

## data: Sysjust by

##  f.MoneyGroup (control, treatment)

## Z = -0.27355, p-value = 0.7863

## alternative hypothesis: two.sided

wilcox_test(Sysjust ~ f.MoneyGroup, data = klein, distribution = approximate())

#Ht

## Approximative Wilcoxon-Mann-Whitney Test

##t

## data: Sysjust by

##  f.MoneyGroup (control, treatment)

## Z = -0.27355, p-value = 0.7819

## alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

12.4.2 Andere Muster (z.B. Korrelationen)

Permutationstests kann man iibrigens auch einsetzen, um p-Werte fiir andere Muster
als Gruppenunterschiede zu berechnen. Auf Seite haben Sie den Korrelationskoef-
fizienten fiir den Zusammenhang zwischen zwei Indikatoren fiir kognitive Kontrolle
in einer Stichprobe von 34 Teilnehmenden berechnet (Daten von Poarch et al., 2019).
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poarch <- read_csv("Data/poarch2018.csv")
cor_poarch <- cor(poarch$Flanker, poarch$Simon)
cor_poarch

## [1] 0.4623553

Das Vorgehen beim Berechnen von p-Werten ist immer gleich. Der p-Wert driickt aus,
wie wahrscheinlich es denn wire ein Muster zu beobachten, dass mindestens so ex-
trem wire wie das tatsdchlich beobachtete Muster, wenn die Nullhypothese stimmen wiir-
de. Beim Berechnen eines p-Wertes fiir einen Korrelationskoeffizienten ist die Aufgabe
also, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, den beobachteten Korrelationskoeffizien-
ten oder einen noch starkeren Korrelationskoeffizienten in der Stichprobe anzutreffen,
wenn es gar keinen Zusammenhang zwischen den zwei Variablen géibe.

Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, miissen wir zuerst die Verteilung der Kor-
relationskoeffizienten generieren, die wir in dieser Stichprobe feststellen wiirde, wenn
die zwei Variablen (Flanker und Simon) unabhédngig voneinander waren. Eine Mog-
lichkeit, dies zu machen, besteht darin, die beobachteten Werte einer der Variablen zu
permutieren (= durcheinander zu schmeissen), ohne die beobachteten Werte der an-
deren Variablen mitzupermutieren; welche Variable permutiert wird, macht tibrigens
nichts aus. Hierdurch wird der systematische Zusammenhang zwischen den zwei Va-
riablen gebrochenﬂ Abbildung zeigt den beobachteten Zusammenhang und zwei
Zusammenhinge, die man antreffen konnte, wenn man die Simon-Variable zufillig
durcheinander schmeisst. Der R-Code unten zeigt Ihnen, wie Sie diese Abbildung sel-
ber zeichnen konnen.

pl <- ggplot(poarch,
aes(x = Flanker,
y Simon)) +
geom_point(shape = 1) +
ggtitle("Eigentlicher Datensatz")

p2 <- ggplot(poarch,
aes (x Flanker,
y = sample(Simon))) +
geom_point(shape = 1) +
ggtitle("Eine mogliche Permutation")

*Noch ein kleines Beispiel: Stellen Sie sich vor, dass Sie drei Paare von Beobachtungen haben: (1,100),
(2,200) und (3,300). Zwischen den zwei Werten pro Beobachtung gibt es eine perfekte Korrelation.
Wenn nun die Werte der ersten Beobachtung permutiert werden, ohne die Werte der anderen Beob-
achtung mitzupermutieren, konnte man etwa diese Paare feststellen: (2,100), (3,200), (1,300). Oder auch:
(3,100), (2,200), (1,300). Die Starke der Korrelation bei jeder Permutation ist nun rein zufallsbedingt. Zum
Beispiel ist es genau so wahrscheinlich, eine negative Korrelation anzutreffen als eine positive.
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Abbildung 12.4: Links: Der festgestellte Zusammenhang zwischen den Variablen Flanker
und Simon in der Studie von Poarch et al. (2018). Mitte und rechts: Indem die eine Va-
riable (hier: Simon) unabhingig von der anderen permutiert wird, wird der systematische
Zusammenhang zwischen beiden Variablen gebrochen. Dies entspricht der Nullhypothe-
se. Um zu wissen, wie die Korrelationskoeffizienten laut der Nullhypothese verteilt sind,
kann man diese Permutierung ein paar tausend Mal vornehmen und jeweils die Korrelati-
on zwischen den Variablen berechnen.

p3 <- ggplot(poarch,
aes(x = Flanker,
y = sample(Simon))) +
geom_point(shape = 1) +
ggtitle("Eine andere mogliche Permutation")

gridExtra::grid.arrange(pl, p2, p3, ncol = 3)

Bei 34 Beobachtungen gibt es fast 300 Sextillionen (eine 3 mit 38 Nullen) mogliche Per-
mutationen der Simon—Variablenﬁ Es ist unmoglich, fiir all diese den Korrelationskoef-
fizienten zu berechnen. Daher begniigen wir uns hier mit 20’000 Permutationen:

n_runs <- 20000
r_h@ <- vector(length = n_runs)

for (i in l:n_runs) {
r_h0[i] <- cor(poarch$Flanker, sample(poarch$Simon))

}

Die Verteilung der Korrelationskoeffizienten unter der Nullhypothese kénnen Sie in
einem Histogramm darstellen; Abbildung zeigt eine etwas ausfiihrlichere Variante.

df_r_h0 <- data.frame(r_ho)
ggplot(df_r_ho,
aes(r_ho)) +

634 %33 x32x---x3x2x1
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Abbildung 12.5: Die Verteilung der Korrelationskoeffizienten fiir diese Stichprobe mit 34
Beobachtungen, wenn man eine Variable zuféllig permutiert.

geom_histogram(fill = "grey", colour = "black",
breaks = seq(-1, 1, 0.05)) +

geom_vline(xintercept = -cor_poarch,

linetype = 2, colour = "red") +
geom_vline(xintercept = cor_poarch,

linetype = 2, colour = "red") +
ggtitle("Verteilung der Korrelationskoeffizienten unter HO",

subtitle = "(permutationsbasiert)") +

xlab("r (unter HO)") +
ylab("Anzahl") +
annotate("text", x
annotate("text", x

-0.75, y = 1200, label = "r < -0.46") +
0.75, y = 1200, label = "r > 0.46")

Aus dieser Verteilung kann man ablesen, wie ungewohnlich Korrelationskoeffizienten
von r = 0.46 oder noch starkere Korrelationskoeffizienten wéren, wenn es keinen syste-
matischen Zusammenhang zwischen den zwei Variablen gibt. Fiir den einseitigen Test
(Ha : Die Korrelation ist positiv.) schaut man sich an, welche Proportion der unter der
Ho generierten Korrelationskoeffizienten gleich 0.46 oder grosser sind:

mean(r_h@ >= cor_poarch)
## [1] 0.00245
Also 0.25% (p = 0.0025). Wenn Sie diese Berechnungen nochmals selber ausfiihren,

werden Sie ein leicht anderes Ergebnis feststellen. Das liegt daran, dass die 20’000 Per-
mutationen bei Ihnen dann eben nicht die gleichen wie bei mir sind.

Fiir den zweiseitigen Test (Ha : Die Korrelation ist nicht gleich 0, aber konnte sowohl
positiv als auch negativ sein.) muss man sich zudem auch noch anschauen, welche
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Proportion der unter der Hy generierten Korrelationskoeffizienten gleich —0.46 oder
kleiner ist:

mean(r_hO >= cor_poarch) + mean(r_h@ <= -cor_poarch)

## [1] 0.0056

Also 0.56% (p = 0.0056). Die Wahrscheinlichkeit, eine solche starke Korrelation oder
eine noch starkere anzutreffen, wenn die Nullhypothese tatsdchlich stimmen wiirde,
ist also recht klein.

Mit der independence_test ()-Funktion wird dieses Vorgehen erleichert (aber wichti-
ger ist eben vor allem die Logik hinter dem Vorgehen):

independence_test(Simon ~ Flanker, data = poarch,
distribution = approximate())

##

## Approximative General Independence Test
#i#t

## data: Simon by Flanker

## Z = 2.656, p-value = 0.0072

## alternative hypothesis: two.sided

Das Ergebnis fallt hier leicht anders aus als bei unseren manuellen Berechnungen, aber
das liegt lediglich an der Zufallsauswahl der Permutationen. An den Schlussfolgerun-
gen (“Dieser Zusammenhang wire unter der Nullhypothese sehr unwahrscheinlich.”)
andert sich ja nichts.

12.5 Geldufige Signifikanztests als mathematische Kiirzel: der
t-Test

Obwohl Permutationstests giiltige Signifikanztests sind, die ausserdem auf nur weni-
gen Annahmen basieren, trifft man sie in der Praxis selten an. Dies ist zum Teil his-
torischen Griinden zuzuschreiben: Im Jahr Schnee war es zu aufwéndig, ein paar tau-
send Permutationen der Daten durchzurechnen, um die Verteilung eines Gruppenun-
terschieds oder eines Korrelationskoeffizienten unter der Nullhypothese zu generieren.
Stattdessen wurden Signifikanztests entwickelt, deren mathematische Herleitung zwar
komplizierter ist, die aber schneller ausgefiihrt werden konnen. Beispiele solcher Tests
sind der t-Test und der F-Test. Dass diese so oft verwendet werden, verdanken sie der
Tatsache, dass ihre Ergebnisse oft mit jenen der Permutationstests tibereinstimmen:

the statistician does not carry out this very simple and very tedious process
[= Daten permutieren], but his conclusions have no justification beyond the
fact that they agree with those which could have been arrived at by this
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elementary method. (Fisher, |1936)

Der meist verbreitete dieser mathematischen Tricks, der t-Test, wird hier vorgestellt,
sodass wir ihn in den Aufgaben verwenden konnen.

12.5.1 Der t-Wert

Mit den folgenden Befehlen werden zwei Stichproben (Gruppe A und Gruppe B) mit
4 bzw. 2 Beobachtungen aus Normalverteilungen generiert. Die Normalverteilungen
sind einander gleich, denn sie haben das gleiche Mittel und die gleiche Standardabwei-
chung.

gruppe <- rep(c("Gruppe A", "Gruppe B"), times = c(4, 2))
ergebnis <- c(rnorm(n = 4, mean = 3, sd = 1),
rnorm(n = 2, mean = 3, sd = 1))

Diese Daten konnen wir wie gehabt in einem linearen Modell modellieren. Hier ist das
zwar uberfliissig, da wir wissen, dass es eigentlich keinen systematischen Unterschied
zwischen den Gruppen gibt (sie stammen ja aus der gleichen Verteilung), aber so kann
das Vorgehen besser illustriert werden.

mod.lm <- lm(ergebnis ~ gruppe)

summary (mod.lm)$coefficients

#i#t Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 3.8419135 0.2942221 13.057867 0.00019855
## gruppeGruppe B -0.5151547 0.5096077 -1.010885 0.36925320

Aufgrund des Zufalls wird der Unterschied zwischen den zwei Stichproben natiirlich
nie genau gleich 0 sein. Hier betrdgt er —0.52; bei Ihnen wird er anders aussehen (zu-
tallig generierte Daten). Die erste Information in diesem Output, die wir bisher immer
ignoriert haben, sind die Werte in der Spalte t value. Es handelt sich hierbei lediglich
um das Verhiltnis des Unterschieds zwischen der Parameterschitzung und der Para-
meter laut der Nullhypothese (meistens 0) und des geschétzten Standardfehlers dieses
Unterschieds:

‘ Parameterschiatzung — Parameter laut Hy (12.1)
B geschitzter Standardfehler '

Der Output der summary ()-Funktion zeigt stets den t-Wert unter der Annahme, dass
der Parameter laut der Nullhypothese 0 betragt.

summary (mod.lm)$coefficients[2, 1]
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## [1] -0.5151547

summary (mod.lm)$coefficients[2, 2]

## [1] 0.5096077

summary (mod.lm) $coefficients[2, 1] / summary(mod.lm)$coefficients[2, 2]

## [1] -1.010885

summary (mod.lm) $coefficients[2, 3]

## [1] -1.010885

12.5.2 Die t-Verteilungen

Wieso berechnet man solche t-Werte tiberhaupt? Der Grund ist, dass—unter bestimm-
ten Annahmen—diese t-Werte in eine bestimmte Verteilung (eine t-Verteilung) fallen,
wenn die Nullhypothese stimmt. Diese Verteilung hangt nicht von der Skala und Varia-
bilitdt der Daten ab. In der Pra-Computerdra (und jetzt noch immer) vereinfachte dies
die Berechnungen erheblich.

Dass t-Werte unter der Nullhypothese einer t-Verteilung folgen, kann mit einer Simu-
lation gezeigt werden. Mit den folgenden Befehlen werden—iahnlich wie oben—Daten
tiir zwei Gruppen (mit 4 bzw. 2 Beobachtungen) aus der gleichen Normalverteilung ge-
neriert, und zwar 20’000 Mal. Jedes Mal wird der t-Wert fiir den Gruppenunterschied
gespeichert.

n_runs <- 20000
n_gruppeA <- 4
n_gruppeB <- 2
t_werte <- vector(length = n_runs)

for (i in 1l:n_runs) {
sim_gruppe <- rep(c("Gruppe A", "Gruppe B"),
times = c(n_gruppeA, n_gruppeB))
sim_ergebnis <- c(rnorm(n = n_gruppeA, mean = 3, sd
rnorm(n = n_gruppeB, mean = 3, sd
sim_mod.lm <- Um(sim_ergebnis ~ sim_gruppe)
t_werte[i] <- summary(sim_mod.lm)$coefficients[2, 3]

}

I
=
=
= o

Wenn wir die 20’000 t-Werte grafisch darstellen, sehen wir, dass die Verteilung dieser
Werte einer t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden entspricht; siehe Abbildung (Die
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Abbildung 12.6: Die Verteilung von 20’000 t-Werten aus einer Simulation. Die blaue Li-
nie (kaum sichtbar, da die rote mit ihr {iberlappt) stellt die auf der Basis der Simulationen
geschdtzte Wahrscheinlichkeitsdichte dar; die rote Linie stellt eine t-Verteilung mit 4 Frei-
heitsgraden dar.

Anzahl Freiheitsgrade ist, bei unabhingigen Daten, die Anzahl Beobachtungen minus
die Anzahl geschitzter Parameter. Es gab 6 Beobachtungen und zwei geschitzte Pa-
rameter ((Intercept) und gruppeGruppe B), sodass die Anzahl Freiheitsgrade hier 4
betragt.)

df_t <- data.frame(t_werte)
ggplot(df_t, aes(t_werte)) +

geom_histogram(aes(y = ..density..),
bins 100, fill = "lightgrey", colour = "darkgrey") +

geom_density(colour "darkblue") +

stat_function(fun = dt, args = list(df = 4), colour = "red") +
xlab("t-Wert") +

ylab("Wahrscheinlichkeitsdichte")

Aufgabe: Ungleiche Varianzen Erhohen Sie im Simulationscode die Standardabwei-
chung einer Gruppe von 1 auf 10. Zeichnen Sie das Histogramm und die Wahrschein-
lichkeitsdichten erneut; dazu konnen Sie die genau gleichen Befehle verwenden. Ent-
spricht die Verteilung dieser t-Werte noch immer einer t-Verteilung mit 4 Freiheitsgra-
den?

12.5.3 Der t-Test selbst

Um nun die Frage zu beantworten, wie wahrscheinlich der beobachtete Gruppenun-
terschied oder noch extremere Gruppenunterschiede laut der Nullhypothese wéren,
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Abbildung 12.7: Die t-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden. Die Strichellinien stellen den be-
obachteten Gruppenunterschied (positiv und negativ) dar.

konnen wir den beobachteten t-Wert mit der geeigneten t-Verteilung abgleichen (Ab-

bildung[12.7).
ggplot(data = data.frame(t = c(-7, 7)),
aes(x = t)) +
stat_function(fun = dt, args = list(df = 4)) +
geom_vline(xintercept = 1.010885, linetype = 2) +
geom_vline(xintercept = -1.010885, linetype = 2) +
ylab("Wahrscheinlichkeitsdichte")

Da es sich um eine mathematisch festgelegte Verteilung handelt, ist es fiir den Com-
puter ein Kinderspiel, die Wahrscheinlichkeit von extremeren als dem beobachteten
t-Wert zu berechnen (die Flachen unter der Kurve jenseits der Strichellinien):

pt(-1.010885, df =4 + 2 - 2) +
pt(1.010885, df = 4 + 2 - 2, lower.tail = FALSE)

## [1] 0.3692532

Dies ist auch die Wahrscheinlichkeit, die im Modelloutput der letzten Spalte zu entneh-
men ist: p = 0.37.

Statt die Daten mit der lm( ) -Funktion zu analysieren, kann man sie auch der t. test()-
Funktion fiittern. Der Parameter var.equal wird hier auf TRUE gestellt, was soviel
heisst, dass bei der Berechnung davon ausgegangen werden soll, dass die Gruppen
laut der Nullhypothese aus Populationen mit der gleichen Varianz stammen; dies ent-
spricht der Homoskedastizitdtsannahme des allgemeinen linearen Modellsﬂ

t.test(ergebnis ~ gruppe, var.equal = TRUE)

##
## Two Sample t-test
#

7Wenn Sie mit eigenen Datensitzen arbeiten, miissen Sie noch den data-Parameter einstellen.
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## data: ergebnis by gruppe

## t = 1.0109, df = 4, p-value = 0.3693

## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
## 95 percent confidence interval:

## -0.8997431 1.9300525

## sample estimates:

## mean in group Gruppe A mean in group Gruppe B

## 3.841913 3.326759

Die Ergebnisse sind denen des linearen Modells gleich, und alle Informationen in die-
sem Output kann man auch dem linearen Modell entnehmen. Zusammenfassen wiirde
man das Ergebnis des Testes etwa so: “t(4) = 1.01, p = 0.37”.

Ein t-Test ist ein lineares Modell. Und zwar eins, in dem nur ein Gruppenunter-
schied modelliert wird.

Wenn man nicht davon ausgehen will, dass die Varianzen in den beiden Gruppen gleich
sind, kann man var.equal = FALSE (die Defaulteinstellung) einstellen. Dann wird der
sog. t-Test nach Welch durchgefiihrt, in dem der t-Wert und die Anzahl Freiheitsgrade
leicht anders berechnet werden:

t.test(ergebnis ~ gruppe, var.equal = FALSE)

##t

## Welch Two Sample t-test

##t

## data: ergebnis by gruppe

## t = 1.346, df = 3.9996, p-value = 0.2495

## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
## 95 percent confidence interval:

## -0.547529 1.577838

## sample estimates:

## mean in group Gruppe A mean in group Gruppe B
#i# 3.841913 3.326759

(2006) empfiehlt, dass der t-Test nach Welch immer dann durchgefithrt werden
soll, wenn man einen t-Test durchfithren mochte.

12.5.4 Annahmen

Die Annahmen beim t-Test sind die gleichen wie die Annahmen, die man macht, wenn
man fiir die Parameterschiatzungen in einem allgemeinen linearen Modell Konfidenz-
intervalle anhand von t-Verteilungen konstruieren will. Beim t-Test nach Welch wird
lediglich die Homoskedastizitdtsannahme aufgehoben. Im Vergleich dazu wird einem
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Randomisierungstest davon ausgegangen, dass die Datenpunkte unabhéingig vonein-
ander sind (eine Annahme, die der Test mit dem allgemeinen linearen Modell teilt)
und dass die Datenpunkte unter der Nullhypothese genauso gut in der jeweils ande-
ren Gruppe hitten vorkommen konnen. Letzteres ist eine weniger strikte Annahme als
die Normalitdtsannahme.

12.5.5 t-Tests fiir andere Parameterschitzungen

Die t-Verteilungen konnen auch eingesetzt werden, um die Nullhypothese bei Parame-
terschiatzungen, die sich nicht auf Gruppenmittel beziehen, zu testen. In den summary () -
Outputs in den Kapiteln in Teil III finden Sie hierfiir viele Beispiele:

¢ Seite Die Nullhypothesen, die tiberpriift werden, besagen, dass die Parame-
ter fiir (Intercept) und AOA eigentlich gleich 0 sind. Bemerken Sie, dass diese
erste Nullhypothese fiir niemanden von Interesse ist, da man sich kaum fiirs In-
tercept interessiert und da niemand behaupten wiirde, er diirfte gleich 0 sein.
Auch die zweite Nullhypothese kann kaum stimmen, denn sie besagt, dass das
AOA iiberhaupt keinen Zusammenhang zum GJT aufweist.

* Seite Die tiberpriiften Nullhypothesen besagen wiederum, dass die Para-
meter fiir (Intercept) und n.Kondition eigentlich gleich 0 sind. Die t- und
p-Werte fiir n.Kondition konnte man auch mit der t.test()-Funktion berech-
nen.

¢ Seite Wiederum besagen die tiberpriiften Nullhypothesen, dass die Parame-
ter eigentlich gleich 0 sind.

* Seite Idem. Von Interesse wire hier allenfalls der Signifikanztest fiir den In-
teraktionsparameter (DraganMitcCs).

® Seite[166
o Seite[174

Zwar handelt es sich in all diesen Beispielen eigentlich um t-Tests, aber den Begriff t-
Test reserviert man in der Regel fiir Gruppenunterschiede, die man dann eben auch mit
der t.test()-Funktion tiberpriifen kann.

12.6 Aufgaben

1. Schauen Sie sich die Grafiken in Abbildung an. Wenn Sie eine Interventi-
onsstudie durchfiihren, in der beide Gruppen identisch behandelt werden (eine
Interventionsstudie ohne Intervention), muss die Nullhypothese stimmen. Wenn
Sie die Daten trotzdem analysieren wiirden, aus welcher der vier Verteilungen
wurde Thr p-Wert dann stammen?
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Abbildung 12.8: Aus welcher Verteilung stammt der p-Wert, wenn die Nullhypothese tat-
sdchlich stimmt? Links: Gleichverteilung — alle p-Werte zwischen 0 und 1 wéren gleich
wahrscheinlich. Mitte links: Linksschiefe Verteilung — hohe p-Werte wiaren wahrscheinli-
cher als kleine p-Werte. Mitte rechts: Rechtsschiefe Verteilung — kleine p-Werte wiren wahr-
scheinlicher als hohe p-Werte. Rechts: Glockenkurve — p-Werte um 0.5 herum wiéren am
wahrscheinlichsten.

2. Andern Sie den Simulationscode aus dem letzten Abschnitt (Seite [208), um Thre
Antwort zu liberpriifen.

3. Aus welcher Art von Verteilung wiirde der p-Wert stammen, wenn die Nullhy-
pothese nicht stimmt?

4. Andern Sie den Simulationscode aus dem letzten Abschnitt, um Ihre Antwort zu
uberpriifen.
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Varianzanalyse

13.1 Mehrere Gruppen vergleichen: Das Problem

Wenn wir statt zwei mehrere Gruppen mithilfe von Signifikanztests hinsichtlich eines
outcomes vergleichen mochten, lige es auf der Hand, mehrere t-Tests einzusetzen.
Wenn man zum Beispiel drei Gruppen vergleichen mochte, konnte man zuerst Grup-
pen A und B vergleichen, dann Gruppen A und C und zu guter Letzt Gruppen Bund C.
Das Problem mit diesem Vorgehen ist, dass die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen signifi-
kanten Unterschied zu finden, wenn die Nullhypothese tatsdchlich stimmt, grosser als
« (in der Regel: « = 0.05) ist. Die Simulationen in diesem Abschnitt stellen dieses Pro-
blem unter Beweis; danach folgen mogliche Losungen.

Generieren wir zuerst einen Datensatz mit Zufallsdaten, sodass wir wissen, dass die
Nullhypothese buchstiblich stimmt. Mit dem folgenden Befehl wird ein Datensatz na-
mens df kreiert. Dieser enthélt 60 Beobachtungen von je zwei Variablen: gruppe (drei
Auspragungen mit je 20 Beobachtungen) und ergebnis. Letztere Variable wurde aus
einer Normalverteilung generiert, deren Eigenschaften unabhédngig von gruppe sind.
Die Nullhypothese stimmt also. Abbildung stellt diese Daten grafisch dar.

df <- data.frame(
gruppe = rep(c("A", "B", "C"), times = 20),
ergebnis = rnorm(n = 3*x20, mean = 10, sd = 3)

)

Wir konnten nun diesen Datensatz drei Mal aufspalten: Ein Mal behalten wir nur die
Daten aus den Gruppen A und B, ein Mal behalten wir nur die Daten aus Gruppen A
und C, und ein Mal nur die Daten aus Gruppen B und C. Wir fithren dann jedes Mal
einen t-Test aus. (Hier wird der t-Test nach Welch verwendet, aber dies spielt keine
Rolle.) Bei Ihnen werden der Output anders aussehen, da die Daten zuféllig generiert
wurden.

214
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Abbildung 13.1: Zufillig generierte Daten. Bei Ihnen werden diese Daten natiirlich anders
aussehen.

# A vs. B
df_ab <- df %>%

filter(gruppe %in% c("A", "B"))
t.test(ergebnis ~ gruppe, data = df_ab)

##t

## Welch Two Sample t-test

#it

## data: ergebnis by gruppe

## t = 2.4881, df = 34.972, p-value = 0.01775
## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
## 95 percent confidence interval:

## 0.402551 3.971529

## sample estimates:

## mean in group A mean in group B

##t 10.557221 8.370181

# A vs. C
df_ac <- df %>%

filter(gruppe %in% c("A", "C"))
t.test(ergebnis ~ gruppe, data = df_ac)

##

## Welch Two Sample t-test

#i#t

## data: ergebnis by gruppe

## t = 0.64088, df = 33.998, p-value = 0.5259

## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
## 95 percent confidence interval:

## -1.267666 2.435479

## sample estimates:

## mean in group A mean in group C
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## 10.557221 9.973315

df_bc <- df %>%
filter(gruppe %in% c("B", "C"))
t.test(ergebnis ~ gruppe, data = df_bc)

##

## Welch Two Sample t-test

##

## data: ergebnis by gruppe

## t = -1.559, df = 37.888, p-value = 0.1273
## alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
## 95 percent confidence interval:

## -3.6850506 0.4787827

## sample estimates:

## mean in group B mean in group C

##t 8.370181 9.973315

Wenn man sich in die Logik des Signifikanztestens einschreibt, dann miisste man auf-
grund dieser Ergebnisse die Nullhypothese, dass die Daten in jeder Gruppe aus der
gleichen Verteilung stammen, ablehnen, denn fiir den Vergleich zwischen Gruppen A
und B findet man ja einen p-Wert, der kleiner als & = 0.05 ist (p = 0.018). Dies obwohl
die Nullhypothese in dieser Simulation buchstéblich stimmt. Dass man Nullhypothe-
sen, die tatsdchlich stimmen, ab und zu zu Unrecht ablehnt, ist klar—und das ist hier
auch nicht das Problem. Vielmehr ist das Problem, dass diese Fehlerquote (Fehler der
ersten Art) angeblich bei « = 0.05 festgelegt wurde, aber eigentlich wesentlich hoher
ist.

Diese Tatsache konnen wir mit einer Simulation illustrieren. Mit den folgenden Befeh-
len wird das gleiche Szenario wie oben (3 Gruppen mit je 20 Beobachtungen; Nullhy-
pothese stimmt; 3 t-Tests) 5°000 durchlaufen. Jedes Mal wird der p-Wert der einzelnen
t-Tests gespeichert sowie auch der kleinste der jeweils drei p-Werte.

n_runs <- 5000

pval_ab <- vector(length = n_runs)
pval_ac <- vector(length = n_runs)
pval_bc <- vector(length = n_runs)

min_pval <- vector(length = n_runs)

for (i in 1l:n_runs) {
sim_df <- data.frame(
gruppe = rep(c("A", "B", "C"), times = 20),
ergebnis = rnorm(n = 3*20, mean = 10, sd = 3)
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sim_df_ab <- sim_df %>%
filter(gruppe %in% c("A", "B"))

pval_ab[i] <- t.test(ergebnis ~ gruppe, data sim_df_ab)$p.value

sim_df_ac <- sim_df %>%
filter(gruppe %in%s c("A", "C"))
pval_ac[i] <- t.test(ergebnis ~ gruppe, data

sim_df_ac)$p.value

sim_df_bc <- sim_df %>%
filter(gruppe %in% c("B", "C"))
pval_bc[i] <- t.test(ergebnis ~ gruppe, data

sim_df_bc)$p.value

min_pval[i] <- min(c(pval_ab[i], pval_ac[i], pval_bc[i]))

}

Wenn die Nullhypothese stimmt, miissten die p-Werte gleichverteilt sein (siehe Aufga-
ben letztes Kapitel). Wenn Sie Histogramme der p-Werte der einzelnen t-Tests zeich-
nen, werden Sie feststellen, dass dies tatsdchlich der Fall ist. (Die Abweichungen, die
Sie feststellen werden, sind zufallsbedingt; wenn Sie die Anzahl Simulationen erhéhen,
werden diese Abweichungen kleiner.) Wenn Sie nun aber die Verteilung der jeweils
kleinsten der drei p-Werte (min_pval) zeichnen, werden Sie feststellen, dass diese nicht
gleichverteilt sind; siehe Abbildung/|13.2 auf Seite 219,

Wenn wir uns bei unseren Inferenzen dartiber, ob sich die drei Gruppen voneinander
unterscheiden, nach dem kleinsten der drei p-Werte richten, wiirden wir nicht in bloss
o = 5% der Félle die Nullhypothese zu Unrecht ablehnen, sondern in mehr als 10% der
Falle, wenn drei Gruppen verglichen werden:

mean (min_pval < 0.05)

## [1] 0.1244
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Familywise Type-I error rate. Wenn man mehrere Signifikanztests verwendet, um
eine Nullhypothese zu tiberpriifen, steigt die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
einer von ihnen einen signifikanten p-Wert produziert—auch wenn die Nullhy-
pothese stimmt und jeder Test korrekt ausgefiihrt wurde. Die Wahrscheinlichkeit,
dass man mindestens einen signifikanten p-Wert antrifft, wenn die Nullhypothe-

se stimmt, nennt man die familywise Type-I error rate; sieche Abbildung

In Féllen wie im obigen Beispiel ist die Tatsache, dass man eine Nullhypothese mit
mehreren Tests tiberpriift hat (multiple comparisons), allen klar. Ausserdem kann das
Problem in solchen Féllen relativ leicht behoben werden. In anderen Fallen sind die
multiple comparisons weniger einfach aufzudecken bzw. schwieriger bei der Inter-
pretation der Ergebnisse zu berticksichtigen — zum Beispiel, weil im Forschungs-
bericht nur eine Auswahl der ausgefiihrten Signifikanztests beschrieben wird.

13.2 Erste Losung: Permutationstest

Die einfachste Art und Weise, das multiple comparisons-Problem zu 16sen, ist, die Null-
hypothese mit einem einzigen Test zu {iberpriifen statt mit mehreren Tests. Am haufigs-
ten wird hierzu Varianzanalyse (ANOVA: analysis of variance) bzw. der F-Test eingesetzt
(siehe ndchsten Abschnitt). Aber das Gleiche kann man bewirken mit einem Permuta-
tionstest, der m.E. einfacher nachvollziehbar ist.

Die zu tiberpriifende Nullhypothese besagt, dass die Beobachtungen in den drei Grup-
pen allen aus der gleichen Verteilung stammen und somit eigentlich alle das gleiche
Mittel haben. In einer Stichprobe werden wir nattirlich immer feststellen, dass sich die-
se Mittel zumindest etwas voneinander unterscheiden:

df %>%
group_by(gruppe) %>%
summarise(mittel = mean(ergebnis))

## # A tibble: 3 x 2
##  gruppe mittel
#1# <fct> <dbl>

## 1 A 10.6
## 2 B 8.37
## 3 C 9.97

Die entscheidende Frage ist daher: Wie wahrscheinlich wére es, dass sich die Mittel so
stark oder noch stiarker voneinander unterscheiden wiirden, wenn die Nullhypothese
tatsdchlich stimmt? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir zuerst in einer Zahl
ausdriicken, wie stark sich diese drei Mittel voneinander unterscheiden. Die Varianz
der Gruppenmittel bietet sich hierfiir an.
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Abbildung 13.2: Wenn die Nullhypothese stimmt, sollten die p-Werte gleichverteilt sein.
Fiir die p-Werte aus den einzelnen t-Tests ist dies auch der Fall: Die Wahrscheinlichkeit,
dass man einen p-Wert kleiner als 0.05 beobachtet, liegt tatsdchlich bei 5%, wenn die
Nullhypothese stimmt. Wenn man aber auf der Basis des jeweils kleinsten der drei p-
Werte schliesst, ob sich die Gruppen unterscheiden, dann sind die relevanten p-Werte nicht
gleich- sondern rechtsschief verteilt: Die Wahrscheinlichkeit, dass man irgendeinen p-Wert
kleiner als 0.05 beobachtet, kann erheblich hoher als 5% sein, auch wenn die Nullhypothese
stimmt.
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Abbildung 13.3: Wenn alle Nullhypothesen stimmen und mehrere unabhédngige Signifi-
kanztests durchgefiihrt werden, dann wird die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein
Test ein signifikantes Ergebnis produziert immer grosser (y = 1 — (1 — 0.05)Anzahl Tests)
Diese Wahrscheinlichkeit ist der familywise Type-I error rate. Zwei Tests sind unabhingig
voneinander, wenn das Ergebnis des einen Tests {iberhaupt keine Indizien dartiber gibt,
was das Ergebnis des anderen Tests sein wird—z.B., weil komplett andere Daten benutzt
werden. Wenn die Tests nicht unabhangig voneinander sind (z.B., weil man die gleichen
Daten mit mehreren Tests auswertet), wird dieses Problem zwar immer noch vorhanden
sein, aber es wird weniger ausgepragt sein.
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var_mittel <- df %>%
group_by(gruppe) %>%
summarise(mittel = mean(ergebnis)) %>%
select(mittel) %>%
var()
var_mittel

#i#t mittel
## mittel 1.282355

Die Varianz der Stichprobenmittel betrégt also 1.282. Bei Ihnen wird das Ergebnis auf-
grund der zuféllig generierten Daten anders aussehen. Um die Verteilung der Varian-
zen der Stichprobenmittel unter Annahme der Nullhypothese zu generieren, konnen
wir die Beobachtungen ein paar tausend Mal zufillig den Gruppenbezeichnungen zu-
ordnen und jedes Mal die Varianz der Stichprobenmittel der permutierten Daten be-
rechnen. Die Logik ist identisch mit jener der Permutationstests aus dem letzten Kapi-
tel, nur schauen wir uns die Varianz der Gruppenmittel statt des Unterschieds zwischen
den zwei Gruppenmitteln an.

n_runs <- 10000
var_mittel_HO <- vector(length = n_runs)

df _HO <- df

for (i in 1l:n_runs) {
df_HO$gruppe <- sample(df_HO$gruppe)

var_mittel_HO[i] <- df_HO %>%
group_by(gruppe) %>%
summarise(mittel = mean(ergebnis)) %>%
select(mittel) %>%
var()

}

Die Verteilung dieser Varianzen (var_mittel_HO) wird in Abbildung dargestellt.
Die Proportion der Varianzen, die mindestens so gross wie die beobachtete Varianz
sind, stellt ein giiltiger p-Wert dar.

mean(var_mittel_HO > 1.282355)

## [1] 0.0638

In diesem Fall also p = 0.068. Von Durchfithrung zu Durchfithrung wird sich dieser
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Abbildung 13.4: Die Verteilung der Varianzen der Stichprobenmittel, wenn die Beobach-
tungen zuféllig den Gruppen zugeordnet werden. Die Proportion der Varianzen, die min-
destens so gross wie die beobachtete Varianz sind, stellt ein giiltiger p-Wert dar.

Wert leicht d&ndern, da er auf ‘nur” 10’000 der fast 578 Quadrillionen moglicher Permu-
tationen basiert. Aber die Unterschiede werden minimal sein.

Aufgabe 1: Standardabweichung Wir haben die Unterschiede zwischen den Grup-
penmitteln mit dem Varianzmass erfasst. Wiirde sich am Ergebnis etwas dndern, wenn
wir stattdessen die Standardabweichung benutzt hitten?

Aufgabe 2: Echter Datensatz In Abschnitt[9.2] auf Seite [T40] wurde ein echter Daten-
satz mit drei Gruppen vorgestellt. Uberpriifen Sie die Nullhypothese, dass sich die
Durchschnittsleistung zwischen den ‘no information’-, ‘information’- und ‘strategy’-
Konditionen nicht unterscheidet und zwar mit einem Permutationstest.

Permutationstests wie diese braucht man nicht selber zu programmieren. Mit der Funk-
tion independence_test() aus dem coin-Package konnen sie schnell und einfach
durchgefiihrt werden. Am Ergebnis dndert sich nichts—wenn Sie diese Funktion mehr-
mals laufen lassen, werden Sie feststellen, dass die kleineren Abweichungen dem Zu-
fallsverfahren hinter dem Test zuzuweisen sind.

coin::independence_test(ergebnis ~ gruppe, data = df,

distribution = "approximate")
##
## Approximative General Independence Test
##

## data: ergebnis by gruppe (A, B, ()
## maxT = 2.2527, p-value = 0.0613
## alternative hypothesis: two.sided
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13.3 Zweite Losung: Varianzanalyse und F-Tests

Permutationtests waren im Jahr Schnee zu schwierig, um durchzufiihren. Wenn man
aber annehmen will, dass die Daten aus einer Normalverteilung stammen, dann kann
man ein paar mathematische Tricks anwenden, um die Berechnung zu beschleunigen.
Diese Tricks heissen Varianzanalyse (ANOVA: analysis of variance) und der F-Test. Da
Forschungsartikel oft voller ANOVAs und F-Tests stehen, werden diese Tricks hier kurz
vorgestellt. Ich finde den Permutationtest aber wesentlich nachvollziehbarer.

13.3.1 Streuungszerlegung

Der erste Schritt in einer ANOVA besteht darin, dass man die Streuung im outcome in
Teilen zerlegt: Streuung zwischen den Gruppen und Streuung innerhalb der Gruppen.
Dazu berechnet man zuerst die Gesamtquadratsumme (vgl. Quadratsumme auf Seite
. Bei Thnen werden diese Zahlen anders aussehen, da die Daten zuféllig generiert
wurden.

sq.total <- sum((df$ergebnis - mean(df$ergebnis))”2)
sq.total

## [1] 556.7215

Um die Streuung innerhalb der Gruppen, die Residuenquadratsumme, zu berechnen,
kann man von allen Beobachtungen ihr Gruppenmittel abziehen. Oder man modelliert
die Daten in einem allgemeinen linearen Modell und berechnet die Quadratsumme der
Residuen:

df.lm <- Um(ergebnis ~ gruppe, data = df)

sq.rest <- sum((resid(df.lm))"2)
sq.rest

## [1] 505.4273

Die vom Modell ‘erklérte’ (lies: beschriebene) Quadratsumme betrdagt also:
sg.gruppe <- sq.total - sq.rest

sg.gruppe

## [1] 51.2942

Wir haben, zusétzlich zum Intercept, zwei Parameter gebraucht, um den Einfluss des
Gruppenfaktors zu modellieren. (Dies konnen Sie kontrollieren, indem Sie das Modell
df.lminspizieren.) Im Schnitt beschreibt jeder Parameter also eine Quadratsumme von
25.6:
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meanSq.gruppe <- sq.gruppe / 2
meanSq.gruppe

## [1] 25.6471

Es gibt 60 unabhéngige Datenpunkte und das Modell schétzt bereits 3 Parameter (Inter-
cept + 2 Parameter fiir die Gruppenunterschiede). Daher konnten wir im Prinzip noch
57 Parameter schitzen lassen. (Dies wire zwar nicht sinnvoll, aber es wire moglich.
Mehr Parameter zu schitzen, ginge nicht: In einem allgemeinen linearen Modell kann
man nur so viele Parameter schitzen als es Beobachtungen gibt.) Im Schnitt wiirden
diese 57 Parameter eine Quadratsumme von 8.87 beschreiben:

meanSq.rest <- sq.rest / (60 - 2 - 1)
meanSq. rest

## [1] 8.867146

Die kritische Einsicht ist nun, dass wenn die Nullhypothese stimmt, die zwei Grup-
penparameter im Schnitt nur die gleiche Quadratsumme wie die 57 nicht-modellierte
Parameter beschreiben konnen. Also: Wenn Hg zutrifft, sollten meanSq.gruppe und
meanSq. rest einander gleich sein. Eine andere Art und Weise, um dies auszudriicken,
ist, dass das Verhiltnis von meanSq.gruppe und meanSq. rest laut der Nullhypothese
im Schnitt 1 (‘E’) sein soll:

Ho: E <meanSq.gruppe> _1
meanSq. rest

Dieses Verhiltnis bezeichnet man als F. In unserem Fall betragt F 2.89.

f.wert <- meanSq.gruppe / meanSq.rest
f.wert

## [1] 2.892374

13.3.2 Der F-Test

Aufgrund des Stichprobenfehlers wird F nie ganz genau 1 sein. Die nidchste Frage ist
daher: Wie ungewohnlich ein F-Wert von 2.89 oder grosser ware, wenn die Nullhypo-
these stimmt? Wenn die Daten in den unterschiedlichen Gruppen aus Normalverteilun-
gen mit dem gleichen Mittel und der gleichen Varianz stammen, dann fallt der F-Wert
in eine bestimmte Verteilung, namlich eine F-Verteilung. F-Verteilungen haben zwei Pa-
rameter (‘Freiheitsgrade’): die Anzahl Parameter, die man brauchte, um den Effekt zu
modellieren (hier: 2), und die Anzahl Beobachtungen, die man nicht aufgebraucht hat
(hier: 57). Abbildung zeigt eine F(2, 57)-Verteilungﬂ

1Achtung: 2,57 ist keine Kommazahl; es handelt sich um zwei separate Zahlen, die Freiheitsgrade.
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F(2, 57)-Verteilung
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Abbildung 13.5: Die F-Verteilung mit 2 und 57 Freiheitsgraden. (F-Verteilungen haben zwei
Freiheitsgrade.) Die Strichellinie stellt den beobachteten F-Wert dar.

Die Flache unter der Kurve rechts von der Strichellinie ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man einen F-Wert von 2.89 oder mehr beobachtet, wenn die Nullhypothese tatsdchlich
stimmt. Sie kann so berechnet werden:

pf(f.wert, df = 2, df2 = 60 - 2 - 1, lower.tail = FALSE)

## [1] 0.06361948

Dies ist fast das gleiche Ergebnis wie beim Permutationstest.

13.3.3 Varianzanalyse in R

Gliicklicherweise muss man all diese Schritte nicht von Hand ausfiihren. Es reicht, die
Daten in einem allgemeinen linearen Modell zu modellieren (was oben bereits gemacht
wurde) und die anova () -Funktion aufs Modell anzuwenden:

anova(df.lm)

## Analysis of Variance Table

##

## Response: ergebnis

## Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
## gruppe 2 51.29 25.6471 2.8924 0.06362

## Residuals 57 505.43 8.8671

Berichten wiirde man dieses Ergebnis wie folgt: F(2,57) = 2.89, p = 0.064.

Aufgabe 1: Echter Datensatz In Abschnitt[9.2| auf Seite wurde ein echter Daten-
satz mit drei Gruppen vorgestellt. Uberpriifen Sie die Nullhypothese, dass sich die
Durchschnittsleistung zwischen den ‘no information’-, ‘information’- und ‘strategy’-
Konditionen nicht unterscheidet und zwar mit einer ANOVA.
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Aufgabe 2: Zwei Gruppen In Abschnitt[9.1.3Jauf Seite[133lwurde ein echter Datensatz
mit zwei Gruppen vorgestellt. Diesen haben Sie im letzten Kapitel mit einem t-Test
analysiert. Analysieren Sie ihn hier nochmals mit einem normalen t-Test (also nicht
nach Welch) und mit einer ANOVA. Welchen Merksatz ziehen Sie?

13.4 Varianzanalyse mit mehreren Pradiktoren

Varianzanalyse kann man auch anwenden, wenn es mehrere Pradiktoren in einem Mo-
dell gibt. Die Daten aus der Dragan/Luca-Studie kann man wie folgt in einer ANOVA

auswerten:

bll <-

read_csv("Data/berthele2011.csv")

bll.1ml <- Um(Potenzial ~ CS *x Name, data = bll)
anova(bll.lml)

##
##
##
##
##
##
##
##

Jede Zeile in der Tabelle zeigt, wie viele Parameter fiir einen bestimmten Pradiktor mo-
delliert werden mussten (Df) und was die assoziierte Quadratsumme und sein F- und
p-Wert ist. Aber Vorsicht: Wenn wir die Reihenfolge der Pradiktoren dndern, d&ndern

Analysis of Variance Table

Response: Potenzial

Df Sum Sq Mean Sq

CS 1 1.755
Name 1 0.364
CS:Name 1 7.965
Residuals 151 105.786

sich ein paar Zahlen:

1.7550
0.3644
7.9651
0.7006

F value Pr(>F)
2.5051 0.1155705
0.5201 0.4718954
11.3695 0.0009484

bll.1m2 <- Um(Potenzial ~ Name x CS, data = bll)
anova(bll.lm2)

##
##
##
##
##
##
##
##

Der Grund hierfiir ist, dass bei der Berechnung von Sum Sq sequenziell vorgegangen
wird. Wenn wir die Varianzanalyse von Hand ausfiihren wiirden, wiirden wir:

Analysis of Variance Table

Df Sum Sq Mean Sq

Response: Potenzial

Name 1 0.786
CS 1 1.334
Name:CS 1 7.965
Residuals 151 105.786

0.7855
1.3339
7.9651
0.7006

F value Pr(>F)
1.1213 0.2913379
1.9040 0.1696729
11.3695 0.0009484

1. die Gesamtquadratsumme berechnen;

2Tipp: Quadrieren Sie den t-Wert, den Sie beim t-Test erhalten.
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(ss.gesamt <- sum((bll$Potenzial - mean(bll$Potenzial))”"2))
## [1] 115.871
2. den Effekt der ersten Variablen rausrechnen und berechnen, wie gross die Qua-

dratsumme ist, die diese beschreiben kann;

cs.lm <- lm(Potenzial ~ CS, data = bll)
(ss.cs <- ss.gesamt - sum(resid(cs.lm)”"2))

## [1] 1.755004
3. den Effekt der zweiten Variablen rausrechnen und berechnen, wie gross die Qua-

dratsumme ist, die diese beschreiben kann;

name.lm <- Im(Potenzial ~ CS + Name, data = bll)
(ss.name <- ss.gesamt - ss.cs - sum(resid(name.lm)”"2))

## [1] 0.3643985
4. den Interaktionseffekt rausrechnen und berechnen, wie gross die Quadratsumme
ist, die dieser beschreiben kann;

interaktion.lm <- Um(Potenzial ~ CS + Name + CS:Name, data = bll)
(ss.interaktion <- ss.gesamt - ss.cs - ss.name - sum(resid(interaktion.lm)”2))

## [1] 7.965143

5. die restliche Quadratsumme berechnen;

(ss.rest <- ss.gesamt - ss.cs - ss.name - ss.interaktion)

## [1] 105.7864

6. F-Werte fiir alle Effekte berechnen.

ss.cs / (ss.rest/151)

## [1] 2.5051

ss.name / (ss.rest/151)

## [1] 0.520144

ss.interaktion / (ss.rest/151)

## [1] 11.36948
Je nachdem, ob wir CS oder Name als erste Variable ins Modell eintragen, d&ndert sich die
Quadratsumme, die dieser Variablen zugeschrieben wird. Der Grund dafiir ist, dass die
Variablen CS und Name in diesem Datensatz etwas miteinander korreliert sind: Es gibt

mehr Datenpunkte fiir Dragan mit Codeswitches als ohne und mehr Datenpunkte fiir
Luca ohne Codeswitches als ohne:
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xtabs(~ CS + Name, = bll)
#i# Name

## CS Dragan Luca

## mit 28 44

#i# ohne 51 32

Ein Teil der Streuung in den Potenzial-Werten kann daher nicht eindeutig dem einen
oder dem anderen Pradiktor zugewiesen werden. Wird CS als erste Variable dem Mo-

dell hinzugefiigt, dann wird all die Streuung, fiir die es nicht ganz klar ist, ob sie CS
oder Name zu verdanken ist, der Variablen CS zugeschrieben; wird Name als erste Varia-
ble dem Modell hinzugeftigt, wird all diese Streuung ihr zugeschrieben. Daher éndern
sich die Ergebnisse fiir diese Variablen, je nachdem, welche Variable zuerst hinzugefiigt
wurde. Am Ergebnis fiir den letzten Effekt (die Interaktion) dndert sich jedoch nichts.

Type-I1, Type-11, Type-111 sum of squares. Wenn die Quadratsummen und die von
ihnen abgeleiteten F- und p-Werte sequenziell berechnet werden (wie oben), spricht
man von Type-I sum of squares. Diese Berechnungsart ist insbesondere dann sinn-
voll, wenn man sich fiir den als letzten modellierten Effekt interessiert, aber zuerst
noch ein paar andere Variablen beriicksichtigt.

Eine alternative Berechnungsart wird in gehabter kreativer Weise Type-II sum of
squares genannt. Hierzu werden die Effekte in allen moglichen Reihenfolgen ins
Modell eingetragen (aber Interaktionen kommen immer nach Haupteffekten) und
gilt als der F- und p-Wert eines Effektes jene F- und p-Werte, die man antrifft, wenn
der Effekt als letzter eingetragen wurde. In unserem Beispiel sahe das Ergebnis wie
folgt aus:

® CS: Man tibernimmt die Angaben fiir CS aus der ANOVA-Tabelle fiir Modell
bl1l.1m2, da hier CS als letzter Haupteffekt eingetragen wurde: F(1,151) =
1.9,p =0.17.

¢ Name: Man iibernimmt die Angaben fiir Name aus der ANOVA-Tabelle fiir
Modell b11l.1ml1, da hier Name als letzter Haupteffekt eingetragen wurde:
F(1,151) = 0.52, p = 0.47.

¢ Die Interaktion kommt immer nach den Haupteffekten, weshalb ihr Ergebnis
in beiden Modellen gleich ist: F(1,151) = 11.4, p < 0.001.

Diese Ergebnisse kann man automatisch mit der Anova ()-Funktion (mit grossem
A) aus dem car-Package berechnen:
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car::Anova(bll.1lml)

## Anova Table (Type II tests)

#t

## Response: Potenzial

## Sum Sq Df F value Pr(>F)
## CS 1.334 1 1.9040 0.1696729
## Name 0.364 1 0.5201 0.4718954
## CS:Name 7.965 1 11.3695 0.0009484

## Residuals 105.786 151

Es gibt auch noch die Berechnungsart Type-III sum of squares, aber von dieser wird
meistens abgeraten. Type-I und Type-II sum of squares konnen beide je nach der Si-
tuation niitzlich sein, und wenn man sich nur fiir die Interaktion interessiert oder
wenn man es genau die gleiche Anzahl Beobachtungen pro ‘Zelle” gibt, macht es
eh nichts aus.

Keine Daten wegschmeissen! Wenn jede Zelle im Design die gleiche Anzahl Be-
obachtungen hat, dann ergibt die drei Berechnungsarten fiir die Quadratsummen
(Type-IL, Type-II und Type-III) alle die gleiche Losung. Schmeissen Sie aber bitte kei-
ne Daten weg, um so gleich grosse Zellen zu erhalten und nicht zwischen diesen
Berechnungsarten wéhlen zu miissen!

Varianzanalyse kann man auch verwenden, wenn die Pradiktoren nicht kategorisch,
sondern kontinuierlich sind. An der Vorgehensweise d@ndert sich nichts:

rs <- read_csv("Data/readingSkills.csv")
rs.lm <- Ulm(score ~ age + nativeSpeaker, data = rs)
anova(rs.1lm)

## Analysis of Variance Table

##

## Response: score

#H# Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
## age 1 12677.9 12677.9 46109.4 < 2.2e-16
## nativeSpeaker 1 1753.5 1753.5 6377.4 < 2.2e-16
## Residuals 197 54.2 0.3

13.5 Abkiirzungen

One-way ANOVA (einfaktorielle Varianzanalyse) Eine Varianzanalyse mit einem ein-
zigen Pradiktor. Meistens ist dies eine Gruppenvariable mit zwei oder mehreren
Auspragungen.
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Two-way ANOVA (zweifaktorielle Varianzanalyse) Eine Varianzanalyse mit zwei Pra-
diktoren. Oft ist hierbei die Interaktion zwischen den Pradiktoren von Interesse.
Wenn die eine Variable zwei Auspragungen hat und die andere vier, spricht man
oft von einer 2 x 4 two-way ANOVA. Three-way, four-way, usw., ANOVA gibt es auch:
Man fiigt dem Modell einfach mehr Pradiktoren hinzu.

ANCOVA Steht fiir analysis of covariance. Es handelt sich lediglich um eine Varianzana-
lyse, in der mindestens eine kontinuierliche Kontrollvariable bertiicksichtigt wird.
Die Varianzanalyse des Modells rs. lmist also eine ANCOVA. Fiir weiterfithrende
Literatur, siehe Huitema| (2011)).

RM-ANOVA Steht fiir repeated-measures analysis of variance. Dieses Vorgehen kann
man verwenden, wenn etwa mehrere Datenpunkte der gleichen Variablen pro
Versuchsperson vorliegen. RM-ANOVA wird hier nicht besprochen, da es mittler-
weile flexiblere Werkzeuge gibt, um mit Abhédngigkeitsstrukturen in den Daten
umzugehen (gemischte Modelle).

MANOVA Steht fiir multivariate analysis of variance. Es ist eine Erweiterung von ANO-
VA auf mehrere outcomes. Zu MANOVA schreiben [Everitt & Hothorn! (2011) in
der Einfiihrung ihres Buches An introduction to applied multivariate analysis with R
Folgendes:

But there is an area of multivariate statistics that we have omitted from this
book, and that is multivariate analysis of variance (MANOVA) and related
techniques (...). There are a variety of reasons for this omission. First, we are
not convinced that MANOVA is now of much more than historical interest;
researchers may occasionally pay lip service to using the technique, but in
most cases it really is no more than this. They quickly move on to looking at
the results for individual variables. And MANOVA for repeated measures
has been largely superseded by the models that we shall describe [in ihrem
Buch]. (S. vii-viii)

13.6 Geplante Vergleiche und Post-hoc-Tests

Mit einfaktorieller Varianzanalyse versucht man die Frage zu beantworten, ob sich
die Gruppenmittel (irgendwelche Gruppenmittel) in der Population voneinander unter-
scheidenE] Findet man einen kleinen p-Wert, dann tendiert man dazu, davon auszu-
gehen, dass irgendwelche Gruppenmittel sich tatsdchlich voneinander unterscheiden.
Die Varianzanalyse bietet aber keine Antwort auf die naheliegende Folgefrage: Welche
Gruppen unterscheiden sich eigentlich genau voneinander? Unterscheiden sich Grup-
pen A und B, oder eher Gruppen A und C oder B und C?

30ft ist diese Frage ziemlich trivial: In vielen Situationen kann man kaum davon ausgehen, dass die
Gruppenmittel in der Population einander genau gleich sind.
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Um solche Fragen zu beantworten, bedienen sich Forschende oft auf die Varianzanaly-
se folgender Signifikanztests. Wenn sich die gestellten Fragen erst nach der Datenerhe-
bung ergeben und nicht im Vorhinein aus der Theorie abgeleitet wurden (exploratori-
sche Analyse), spricht man von Post-hoc-Tests. Wenn die Fragen schon vor der Untersu-
chung vorlagen (konfirmatorische Analyse), spricht man von geplanten Vergleichen.

Héaufig verwendete Verfahren fiir solche nachfolgende Tests tragen Namen wie “t-Tests
mit Bonferroni-Korrektur’, ‘t-Tests mit Holm—Bonferroni-Korrektur’, ‘Fishers least si-
gnificant difference-Test’, ‘Scheffé-Test” usw. Die Idee ist, dass das aufgrund der mehrfa-
chen Tests gestiegene globale Risiko, einen Fehler der ersten Art zu begehen, kontrol-
liert werden muss.

Zusétzliche Tests sind jedoch nicht immer nétig oder erwiinscht. Entscheidend sind
meines Erachtens die Theorie und die Hypothesen, die der Studie zu Grunde lagen,
und welche Datenmuster man als Belege fiir dese Theorie und Hypothesen betrachten
wiirde:

¢ Sagt die Theorie voraus, dass es irgendwelche Gruppenunterschiede (egal welche)
geben wird, dann reicht eine Varianzanalyse aus. Man kann zusatzlich eventuell
interessante Gruppenunterschiede deskriptiv berichten, etwa indem man das li-
neare Modell, fiir das man die Varianzanalyse ausgefiihrt hat, grafisch darstellt.
Diese moglichen Unterschiede {iberldsst man dann einer neuen, konfirmatori-
schen Studie (siehe Bender & Lange, 2001, S. 344). Falls die Varianzanalyse keine
Signifikanz ergibt, sollte man in diesem Fall auch auf zusétzliche Tests verzichten,
sodass man den familywise Type-I error rate nicht erhoht.

¢ Sagt die Theorie jedoch einen spezifischen Gruppenunterschied voraus, oder wer-
den mehrere separate Theorien iiberpriift, die sich auf unterschiedliche Gruppen-
mittel beziehen (z.B. A vs. Bund C vs. D), dann braucht man eigentlich die Varian-
zanalyse nicht auszufiihren und reichen t-Tests. Allféllige interessante aber nicht
vorhergesagte Gruppenunterschiede werden deskriptiv (nicht inferenzstatistisch)
berichtet und man iiberlasst sie wiederum einer neuen, konfirmatorischen Studie.

¢ Sagt die Theorie voraus, dass sich ein bestimmter Unterschied oder ein bestimmter
anderer Unterschied zeigen wird, dann sollte man sich {iber die oben angespro-
chenen Methoden schlau machen. Dies gilt auch wenn die Theorie komplexere
Gruppenunterschiede vorhersagt, etwa ‘Das Gesamtmittel von Gruppen A und
B ist niedriger als das Gesamtmittel von Gruppen B, C und D’. Zu diesen Verfah-
ren kann ich Thnen leider keine detaillierten Ratschldge machen, da ich sie selber
noch nie eingesetzt habe.

¢ Sagt die Theorie voraus, dass sich ein bestimmter Unterschied und ein bestimmter
anderer Unterschied zeigen wird, dann reichen m.E. wiederum zwei t-Tests.

Eine kurze Einfithrung mit vielen Referenzen ist Bender & Lange (2001); Ruxton & Be-
auchamp) (2008) geben konkrete Ratschldge, denen jedoch wohl schwierig zu folgen ist,
wenn man noch keine konkrete Erfahrung mit derartigen Analysen hat. Ein Blogeintra-
ge zum Thema ist On correcting for multiple comparisons: Five scenarios (1.4.2016).


https://janhove.github.io/analysis/2016/04/01/multiple-comparisons-scenarios
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Seien Sie vorsichtig und sparsam mit Post-Hoc-Erklarungen. Im Nachhinein ge-
lingt es einem oft, gewisse Muster in den Daten theoretisch zu deuten. Dabei ist
es durchaus moglich, dass diese Muster rein zufallsbedingt sind und sich bei einer
neuen Studie nicht mehr ergeben.

Es ist tibrigens erstaunlich einfach, sich selbst im Nachhinein weiszumachen, dass
man ein bestimmtes Muster in den Daten vorhergesagt hat. Ein wichtiger Grund
hierfiir ist, dass wissenschaftliche Theorien und Hypothesen oft mehreren statis-
tischen Hypothesen entsprechen. Um zu vermeiden, dass man zuerst sich selbst
und nachher seinen Lesenden vortdauscht, dass man die Muster in den Daten so
vorhergesagt hat, wie sie sich ergeben haben, kann man seine wissenschaftlichen
und statistischen Hypothesen préregistrieren: Man spezifiziert vor der Datenerhe-
bung, welche Muster man erwartet und wie man die Daten analysieren wird. Fiir
mehr Informationen zu Praregistration, siehe etwa http://datacolada.org/64
und Wagenmakers et al. (2012b).

13.7 Zwischenfazit Signifikanztests

e p-Werte driicken die Wahrscheinlichkeit aus, mit der man das beobachtete Muster
(z.B. einen Gruppenunterschied oder eine andere Parameterschdtzung) oder noch
extremere Muster antreffen wiirde, wenn die Nullhypothese tatsdchlich stimmen
wiirde.

¢ Die Nullhypothese ist fast ausnahmlos, dass das Muster nur aufgrund von Zu-
fall zu Stande gekommen ist. Anders ausgedriickt: Sie besagt, dass der eigentli-
che Gruppenunterschied bzw. der Parameter, den man zu schitzen versucht hat,
gleich 0 ist.

¢ 0 = 0.00000000.

¢ Auch wenn die Nullhypothese nicht stimmt, muss das nicht heissen, dass dafiir
Ihre wissenschaftliche Hypothese stimmt: Vielleicht gibt es noch andere theoreti-
sche Ansitze, die mit den Befunden kompatibel ist, oder vielleicht verzerrt Thre
Datenerhebung die Ergebnisse.

¢ Oft versucht man, die Wahrscheinlichkeit, dass man eine tatsdchlich zutreffen-
de Nullhypothese zu Unrecht ablehnt, auf 5% zu reduzieren, indem man nicht
schlussfolgert, dass die Nullhypothese nicht stimmt, wenn p > 0.05.

* p > 0.05 heisst aber nicht, dass die Nullhypothese stimmt.

* Permutationstests, t-Tests und F-Tests haben alle den gleichen Zweck. t-Tests ver-
wendet man dabei, um die Nullhypothese fiir Parameterschdtzungen (z.B. Grup-
penunterschiede oder Regressionskoeffizienten) zu testen; F-Tests, um zu testen,
ob ein Pradiktor (oft mit mehr als zwei Ausprdagungen) mehr Streuung in den
Daten beschreibt als man rein durch Zufall erwarten konnte.


http://datacolada.org/64
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¢ t- und F-Tests konnen vom allgemeinen linearen Modell abgeleitet werden. Thre
Annahmen sind den Annahmen dieses Modells gleich.

* Es gibt Signifikanztests, denen wir noch nicht begegnet sind. Von der Berechnung
her unterscheiden diese sich von den t- und F-Tests, aber ihr Ziel ist nach wie vor
gleich: Die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der man ein beobachtetes oder ein
noch extremeres Muster antreffen wiirde, wenn dieses Muster nur Zufall zuzu-
schreiben wire.
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Powerberechnungen

Auch wenn es tatsdchlich einen Unterschied zwischen zwei Gruppen oder einen Zu-
sammenhang zwischen einigen Variablen auf der Populationsebene gibt, ist es moglich,
dass man in einer Stichprobe diesen Unterschied oder diesen Zusammenhang nicht
mit einem Signifikanztest belegen kann. Diese Tatsache wird in Abbildung
illustriert. Die Wahrscheinlichkeit, zu der ein Signifikanztest ein tatséch-
lich vorhandenes Muster belegt, nennt man seine power. Fiirs Planen von Studien kann
es niitzlich sein, diese power in Erwdgung zu ziehen. In diesem Kapitel wird daher ge-
zeigt, wovon die power eines Tests abhdngt und wie man diese berechnen kannEI Eine
kurze Einfiihrung in die Powerberechnung ist Cohen| (1992); ein weiterer lesenswerter
Artikel ist Kelley et al.[(2003).

14.1 Power mit Simulationen berechnen

Um die power des in Abbildung illustrierten Szenarios zu berechnen, kénnen wir
eine Simulation schreiben. Der Simulationscode unten bewirkt das folgende:

1. Wir definieren die Standardabweichung der zwei Populationen. In dieser Simula-
tionen ist die Standardabweichung o = 2 fiir beide Populationen. Ubrigens sind
beide Verteilungen normalverteilt, da dies eine Annahme des t-Tests ist, die fiir
die Analyse verwendet wird.

2. Wir definieren den Unterschied zwischen den Mitteln der beiden Normalvertei-
lung. Hier pug — pa =0.7.

3. Wir legen die Anzahl Beobachtungen pro Stichprobe fest. Hier na = ng = 32.

!Der Ehrlichkeit halber fiige ich dem hinzu, dass ich selber selten Powerberechnungen ausfiihre. Der
erste Grund hierfiir ist, dass — wie Sie in diesem Kapitel sehen werden — eine sinnvolle Powerberechnung
voraussetzt, dass man bereits {iber viele Informationen tiber das Problem verftigt. Der zweite Grund ist,
dass Powerberechnungen vor allem dann niitzlich sind, wenn man seine Schlussfolgerungen hauptsach-
lich auf p-Werten basiert—was ich immer mehr zu vermeiden versuche.

233
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Verteilungen in der Population
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Abbildung 14.1: Obere Zeile: Zwei Normalverteilungen mit o = 2. Das Mittel der blauen
Normalverteilung liegt bei 0; das Mittel der roten bei 0.7. Untere Zeile: Aus diesen Nor-
malverteilungen wurden drei Mal jeweils Zufallsstichproben mit 32 Beobachtungen gezo-
gen. Obwohl es in der Population einen Unterschied zwischen den Mitteln dieser Vertei-
lungen gibt, kann es durchaus vorkommen, dass man keinen signifikanten Unterschied
zwischen den Stichprobenmitteln feststellt. Die Wahrscheinlichkeit, zu der man einen si-
gnifikanten Unterschied feststellt, wenn es in der Population tatsdchlich einen Unterschied
geben, nennt man die power eines Signifikanztests.
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4. Wir ziehen 10’000 Mal eine Stichprobe aus jeder Population.

5. Diese Stichproben werden in einem allgemeinen linearen Modell modelliert und
der p-Wert des Unterschieds (basierend auf einer t-Verteilung) wird gespeichert.
(Fur diesen letzten Schritt konnte man auch die t.test ()-Funktion verwenden,
aber diesen Code kann man einfacher anpassen, um komplizierteren Designs ge-
recht zu werden.)

6. Die Verteilung der p-Werte wird dargestellt (Abbildung (14.2).

7. Die Proportion der signifikanten p-Werte (p < 0.05) wird berechnet.

sd_gruppe <- 2
unterschied <- 0.7

n_gruppeA <- 32
n_gruppeB <- 32

n_runs <- 10000
p_werte <- vector(length = n_runs)

for (i in 1l:n_runs) {

df <- data.frame(
gruppe = rep(c("A", "B"), times = c(n_gruppeA, n_gruppeB)),
outcome = c(rnorm(n = n_gruppeA, mean = 0, sd = sd_gruppe),
rnorm(n = n_gruppeB, mean = unterschied, sd = sd_gruppe))

mod.lm <- Um(outcome ~ gruppe, data = df)

p_werte[i] <- summary(mod.lm)$coefficients[2, 4]

mean(p_werte < 0.05)
## [1] 0.2832
Schlussfolgerung: Wenn die Populationen normalverteilt mit 0 = 2 sind und es einen

Unterschied von 0.7 zwischen ihren Mitteln gibt, dann gibt es eine Wahrscheinlichkeit
von (nur!) 28%, dass man einen signifikanten Unterschied feststellt, wenn man Zufalls-
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Abbildung 14.2: Die Verteilung der p-Werte in der Powersimulation.

stichproben von je 32 Beobachtungen zieht. (Der Signifikanztest hier ist ein zweiseitiger
t-Test unter Annahme von gleichen Varianzen.)

Aufgabe 1 Wie dndert sich die power in diesem Beispiel, wenn die Normalverteilun-
gen Standardabweichungen von o = 3 statt von o = 2 hétten?

Aufgabe 2 Wie dndert sich die power in diesem Beispiel, wenn wir statt 32 Beobach-
tungen in jeder Stichprobe, 50 Beobachtungen in einer Stichprobe und 14 in den ande-
ren hitten?

Aufgabe 3 Wie viel power hiatte man, wenn der Unterschied zwischen den zwei Po-
pulationen infinitesimal ist? Uberpriifen Sie Ihre Antwort mit einer Simulation.

14.2 Algebraische Powerberechnung

Fiir ein paar Signifikanztests, darunter t-Tests, kann man die power auch algebraisch be-
rechnen. Die Formeln dazu werden hier nicht gezeigt, aber sie sind in der power.t.test()-
Funktion implementiert worden. Fiir einen Unterschied von 0.7 Einheiten zwischen
Normalverteilungen mit 0 = 2 und Stichproben mit je 32 Beobachtungen, kann man
die power so berechnen:

power.t.test(n = 32, delta = 0.7, sd = 2)

#i#t

## Two-sample t test power calculation
#i#t

## n = 32

#i# delta = 0.7

#Hi#t sd = 2
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## sig.level = 0.05

#i# power = 0.2804138
## alternative = two.sided
##

## NOTE: n is number in xeachx group

Der Vorteil dieser Funktion ist, dass man die erwiinschte power einstellen kann, dafiir
die Anzahl Beobachtungen leer ldsst, um zu erfahren, wie viele Beobachtungen man
pro Stichprobe brauchte, um die erwiinschte power zu erreichen:

power.t.test(delta = 0.7, sd = 2, power = 0.90)

#i#

## Two-sample t test power calculation
##t

#i#t n = 172.5158

#it delta = 0.7

#it sd = 2

#i#t sig.level = 0.05

#it power = 0.9

#i# alternative = two.sided

H##

## NOTE: n is number in xeach* group

173 Beobachtungen pro Stichprobe brauchte man also, um zu einer Wahrscheinlichkeit
von 90% einen signifikanten Unterschied zu finden, auch wenn die Populationen um
0.7 Einheiten voneinander abweichen und eine Standardabweichung von 2 haben.

Man kann auch die anderen Parameter leer lassen:

power.t.test(n = 40, sd = 2, power = 0.75)

##

#i#t Two-sample t test power calculation
##

## n = 40

##t delta = 1.192908

#it sd = 2

## sig.level = 0.05

## power = 0.75

#it alternative = two.sided

##

## NOTE: n is number in *xeachx group

Wenn man 75% power haben mochte, 40 Beobachtungen pro Gruppe hat und davon
ausgeht, dass die Populationen eine Standardabweichung von 2 haben, muss man also
hoffen, dass der Unterschied zwischen den Populationsmitteln mindestens 1.2 Einhei-
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ten betragt.

Um eine Powerberechnung durchzufiithren, muss man tiber mindestens drei der vier

folgenden Informationen verfiigen:

Die Anzahl Beobachtungen.

Die Effektgrosse in der Population (hier: Unterschied zwischen den Populations-
mitteln). Dies kann die erwartete oder verhoffte Effektgrosse sein, aber auch die
kleinste Effektgrosse, die man selber fiir relevant halten wiirde.

Die Variabilitdt in der Population (hier: Standardabweichung der Verteilungen)ﬂ

Die erwiinschte power.

Abbildung illustriert, wie diese vier Faktoren zusammenhéangen. Meines Erachtens
ist es tibrigens nicht sehr sinnvoll, tiber die power eines Tests zu sprechen: Sinnvoller

wadre es, zu sagen, dass ein Test unter bestimmten Annahmen (betreffend den eigentli-

chen Unterschied, die Variabilitdt innerhalb der Gruppen und die Verteilung der Resi-
duen) eine gewisse power hitte und unter anderen Annahmen eine andere. Abbildung
bringt dies m.E. auf den Punkt.

power.df <- expand.grid(
Stichprobengroesse = seq(from = 2, to = 100, by = 1),
Delta = seq(0.3, 1.5, by = 0.3),
SD = ¢(0.5, 1, 1.5, 2)

power.df$Power <- power.t.test(n = power.df$Stichprobengroesse,

delta = power.df$Delta,
sd = power.df$SD)$power

power.df$SD <- paste("Standardabweichung Restfehler:\n", power.df$SD)

ggplot(power.df,

aes(x = Stichprobengroesse,
y = Power,
colour = factor(Delta))) +

geom_line() +

2Im Prinzip ist nur das Verhiltnis zwischen der Effektgrosse und der Variabilitét relevant; siehe

(1977 .
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Abbildung 14.3: Die power eines Tests hangt von der Effektgrosse (hier: dem Unterschied
zwischen den Mitteln in der Population), der Fehlervarianz (hier gezeigt als die Standard-
abweichung des Restfehlers) und die Datenmenge ab.

ylim(0, 1) +

facet_wrap(~ SD) +

xlab("Stichprobengréosse (pro Gruppe)") +

scale_colour_discrete(name = "Unterschied zw. Mitteln\nin Population")

14.3 Weitere Ressourcen

Das pwr-Package (Champely, 2018) bietet weitere Funktionen zur Powerberechnung.

Artikel und Blogeintrége:

¢ Sedlmeier & Gigerenzer| (1989), Do studies of statistical power have an effect on the
power of studies?

e http://jakewestfall.org/blog/index.php/2015/06/16/dont- fight-the-power-analysis/

* Westfall et al. (2014), Statistical power and optimal design in experiments in which
samples of participants respond to samples of stimuli (eher fiir Fortgeschrittene, aber
relevant fiir Experimente in den Sprachwissenschaften)



http://jakewestfall.org/blog/index.php/2015/06/16/dont-fight-the-power-analysis/

Kapitel 15

Uberfliissige Signifikanztests

Wann und ob Signifikanztests sinnvoll sind, dariiber scheiden sich die Geister. Was
weniger umstritten ist, ist, dass Signifikanztests oft in Kontexten eingesetzt werden,
in denen sie iiberfliissig sind (sog. silly tests, Abelson, [1995). Uberfliissige Tests fithren
dazu, dass Forschungsberichte schwerer zugénglich werden, da Lesende noch mehr
als sonst die relevanten Informationen von den irrelevanten trennen miissen. Im Fol-
genden werden daher fiinf Arten tiberfliissiger Signifikanztests besprochen, sodass Sie
diese in Ihren eigenen Arbeiten nicht verwenden.

15.1 RM-ANOVA fiir Pritest/Posttest-Designs

Ein niitzliches Forschungsdesign ist das Pratest/Posttest-Design mit einer Experimental-
und einer Kontrollgruppe. Alle Teilnehmenden erledigen zuerst eine Aufgabe (Pra-
test), werden dann nach dem Zufallsprinzip der Experimental- oder Kontrollgruppe
zugewiesen und erledigen nach Ablauf der Intervention die gleiche oder eine dhnliche
Aufgabe (Posttest). Solche Daten werden oft mit einer Varianzanalyse mit Messwie-
derholungen (RM-ANOVA) ausgewertet. Die Ergebnisse konnten dann etwa wie folgt
berichtet werden:

A repeated-measures ANOVA yielded a nonsignificant main effect of Con-
dition (F(1,48) < 1) but a significant main effect of Time (F(1,48) = 154.6,
p < 0.001). In addition, the Condition x Time interaction was significant
(F(1,48) = 6.2, p = 0.016). [Nach einem fiktiven Beispiel von [Vanhove,
2015,]

Das Problem mit dieser Analyse ist, dass drei Tests berichtet werden (‘main effect of
Condition’, ‘main effect of Time’ und ‘Condition x Time interaction’), aber nur die In-
teraktion von Interesse ist: Interessant ist nur, ob sich die Leistung in der Experimental-
gruppe mehr verbessert hat als jene in der Kontrollgruppe.

¢ Dass die Posttestleistung iiber die beiden Gruppen hinweg besser ist als die Pra-

240
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testleistung (“main effect of Time’), ist uninteressant: Vielleicht handelt es sich um
einen Ubungseffekt, vielleicht ist der Posttest einfacher als der Pritest, vielleicht
haben die Teilnehmenden in beiden Gruppen etwas aus dem Experiment gelernt.

¢ Dass sich die Leistung der beiden Gruppen tiber die beiden Messpunkte hinweg
unterscheidet oder nicht (‘main effect of Condition’), ist auch nicht relevant fiir
unsere Frage: Vielleicht gibt es im Schnitt tatsdchlich kaum einen Unterschied,
aber haben die Teilnehmenden in der Experimentalgruppe trotzdem mehr gelernt
(z.B. wenn ihre Leistung beim Prétest niedriger war als jene der Kontrollgruppe,
aber dafiir beim Posttest hoher).

o Nur der Interaktionseffekt ist hier interessant: Ist der Effekt von “Time’ unter-
schiedlich gross je nach ‘Condition’?

Diese Analyse kann wesentlich vereinfacht werden, indem nicht die Rohdaten, sondern
die Unterschiede zwischen der Posttest- und dem Prétestleistung jeder Versuchsperson
mit einem t-Test ausgewertet werden. Am Ergebnis wiirde sich nichts d&ndern, aber die
Analyse ist jetzt besser nachvollziehbar und berichtet wird nur ein einziger (relevanter)
Test.

Eine noch bessere Alternative besteht darin, ein lineares Modell zu konstruieren, in
dem die Posttestergebnisse als outcome gelten und sowohl die Gruppenzugehorigkeit
als auch die Prétestergebnisse als Pradiktoren mitmodelliert werden (= ANCOVA). Dies
tiithrt zu einer grosseren power bzw. zu mehr Prézision und hat den Vorteil, dass Pra-
und Posttest nicht einmal auf der gleichen Skala ausgedriickt werden miissen. Siehe
Vanhove| (2015) fiir mehr Informationen.

15.2 Balance tests

Auch wenn sie die Teilnehmenden nach dem Zufallsprinzip den unterschiedlichen
Gruppen zugeordnet haben, beschreiben Forschende oft, wie sich die Gruppen vonein-
ander unterscheiden, was etwa das Alter, die Fremdsprachenkenntnisse oder den IQ
der Versuchspersonen betrifft. Hierzu werden dann oft Signifikanztests eingesetzt. In
Vanhove| (2015) bespreche ich drei Griinde, weshalb solche Signifikanztests tiberfliissig
sind; diese sind die zwei wichtigsten:

* Solche Signifikanztests tiberpriifen die Nullhypothese, dass sich (etwa) das Durch-
schnittsalter in den unterschiedlichen Gruppen nur aufgrund von Zufall unter-
scheidet. Da die Versuchspersonen den Gruppen aber nach dem Zufallsprinzip
zugewiesen wurden, wissen wir, dass diese Nullhypothese tatsdchlich stimmt.
Entweder sagt der Test dann, dass es keinen Unterschied zwischen den Grup-
pen hinsichtlich dieser Hintergrundsvariablen gibt — was wir schon wussten —
oder er sagt, dass es schon einen Unterschied gibt — was falsch wére (Fehler der
ersten Art). Der Test kann uns also nichts sagen, was stimmt und was wir noch
nicht wussten.
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¢ Die Verwendung solcher balance tests lasst vermuten, dass Forschende denken,
dass das Ziel von Randomisierung ist, perfekt balanzierte Gruppen zu generie-
ren. Wie wir in Kapitel [12| bereits gesehen haben, ist dies eben nicht das Ziel.
Vielmehr ist das Ziel von Randomisierung, eine systematische Verzerrung vorzu-
beugen. In den p-Werten und Konfidenzintervallen sind Gruppenunterschiede,
die aufgrund von Zufall zu Stande kommen, bereits berticksichtigt. Es ist also
nicht notig, dass Gruppen hinsichtlich der Hintergrundsvariablen perfekt balan-
ziert sind[[]

15.3 Tautologische Tests

The 70 participants were divided into three proficiency groups according to
their performance on a 20-point French-language test. The high-proficiency
group consisted of participants with a score of 16 or higher (n = 20); the
mid-proficiency group of participants with a score between 10 and 15 (n =
37); and the low-proficiency group of participants with a score of 9 or lower
(n = 13). An ANOVA showed significant differences in the test scores bet-
ween the high-, mid- and low-proficiency groups (F(2,67) = 133.5, p <
0.001). [Fiktives Beispiel aus dem Blogeintrag Silly significance tests: Tautolo-
gical tests|(15.10.2014)]

Das Problem mit diesem Signifikanztest ist, dass er vollkommen tautologisch ist. Ahn-
lich wie balance tests konnen solche tautologischen Tests uns nichts sagen, was wir noch
nicht wussten und was gleichzeitig auch stimmt: Wir haben die Gruppen absichtlich
so konstruiert, dass sie sich hinsichtlich einer bestimmten Variablen nicht tiberlappen.
Selbstverstindlich stimmt die Nullhypothese (‘Jeglicher Unterschied beruht rein auf
Zufall.’) hier nicht.

Tautologische Tests sind m.E. symptomatisch fiir ein wichtigeres Problem: die Vorstel-
lung, dass Pradiktoren unbedingt kategorisch sein sollten bzw. dass man immer Griipp-
chen bilden sollte. Indem man aus kontinuierlichen Daten Gruppen bildet, verliert man
Information und dadurch auch statistische Genauigkeit. Siehe hierzu weiter The problem
with cutting up continuous variables and what to do when things aren’t linear (16.10.2015).

15.4 Tests, die nichts mit der Forschungsfrage zu tun haben

Erstaunlich hdufig sind Signifikanztests, die eigentlich gar nichts mit der Forschungs-
frage zu tun haben. Ein fiktives Beispiel hierfiir ist, wenn man eine Interventionsstu-
die durchfiihrt und nicht nur die Leistung der Kontroll- und Interventionsgruppe ver-

'Wichtige Hintergrundsvariable kénnen natiirlich in der Analyse beriicksichtigt werden, aber das
macht man besser, indem man sie dem Modell als Pradiktoren hinzufiigt. Gegebenfalls kann man zusiitz-
lich die Randomisierung so einschrianken, dass die Gruppen hinsichtlich solcher Variablen vergleichbarer
sind (blocking, siehe Imai et al., 2008, und |[Vanhove, 2015).


http://janhove.github.io/reporting/2014/10/15/tautological-tests
http://janhove.github.io/reporting/2014/10/15/tautological-tests
http://janhove.github.io/analysis/2015/10/16/nonlinear-relationships
http://janhove.github.io/analysis/2015/10/16/nonlinear-relationships
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gleicht, sondern auch noch die Leistung der Jungen und der Mddchen, oder die Leis-
tung bei unterschiedlichen Sozialschichten usw. Faktoren wie Geschlecht und Sozial-
schicht mogen die Leistung beeinfliissen, aber nur deswegen miissen diese Faktoren
nicht nochmals mit einem Signifikanztest {iberpriift werden. Wenn man davon ausgeht,
dass solche Faktoren wichtig sind, ist es sinnvoller, wenn man sie sofort im Modell mit-
berticksichtigt anstatt separate Analysen mit ihnen durchzufiihren.

Fiir weitere Empfehlungen, siehe den Blogeintrag (siehe Silly significance tests: Tests un-
related to the genuine research questions, 8.6.2015).

15.5 Tests fiir Haupteffekte, wahrend man sich fiir die Interak-
tion interessiert

Oft interessiert man sich fiir die Interaktion zwischen zwei oder mehreren Pradiktoren.
Wenn man diese Interaktion in einer Varianzanalyse testet, erhdlt man aber auch Si-
gnifikanztests fiir die Haupteffekte. Aber wichtig sind diese letzteren Tests nicht. M.E.
tragen sie im Gegenteil dazu bei, dass Forschungsberichte schwer verdaulich werden.
Wenn es aus irgendeinem Grund unbedingt nétig sein sollte, dass Signifikanztests fiir
uninteressante Haupteffekte berichtet werden, sollten diese m.E. in einer Tabelle ste-
hen, deren Beschriftung dann deutlich macht, dass eigentlich nur die Interaktion rele-
vant ist.

15.6 Fazit

Nur weil man einen Signifikanztest durchfiihren konnte oder weil die Software einen
ausspuckt, heisst das noch nicht, dass man ihn auch berichten sollte. Fragen Sie sich
immer, wie relevant jeder Signifikanztest wéare — und zwar fiir die Fragen, die Sie be-
antworten wollen.

Missverstehen Sie den letzten Absatz bitte nicht: Ich schlage nicht vor, dass man nur
jene Signifikanztests berichten soll, die einen signifikanten p-Wert ergeben. Ausserdem
denke ich auch nicht, dass jede Analyse mit einem p-Wert belegt werden sollte.


http://janhove.github.io/analysis/2015/06/08/unrelated-tests
http://janhove.github.io/analysis/2015/06/08/unrelated-tests
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Signifikanztests und fragwiirdige
Forschungspraktiken

Wenn man mit Signifikanztests umgeht — sei es, weil man sie selber verwendet oder
weil man sie beim Lesen der Forschungsliteratur oft antrifft —, sollte man sich eini-
ger haufiger Fehlanwendungen bewusst sein, die dazu fiihren, dass p-Werte nicht lan-
ger ihre angebliche Bedeutung haben. Das iibergreifende Problem hinter all diesen
fragwiirdigen Forschungspraktiken ist grundsitzlich, dass Forschende und Heraus-
geber bestimmte Ergebnisse (lies: signifikante Ergebnisse) bevorzugen und dass der
Forschungs- und Publikationsprozess daher auf das Produzieren und Publizieren von
solchen Ergebnissen ausgerichtet ist. Wenn man bei der Datenerhebung, Analyse und
Veroffentlichung aber flexibel genug vorgeht, ist es dusserst einfach, signifikante Mus-
ter zu finden und zu berichten — ohne dass die ‘Befunde’ einigermassen der Realitat
entsprechen.

Damit Sie sich selbst iiber fragwiirdige, mit Signifikanztests verkniipfte Forschungs-
praktiken informieren konnen, werden hier einige einschldgige Artikel vorgestellt. Eine
gute Ubersicht iiber diese Probleme in Buchform ist Chambers| (2017, The seven deadly

sins of psychology).

16.1 |Sterling et al./ (1995) zu publication bias

Sterling et al.| (1995, 4 Seiten Text) zdhlten, wie oft Signifikanztests in medizinischen
und psychologischen Fachzeitschriften einen signifikanten p-Wert ergaben. In den me-
dizinischen Zeitschriften wurde die Nullhypothese in 85% der Fille abgelehnt, in den
Psychologiezeitschriften sogar in satten 96%. Wie [Sterling et al.| erkldren, zeigen diese
Zahlen, dass Forschende und Herausgeber gegen nicht-signifikante Befunde diskrimi-
nieren, denn sogar wenn die Nullhypothese nie stimmen wiirde, wére es unmoglich,
dass so viele Tests signifikante Ergebnisse aufweisen. Ihre Vermutung ist, dass For-
schende dazu neigen, Artikel zu signifikanten (statt zu nicht-signifikanten) Befunden
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zu schreiben, und dass Herausgeber dazu neigen, Artikel mit nicht-signifikanten Be-
funden abzulehnen. Dieses publication bias kann dazu fiithren, dass die Literatur die
Evidenz und die Stéarke eines bestimmten Effekts (etwa ‘Zweisprachigkeit fithrt zu ko-
gnitiven Vorteilen.”) tiberschétzt (siehe auch|de Bruin et al., 2015).

16.2 |Kerr (1998) zu hypothesizing after the results are known

Kerr (1998, 20 Seiten Text) bespricht Griinde und Nachteile einer hdaufig vorkommen-
den Praxis beim Schreiben wissenschaftlicher Artikel: Die Forschenden suchen in ihren
Daten nach interessanten Mustern, aber anstatt dass sie ihre Befunde darstellen als das
Ergebnis einer exploratorischen Analyse, wird der Bericht geschrieben, als ob sie das
beobachtete Muster vorhergesagt hitten. Diese Praxis bezeichnet Kerr| als HARKing —
hypothesizing after the results are known. Als Kosten von HARKing sieht er unter anderen
die folgenden (S. 211):

¢ “Translating Type I errors into hard-to-eradicate theory.”

¢ “Disguising post hoc explanations as a priori explanations (when the former tend
also be more ad hoc, and consequently, less useful).”

¢ “Not communicating valuable information about what did not work.”
¢ “Encouraging retention of too-broad, disconfirmable old theory.”

¢ “Inhibiting identification of plausible alternative hypotheses.”

¢ “Implicitly violating basic ethical principles.”

HARKing ist eng verkniipft mit Rosinenpickerei (cherry picking). Hierbei schaut man sich
(explizit aber auch implizit!) unterschiedliche Muster an (Muster konnten hier etwa
Gruppenunterschiede oder Korrelationen sein) und berichtet dann nur die starksten
oder anderswie auffilligsten. Das Problem hiermit wird im xkcd-Cartoon in Abbildung

auf den Punkt gebracht.

Diese und verwandte Probleme werden auch auf verstandliche Art und Weise vonide
Groot) (2014} ursprunglich veroffentlicht auf Niederldndisch im Jahr 1956; 3.5 Seiten
Text + 3 Seiten Kommentar) besprochen. Siehe auch Berthele| (2019) zu dhnlichen Pro-
blemen in der angewandten Linguistik.

16.3 |Simmons et al. (2011) zu intransparenter Flexibilitit beim
Erheben und Analysieren von Daten

Simmons et al.| (2011} 7 Seiten Text) zeigen mit einem eigenen echten Beispiel und an-
hand von Simulationen, dass die Verwendung einiger geldufiger Praktiken dazu fiih-
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Abbildung 16.1: Quelle: https://xkcd.com/882/
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ren kann, dass man die Nullhypothese zu einer sehr hohen Wahrscheinlichkeit ablehnt,
auch wenn diese stimmt. Die untersuchten Praktiken sind:

* mehrere outcomes analysieren und dann eben nur denjenigen, der fiir die ‘besten’
Ergebnisse sorgt, berichten;

¢ nach der ersten Welle der Datenerhebung schauen, ob es schon ein signifikantes
Ergebnis gibt; wenn nicht, weitere Daten erhebenﬂ

¢ Kontrollvariablen erst in der Analyse berticksichtigen, wenn das Ergebnis ohne
sie nicht-signifikant istE]

¢ im Design mehrere Konditionen haben, aber einige davon weglassen, wenn dies
zu ‘besseren’ Ergebnissen fiihrt.

Selbstverstandlich gibt es noch andere Praktiken, die die Fehlerquote noch erhéhen
konnen — zum Beispiel einen lockeren Umgang mit Ausreissern. Das tibergreifende Pro-
blem in all diesen Féllen ist, dass man signifikante Ergebnisse als ‘gut” oder ‘informa-
tiv’ und nicht-signifikante Ergebnisse als ‘schlecht” oder ‘nicht informativ” betrachtet.
Daher betrachtet man dann wiederum Entscheide in der Datenerhebung oder Analy-
se, die zu signifikanten Ergebnissen fiihren (z.B. das Weglassen bzw. das Hinzufiigen
einer Kontrollvariablen oder das Weglassen bzw. Behalten einiger Ausreisser), als ver-
teidigbar oder logisch, wahrend man dies vielleicht nicht gemacht hitte, wenn diese
Entscheide zu nicht-signifikanten Ergebnissen gefiihrt hitten.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass die Autoren mittlerweile nicht mehr hinter
ihrer zweiten Empfehlung stehen (Authors must collect at least 20 observations per cell or
else provide a compelling cost-of-data-collection justification); siehe Simmons et al.[(2018).

Komplimentédr zu diesem Artikel sind die Artikel von Gelman & Loken|(2013) und Stee-
gen et al.[(2016), in denen gezeigt wird, wie viel Flexibilitat Forschende bei der Auswer-
tung tiberhaupt haben (siehe auch Poarch et al., 2019). Wissenschaftliche Theorien kon-
nen meistens mehreren statistischen Hypothesen entsprechen. Diese Flexibilitdt kann
dazu fithren, dass sich Forschende (auch unbewusst) auf jene Muster in den Daten fo-
kussieren, die sie als kompatibel mit ihrer Theorie betrachten. Dabei konnen sie dann
aber aus dem Auge verlieren, dass es andere Auswertungsmoglichkeiten geben diirfte,
die zu Ergebnissen fiihren, die nicht mit der Theorie kompatibel sind. Ahnliches wird
auch in einer ethnografischen Studie von |Peterson! (2016) aufgezeigt.

TWenn man dies selber vorhat, sollte man sich bei etwa|Lakens|(2014) dariiber schlau machen, wie man
die Daten zu analysieren hat. Die relevanten Entscheidungen miissen iibrigens vor der Datenerhebung
getroffen werden, nicht erst nachher!

2Das Problem hierbei ist nicht, dass Kontrollvariablen in der Analyse berticksichtigt werden, sondern
dass man sie nur dann verwendet, wenn sie zu einem signifikanten Ergebnis fithren. Wichtige Kontrollva-
riablen in der Analyse zu beriicksichtigen, ist eine gute Idee, nur soll die Entscheidung, welche Kontroll-
variablen man berticksichtigt, nicht von den Ergebnissen abhdngen.
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Ubers allgemeine lineare Modell
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Kapitel 17

Bindre Daten auswerten: Logistische
Regression

Das allgemeine lineare Modell — das Werkzeug, das wir in den vorangehenden Kapiteln
immer wieder verwendet haben - dient zur Auswertung kontinuierlicher outcomes. Oft
haben wir es aber mit kategorischen outcomes zu tun, etwa mit bindren Daten. Beispiele
solcher Daten sind:

* Korrektheit, etwa ob eine Ubersetzung als richtig oder als falsch gilt;
¢ die Realisierung des /r/-Phonems als [R] oder [r];

¢ die An- bzw. Abwesendheit eines Morphems;

* ob nach wegen eine Dativ- oder Genitivform kommt, usw.

Analysiert man Daten dieser Art in einem allgemeinen linearen Modell (z.B., indem
man eine Ausprdagung der Variablen als 0 bezeichnet und die andere als 1), dann er-
gibt sich eine Reihe von Komplikationen (siehe Jaeger, 2008). Ein besonders auffilliges
Problem ist, dass ein lineares Modell mit kontinuierlichen Pradiktoren unmogliche Da-
ten vorhersagen kann, ndmlich Werte unter 0 oder grosser als 1. Des Weiteren basiert
die defaultmaissige Inferenzstatistik (p-Werte, Konfidenzintervalle) auf den Annahmen
der Normalitdt und Homoskedastizitidt der Residuen; beide Annahmen sind garantiert
verletzt, wenn die abhdngige Variable binér ist:

¢ Die Residuen fiir Beobachtungen mit dem gleichen vorhergesagten Wert sind bi-
nér verteilt: Wird der Wert y; (z.B. 0.43) vorhergesagt, ist der Restfehler entweder
1 — Ui (z.B. 0.57) oder 0 — y; (z.B. —0.43). Die Annahme, dass die y-Werte nor-
malverteilt um jeden y-Wert liegen (siehe Abbildung8.15 auf Seite 123), ist also
unbegriindet.

¢ Wenn eine Reihe bindrer Beobachtungen, die als 0 oder 1 kodiert wurden, ein
Mittel von 0 hat, dann gibt es keine Streuung in der Gruppe. Auch wenn sie ein
Mittel von 1 hat, gibt es keine Streuung in der Gruppe. Die Streuung nimmt aber
stetig zu, je ndher das Gruppenmittel bei 0.50 liegt:

249
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var(c(rep(0, 0), rep(1l, 10)))

## [1] ©

var(c(rep(0, 2), rep(l, 8)))

## [1] 0.1777778

var(c(rep(0, 3), rep(l, 7)))

## [1] 0.2333333

var(c(rep(0, 5), rep(1l, 5)))

## [1] 0.2777778

var(c(rep(0, 7), rep(l, 3)))

## [1] 0.2333333

var(c(rep(0, 8), rep(1l, 2)))

## [1] 0.1777778

var(c(rep(0, 10), rep(l, 0)))

## [1] ©

Wenn die Mittel der Gruppen unterschiedlich sind, ist die Variabilitdt also auch
unterschiedlich. Die Annahme der Homoskedastizitét ist also unbegriindet.

Die beiden letzten Probleme konnte man allenfalls noch in einem allgemeinen linearen
Modell zu 16sen versuchen, indem man sich einer Bootstrapmethode bedient, aber eine
allgemeiner giiltige Losung besteht darin, dass allgemeine lineare Modell so anzupas-
sen, dass es auch mit nicht-kontinuierlichen outcomes umgehen kann. Dies ergibt das
verallgemeinerte lineare Modell (generalized linear model — was leicht verwechselbare
Begriffe betrifft, kennen Generativisten in Statistikern ihresgleichen).

Das verallgemeinerte lineare Modell hat mehrere Erscheinungsformen, die wir hier
nicht alle behandeln werden (siehe |Faraway, |2006). Fiir bindre Daten ist die wohl gan-
gigste Erscheinungsform das logistische Regressionsmodell, dem die Einfithrung in
diesem Kapitel gewidmet ist. Referenzen zu weiterfithrender Literatur finden Sie im
nédchsten Kapitelﬂ

!Den x2-Test behandeln wir hier nicht, da logistische Regression wesentlich flexibler ist. Ausserdem
halte ich es fiir sinnvoller, dass man sich tiber das Modellieren von Daten Gedanken macht als dass man
eine Reihe von Signifikanztests lernt.
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17.1 Ein kategorischer Pradiktor

17.1.1 Daten

Tversky & Kahneman| (1981) legten ihren Versuchspersonen ein hypothetisches Szena-
rio vor und baten sie, zwischen zwei moglichen Aktionen zu wéhlen:

Imagine that the U.S. is preparing for the outbreak of a an unusual Asian
disease, which is expected to kill 600 people. Two alternative programs to
combat the disease have been proposed. Assume that the exact scientific
estimate of the consequences of the programs are as follows:

Bei etwa der Hailfte der Versuchspersonen wurden die Konsequenzen der Programme
wie folgt formuliert (gain framing):

If Program A is adopted, 200 people will be saved.

If Program B is adopted, there is a 1/3 probability that 600 people will be
saved, and a 2/3 probability that no people will be saved.

Bei den anderen Versuchspersonen war die Formulierung wie folgt (loss framing):
If Program A is adopted, 400 people will die.

If Program B is adopted, there is a 1/3 probability that nobody will die, and
a 2/3 probability that 600 people will die.

Die Konsequenz von Programm A ist, egal wie sie formuliert wird, identisch, und das
gleiche gilt fiir Programm B. Ausserdem sind die Erwartungswerte von Programmen
A und B einander gleich: Im Schnitt sterben jeweils 400 Leute.

Die Ergebnisse waren wie folgt:

d <- data.frame(

Framing = c¢("gain", "loss"),
ProgrammA = ¢(109, 34),
ProgrammB = c(43, 121)
)
d
## Framing ProgrammA ProgrammB
## 1 gain 109 43
## 2 loss 34 121

Die Frage ist nun, ob sich die Priferenzen der Versuchspersonen fiir Programm A oder
B dndern, wenn diese Konsequenzen dieser Programme anders (aber logisch identisch)
beschrieben werden.
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17.1.2 Proportionen und Wahrscheinlichkeiten

Berechnen wir fiir die beiden Konditionen die Proportion der Entscheide fiir das Pro-
gramm, das Sicherheit bietet (Programm A):

d <- d %>%
mutate(prop_sicher = ProgrammA / (ProgrammA + ProgrammB))
d

##  Framing ProgrammA ProgrammB prop_sicher
## 1 gain 109 43 0.7171053
## 2 loss 34 121  0.2193548

Diese Proportionen konnen wir nattirlich auch grafisch darstellen:

ggplot(d, aes(x = Framing, y = prop_sicher)) +
geom_point() +
ylim(0, 1) +
ylab("Proportion Wahl fiir sicheres Ergebnis") +
coord_flip()

Wenn wir iiber keine weiteren Informationen verfiigen, sind diese Proportionen unsere
besten Schiatzungen der Wahrscheinlichkeit, zu der die gain- bzw. die loss-Formulierung
eine Wahl fiir das Programm A auslost. Es sind aber lediglich Schatzungen: Eine andere
Stichprobe wiirde andere Proportionen ergeben.

17.1.3 Chancen und Chancenverhiltnisse

Statt in Proportionen kann man die Daten auch in Chancen (0odds) ausdriicken. Eine
Chance sagt, wie viel wahrscheinlicher ein Ergebnis als ein anderes ist. Auf der Basis
dieser Stichprobe konnen wir schitzen, dass eine Wahl fiir Programm A beim gain-
Framing etwa 2.5 Mal so wahrscheinlich ist als eine Wahl fiir Programm B: 12 = 2.53.
Anders gesagt: fiir jede Wahl fiir Programm B gibt es 2.5 Wahlen fiir Programm A.
Beim loss-Framing ist eine Wahl fiir A etwa 0.3 Mal so wahrscheinlich als eine Wahl fiir
B: 2L = 0.28. Anders gesagt, fiir jede Wahl fiir B gibt es nur etwa 0.3 Wahlen fiir A.

d <- d %>%

mutate(odds = prop_sicher / (1 - prop_sicher))

d

## Framing ProgrammA ProgrammB prop_sicher odds
## 1 gain 109 43 0.7171053 2.5348837
## 2 loss 34 121  0.2193548 0.2809917

Die Chance, dass man A statt B wihlt, ist beim gain-Framing also etwa 9 Mal so gross
als beim loss-Framing ( % = 9.0). Diese Zahl nennt man das Chancenverhaltnis (odds
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ratio). Umgekehrt gilt, dass die Chance, dass man A statt B wahlt, beim loss-Framing
etwa 0.11 Mal so gross ist als beim gain-Framing: (325 = 0.11).

In diesem Beispiel kann man all diese Zahlen leicht von Hand berechnen. Bei etwas
komplizierteren Datensdtzen (z.B. in Datensdtzen mit kontinuierlichen Pradiktoren) ist
dies aber nicht mehr der Fall; dazu braucht man dann ein statistisches Modell. Darum
schauen wir jetzt, wie wir mit einem logistischen Regressionsmodell diese Proportio-
nen, Chancen und Chancenverhiltnisse berechnen konnen.

17.1.4 Modellierung: Moglichkeit 1

Fiir einfache Datensitze kann man einen Datensatz konstruieren, der die Antwortmus-
ter pro Kondition zusammenfasst. Dies haben wir oben schon gemacht. Diese Daten
konnen wie folgt in ein logistisches Regressionsmodell gegossen werden:

tversky.glm <- glm(cbind(ProgrammA, ProgrammB) ~ Framing,
data = d, family = binomial(link = "logit"))

Statt Im() wird glm() (generalized linear model) verwendet. Vor der Tilde kommen die
Namen der Spalten, die die Anzahl Beobachtungen der beiden Auspragungen enthal-
ten; diese werden mit cbind() kombiniert. Die Pradiktoren kommen wie iiblich nach
der Tilde.

Neu ist, dass ein family-Parameter spezifiziert werden muss. Wir gehen hier davon
aus, dass die Daten aus einer Binomialverteilung stammen. Das Kéastchen erklart, was
das bedeutet. Was die Einstellung link = "logit" bedeutet wird in Kiirze erklért.

Binomialverteilungen. Wenn die Wahrscheinlichkeit, zu der sich eine Versuchs-
person in der Studie von|I'versky & Kahneman, (1981) fiir Programm A entscheidet,
beip = 0.4 lage, wie wahrscheinlich wire es dann, dass von vier Versuchspersonen
drei sich fiir Programm A entscheiden?

Es gibt vier Moglichkeiten, wie sich dieses Szenario ereignen kann. Jede dieser vier
Moglichkeiten ist gleich wahrscheinlich:

e Person 1: A, Person 2: A, Person 3: A, Person 4: B: 0.4 x 0.4 x 0.4 x (1—0.4) =
0.4% x (1 —0.4)' =0.0384

e Person 1: A, Person 2: A, Person 3: B, Person 4: A: 0.4 x 0.4 x (1—04) x 0.4 =
0.4% x (1 —0.4)' =0.0384

e Person 1: A, Person 2: B, Person 3: A, Person 4: A: 0.4 x (1—0.4) x 04 x04 =
0.4% x (1 —0.4)' =0.0384

e Person 1: B, Person 2: A, Person 3: A, Person 4: A: (1—0.4) x 0.4 x 0.4 x 0.4 =
0.43 x (1 —0.4)' =0.0384

Die Wahrscheinlichkeit, zu der irgendeine dieser Moglichkeiten zutrifft, liegt also
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bei 4 x 0.43 x (1 —0.4)! = 0.1536.

Machen wir die gleiche Ubung fiir ein anderes Szenario: Wenn p = 0.7, wie wahr-
scheinlich wére es dann, dass 3 von 5 Personen sich fiir Programm A entscheiden?
Eine Moglichkeit, wie sich dieses Szenario ereignen kann, ist diese:

e Person 1: A, Person 2: A, Person 3: A, Person 4: B, Person 5: 0.7 x 0.7 x 0.7 x
(1—0.7)x (1—0.7) =0.7° x (1 —0.7)2 ~ 0.031

Jede andere Moglichkeit ist gleich wahrscheinlich, sodass wir dieses Ergebnis (0.7% x
(1—0.7)?) nur mit der Anzahl Moglichkeiten zu multiplizieren haben. Diese Anzahl
lasst sich wie folgt berechnen:

choose(n = 5, k = 3)

## [1] 10

Die choose()-Funktion berechnet, wie viele Moglichkeiten es gibt, k unterschied-
liche Elemente aus n Elementen zu ziehen. Die Berechnung, die hinter ihr liegt, ist
diese:

n! B nxMh—1)xn—-2)x---x1 171
kmn—%)! (kx(k—=1)---x1D(n—k)x(n—k—1)x---x1) (17.1)

Fiir n = 5und k = 3 ergibt dies % =10

Insgesamt liegt die Wahrscheinlichkeit, zu der drei aus fiinf Personen Programm
A wihlen (wenn p = 0.7) also bei 10 x 0.7% x (1 —0.7)? = 0.3087.

Aus diesen Beispielen konnen wir eine allgemeine Regel distillieren: Um die Wahr-
scheinlichkeit (‘Pr’), dass ein Ereignis genau k von n Mal zutrifft, wenn jedes Er-
eignis eine Wahrscheinlichkeit von p hat, zu erhalten, multipliziert man die Anzahl
Moglichkeiten, dass dies passieren kann, mit der Wahrscheinlichkeit dieser Mog-
lichkeiten:

n!

i <P =) (17.2)

Pr(k;n,p) =

Die Binomialverteilung driickt fiir alle Moglichkeiten fiir k die Wahrscheinlichkeit
Pr(k; n, p) aus. Mit der R-Funktion dbinom() konnen wir diese schnell berechnen:

dbinom(x = 3, size = 4, prob = 0.4)
## [1] 0.1536
dbinom(x = 3, size = 5, prob = 0.7)

## [1] 0.3087
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Abbildung 17.1: Obere Zeile: Drei Binomialverteilungen mit n = 10. Untere Zeile: Drei Bino-
mialverteilungen mit n = 83.

Abbildung zeigt sechs Beispiele von Binomialverteilungen (mit unterschiedli-
chen p- und n-Werten).

Bemerken Sie, dass wir in diesen Beispielen davon ausgehen, dass p konstant ist
und die Ereignisse voneinander unabhingig sind. Wenn es etwa so gewesen wiére,
dass die Wahl von Person 2 von der Wahl von Person 1 abhdngt, dann wéren beide
Ereignisse nicht langer unabhéingig voneinander.

Die Parameterschidtzung des Modells und ihre geschitzten Standardfehler konnen wie
gehabt abgerufen werden:

summary (tversky.glm)

##

## Call:

## glm(formula = cbind(ProgrammA, ProgrammB) ~ Framing, family = binomial(link = "logi
#it data = d)

##

## Deviance Residuals:

# [1] 0 0O

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
## (Intercept) 0.9301 0.1801 5.165 2.4e-07
## Framingloss -2.1996 0.2648 -8.307 < 2e-16
#i#t
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## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
##

#i#t Null deviance: 7.9984e+01 on 1 degrees of freedom
## Residual deviance: 1.5099e-14 on 0@ degrees of freedom
## AIC: 14.393

##

## Number of Fisher Scoring iterations: 3

Diesmal werden keine t-Werte, sondern z-Werte gezeigt. Diese werden aber identisch
berechnet; der feine Unterschied ist lediglich, dass die p-Werte in der letzten Spalte
nicht auf t-Verteilungen, sondern auf der Standardnormalverteilung (einer Normalver-
teilung mit © = 0 und o = 1) basieren. Insbesondere bei kleinen Stichproben verstehen
sich diese p-Werte als Annéiherungenﬂ

Auf dem ersten Blick haben die geschétzten Parameter aber nichts mit den Zahlen, die
wir oben berechnet haben, zu tun. Der Grund dafiir ist, dass diese Parameter in log-
odds ausgedriickt werden. Log-odds sind logarithmisch transformierte Wahrschein-
lichkeitsquotenﬂ

Proportion A _ Proportion A

log-odds = Inodds = In (17.3)

Proportion B - 1 — Proportion A

Diese Funktion — die Proportionen zu log-odds transformiert — heisst die logit-Funktion:
logit(x) = In 1=, was das link = "logit" im glm()-Befehl erklart.

Log-odds vereinfachen das Rechnen hinter den Kulissen erheblich, sind aber schwieri-
ger zu interpretieren. Abbildung[17.2zeigt die Zusammenhinge zwischen Wahrschein-
lichkeiten, Odds und log-odds. Diese Grafiken konnen wir verwenden, um herauszu-
finden, was die Parameterschiatzungen genau bedeuten.

* Die Parameterschiatzung des Intercepts betragt 0.93 log-odds. Der Grafik links
unten in Abbildung konnen wir entnehmen, dass dies odds von etwa 2.5
entspricht. Der genaue Wert kann mit exp () berechnen werden; dies ist die Um-
kehrfunktion der logarithmen Funktion:

exp(0.93)

## [1] 2.534509

Je komplexer die Modelle, desto approximativer die Inferenzen:

[1]t is striking that as model flexibility increases, so that the models become better able to
describe the reality that we believe generated a set of data, so the methods for inference
become less well founded. The linear model class is quite restricted, but within it, hypothesis
testing and interval estimation are exact, while estimation is unbiased. For the larger class of
GLMs this exactness is generally lost in favour of ...large sample approximations ..., while
estimators themselves are consistent, but not necessarily unbiased. (Wood, 2006, xvi-xvii)

SWenn x¥ = z, ist log _z = y. Beispiele: 10> = 100, also log,, 100 = 2; 2°> = 32, also log, 32 = 5. In ist die
Kiirzel fiir den sog. natiirlichen Logarithmus, d.h., log,, wo e ~ 2.71828.
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Abbildung 17.2: Odds, log-odds und Wahrscheinlichkeiten zueinander konvertieren.

Oben hatten wir schon berechnet, dass es bei der gain-Framing 2.5 Wahlen fiir Pro-
gramm A fiir jede Wahl fiir Programm B gab. Diese Parameterschidtzung betrifft
also die Praferenzen in der gain-Framing-Kondition. Das Intercept betrifft die
gain-Framing-Kondition, da diese alphabetisch vor der loss-Framing-Kondition
kommt (siehe Seite [I39), und die Zahl betrifft jeweils die Wahl fiir Programm A
statt fiir Programm B, da wir zuerst die Spalte ProgrammA ins Modell eingetragen
haben.

¢ Eine Chance von 2.5-zu-1 bzw. log-odds von 0.93 entsprechen eine Wahrschein-
lichkeit von etwa 0.72. Diese Zahl kann man mit der plogis ()-Funktion berech-
nen:

plogis(0.93)

## [1] 0.7170753

Dies ist die oben berechnete geschidtzte Wahrscheinlichkeit, dass eine Versuchs-
person in der gain-Framing-Kondition fiir Programm A entscheidet.

* Die Parameterschédtzung fiir Framingloss betrdagt —2.2 log-odds. Konvertiert zu
odds ergibt dies 0.11:

exp(-2.2)

## [1] 0.1108032
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Dies ist das Chancenverhiltnis, das wir oben berechnet haben: Das Modell schiatzt,
dass die Chance, dass sich jemand in der loss-Kondition fiir Programm A entschei-
det, 0.11 so gross ist als die Chance, dass sich jemand in der gain-Kondition fiir
Programm A entscheidet.

¢ Eine Chance kann man zwar zu einer Wahrscheinlichkeit konvertieren, ein Chan-
cenverhiiltnis jedoch nicht.

¢ Inlog-odds ausgedriickt betragt die “‘Wahrscheinlichkeit’, dass sich jemand in der
loss-Kondition fiir Programm A entscheidet 0.93 + (—2.2) = —1.27. Hierzu muss
man nur die Parameterschiatzungen beieinander aufzdhlen, genauso wie wir bei
linearen Modellen gemacht haben.

¢ In odds ausgedriickt ergibt dies 0.28. Dies ist der gleiche Wert, den wir schon von
Hand berechnet haben:

exp(0.93 - 2.2)
## [1] 0.2808316
¢ Dies entspricht einer modellierten Wahrscheinlichkeit von 0.22; das hatten wir

auch schon von Hand berechnet.

plogis(0.93 - 2.2)

## [1] 0.2192573
Der Mehrwert von logistischer Regression ist voriibergehend minimal, denn all diese
Schdtzungen konnen auch von Hand berechnet werden. Was niitzlich ist, ist, dass das

Modell auch geschitzte Standardfehler ausspuckt und das Berechnen von Konfidenz-
intervallen ermbglichtﬂ

tversky_ki <- confint(tversky.glm)
## Waiting for profiling to be done...
tversky_ki

## 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) 0.5852679 1.293136
## Framingloss -2.7308428 -1.691284

Verlieren Sie aber nicht aus dem Auge, dass auch diese Standardfehler und Konfi-
denzintervalle in log-odds ausgedriickt werden. In Tat und Wahrheit kann kaum
jemand solche log-odds direkt interpretieren. Am besten berichten Sie die Er-

4Wenn diese Zahlen bei Ihnen leicht anders aussehen, miissen Sie noch das MASS-Paket installieren. Sie
brauchen es aber nicht zu laden.
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gebnisse eines logistischen Regressionsmodell daher auch in odds und/oder in
Wahrscheinlichkeiten!

Das 95%-Konfidenzintervall fiir das Chancenverhiltnis von 0.11 konnen wir leicht be-
rechnen, indem wir das betreffende Konfidenzintervall zu odds konvertieren:

exp(tversky_ki[2, 1)

## 2.5 % 97.5 %
## 0.06516435 0.18428282

Wenn sich die Antwortpréferenz nicht zwischen den Konditionen unterscheiden sollte
(was meistens der Nullhypothese entspricht), wire dieses Chancenverhiltnis etwa 1.
Diese Daten deuten aber sehr stark darauf hin, dass sich das Chancenverhiltnis von 1
unterscheidet.

Das Chancenverhiltnis ist wohl die wichtige Erkenntniss der Studie, aber wenn wir
wollen, konnen wir auch das 95%-Konfidenzintervall fiir die Chance von 2.5 (Préferenz
der gain-Gruppe) berechnen:

exp(tversky_ki[1l, 1)

#i#t 2.5% 97.5 %
## 1.795472 3.644196

Mit plogis () kann auch das Konfidenzintervall fiir die geschétzte Wahrscheinlichkeit
von 0.72 berechnet werden:

plogis(tversky_ki[1l, 1)

## 2.5 % 97.5 %
## 0.6422786 0.7846775

Aufgabe Das Konfidenzintervall um die geschitzten Praferenzen der Versuchsperso-
nen in der loss-Kondition (sowohl fiir die Chance als auch fiir die Wahrscheinlichkeit)
konnen nicht direkt aus diesem Modell abgeleitet werden. Dazu miissten Sie dafiir sor-
gen, dass die loss- statt der gain-Kondition vom Intercept erfasst wird. Versuchen Sie,
dies hinzukriegen.

17.1.5 Modellierung: Moglichkeit 2

Wenn man die Daten nicht in einem Datensatz wie d zusammengefasst hat oder sie
nicht so zusammenfassen kann (z.B. weil kontinuierliche Pradiktoren mit im Spiel sind),
kann man die logistische Regression oberfldchlich leicht anders berechnen. Der Daten-
satz d_anders, den wir unten kreieren, enthilt die genau gleichen Informationen wie
Datensatz d, nur listet er die individuellen Wahlen auf:
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d_anders <- data.frame(
Framing = c(rep("gain", 109 + 43),
rep("loss", 34 + 121)),

Wahl = c(rep("ProgrammA", 109), rep("ProgrammB", 43),
rep("ProgrammA", 34), rep("ProgrammB", 121))

)

# 1, wenn Programm A; 0, wenn Programm B

d_anders$sicher <- ifelse(d_anders$Wahl == "ProgrammA", 1, 0)

# Zufallige Auswahl anzeigen
d_anders %>%
sample_n(12)

#i#t Framing Wahl sicher
## 1 loss ProgrammA 1
## 2 loss ProgrammB 0
## 3 gain ProgrammA 1
## 4 gain ProgrammB 0
## 5 loss ProgrammB 0
## 6 gain ProgrammA 1
## 7 loss ProgrammB 0
## 8 loss ProgrammA 1
## 9 loss ProgrammB 0
## 10 loss ProgrammB 0
## 11 loss ProgrammB 0
## 12 loss ProgrammB 0

Statt glm() zwei Spalten mit Anzahlen zu fiittern, reicht es jetzt, einfach die Spalte mit

Nullen und Einsen als outcome zu definieren:

tversky.glm <- glm(sicher ~ Framing,

data = d_anders, family = binomial(link = "logit"))

summary (tversky.glm)

##

## Call:

## glm(formula = sicher ~ Framing, family = binomial(link = "logit"),
## data = d_anders)

#i#

## Deviance Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -1.5891 -0.7037 -0.7037 0.8155 1.7419

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
## (Intercept) 0.9301 0.1801 5.165 2.4e-07
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## Framingloss -2.1996 0.2648 -8.307 < 2e-16

##

## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
##

#i# Null deviance: 424.15 on 306 degrees of freedom
## Residual deviance: 344.17 on 305 degrees of freedom
## AIC: 348.17

#it

## Number of Fisher Scoring iterations: 4

Was die Parameterschiatzungen betrifft, ist dieses Modell dem Modell aus dem letzten
Abschnitt gleich.

17.2 Mehrere kategorische Pradiktoren

Keysar et al.| (2012, Experiment 1a) verwendeten die gleiche Aufgabe wie
Kahneman| (1981), legten aber etwa der Halfte der Versuchspersonen das Dilemma in
ihrer Muttersprache (Englisch) und der anderen Hilfte in der Fremdsprache Japanisch

vor. Sie interessierten sich dafiir, ob der (logisch irrelevante) Unterschied in der Formu-
lierung zwischen den gain- und loss-Konditionen einen kleineren Einfluss auf die Wahl
der Versuchspersonen ausiibt, wenn das Dilemma in einer Fremdsprache vorliegt. Wir
lesen den Datensatz ein und lassen 12 willkiirliche Zeilen anzeigen:

d <- read_csv("Data/Keysar2012_Expla.csv")
d %>%

sample_n(12)

## # A tibble: 12 x 3
#i#t Sprache Formulierung Wahl

#i#t <chr> <chr> <chr>
## 1 Englisch Verlust sicher
## 2 Japanisch Verlust sicher
## 3 Englisch Verlust unsicher
## 4 Japanisch Verlust unsicher
## 5 Japanisch Verlust unsicher
## 6 Englisch Gewinn sicher
## 7 Englisch Verlust unsicher
## 8 Japanisch Verlust sicher
## 9 Japanisch Gewinn sicher
## 10 Englisch Verlust unsicher
## 11 Japanisch Verlust unsicher

## 12 Englisch Verlust unsicher



Kapitel 17. Binédre Daten auswerten: Logistische Regression 262

17.2.1 Numerische Zusammenfassung und Grafik

# Anzahlen und Proportionen pro Zelle
d_summary <- d %>%
group_by(Sprache, Formulierung) %>%
summarise(n = n(),

n_sicher = sum(Wahl == "sicher"),
n_unsicher = sum(Wahl == "unsicher"),
prop_sicher = mean(Wahl == "sicher"))

d_summary

## # A tibble: 4 x 6
## # Groups: Sprache [2]

##  Sprache Formulierung n n_sicher n_unsicher prop_sicher
##  <chr> <chr> <int> <int> <int> <dbl>
## 1 Englis~ Gewinn 31 24 7 0.774
## 2 Englis~ Verlust 30 14 16 0.467
## 3 Japani~ Gewinn 30 13 17 0.433
## 4 Japani~ Verlust 30 12 18 0.4

# Grafik: 1. Versuch
ggplot(d_summary,
aes(x = Formulierung, y = prop_sicher,
linetype = Sprache, shape = Sprache)) +
geom_point() +
geom_line() +
ylim(0, 1)

## geom_path: Each group consists of only one observation.
## Do you need to adjust the group aesthetic?

1.00 4
_ 075+ b
© Sprache
<
Q )
(nl 0.50 1 o —e— Englisch
A
oy A
o -4 - Japanisch
a
0.25
0.00 4
T T
Gewinn Verlust

Formulierung

Die Warnung erklart, wieso keine Linie zwischen den Punkten gezeichnet wurde: Die
Funktion versteht nicht, zwischen welchen Punkten genau eine Linie gezeichnet wer-
den soll, und braucht etwas Hilfe in der Form des group-Parameters:
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# Grafik: 2. Versuch
ggplot(d_summary,
aes(x = Formulierung, y = prop_sicher,
linetype = Sprache, shape = Sprache,
group = Sprache)) +
geom_point() +
geom_line() +

ylim(0, 1)

1.00 4
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<
Q
" 050 —e— Englisch
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o
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T T
Gewinn Verlust

Formulierung

Man kann natiirlich auch die Faktoren Sprache und Formulierung in der Grafik um-
wechseln:

ggplot(d_summary,
aes(x = Sprache, y = prop_sicher,
linetype = Formulierung, shape = Formulierung,
group = Formulierung)) +
geom_point() +
geom_line() +

ylim(0, 1)

1.00 -
_ 0.75- .
o} Formulierung
S
@, 0.50 —e— Gewinn
Q.
o -4 Verlust
o

0.25-

0.00 4

T T
Englisch Japanisch
Sprache

17.2.2 Was man nicht machen soll

Keysar et al.| (2012) analysierten diese Daten mit zwei Signifikanztests. Der eine Test




Kapitel 17. Binédre Daten auswerten: Logistische Regression 264

zeigte, dass es bei den Versuchspersonen, die die Aufgabe auf Englisch erledigten,
einen signifikanten Unterschied zwischen den gain- und loss-Konditionen gab, bei de-
nen, die den Test auf Japanisch erledigten, jedoch nicht. Es ist aber eine dusserst schlech-
te Idee, Daten so zu analysieren, denn, wie (Gelman & Stern| (2006) es auf den Punkt
bringen, “The difference between ‘significant” and ‘not significant” is not itself statisti-
cally significant.” Siehe auch Assessing differences of significant (28.10.2014). Die Lésung
besteht darin, simtliche Daten in einem Modell zu analysieren.

17.2.3 Modellierung: Erster Versuch

Wir fiigen zuerst dem Datensatz eine Variable hinzu, die 1 ist, wenn die Versuchsperson
sich fiir die sichere Option entschieden hat, und 0, wenn nicht. Die beiden Pradiktoren
werden dann im gleichen Modell berticksichtigt.

d$Sicher <- ifelse(d$Wahl == "sicher", 1, 0)
keysar.glml <- glm(Sicher ~ 1 + Formulierung + Sprache,

data = d, family = binomial(link = "logit"))
summary (keysar.glml)

#it

## Call:

## glm(formula = Sicher ~ 1 + Formulierung + Sprache, family = binomial(link = "logit'
## data = d)

#

## Deviance Residuals:

#it Min 1Q Median 3Q Max

## -1.5645 -1.1840 0.8346 1.1147 1.4902

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
## (Intercept) 0.8756 0.3366 2.601 0.00929
## FormulierungVerlust -0.7264 0.3787 -1.918 0.05511
## SpracheJapanisch -0.8600 0.3787 -2.271 0.02316
#

## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
##

#i# Null deviance: 167.53 on 120 degrees of freedom
## Residual deviance: 158.59 on 118 degrees of freedom
## AIC: 164.59

#t

## Number of Fisher Scoring iterations: 4

confint(keysar.glml)

## Waiting for profiling to be done...


http://janhove.github.io/analysis/2014/10/28/assessing-differences-of-significance
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# 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) 0.2343907 1.562385014
## FormulierungVerlust -1.4803837 0.009110024
## SpracheJapanisch -1.6152795 -0.125899308

Die Parameterschdtzungen sind wie folgt zu interpretieren:

* Das Intercept erfasst die Praferenzen der Versuchspersonen, die die Referenz-

gruppe ausmachen. Hier handelt es sich um die Versuchspersonen in der gain
framing-Kondition, die die Aufgabe auf Englisch erledigten. Dem Modell zufolge
ist es 2.41 Mal so wahrscheinlich, dass diese sich fiir die sichere Option entschei-
den als dass sie sich fiir die unsichere Option entscheiden. Bei dieser Zahl handelt
es sich also nicht um ein Chancenverhiltnis, sondern um eine Chance.

exp(0.88)

## [1] 2.4109

Der geschitzte Koeffizient fiir SpracheJapanisch erfasst den Unterschied zwi-
schen den Préferenzen der Versuchspersonen, die die Aufgabe auf Japanisch er-
ledigten, und denen der Versuchspersonen, die die Aufgabe auf Englisch erledig-
ten. Der Koeffizient (—0.86) wird in log-odds ausgedriickt. Exponiert man diese
Zahl, erhdlt man das entsprechende Chancenverhaltnis:

exp(-0.86)
## [1] 0.4231621

Dem Modell zufolge ist es also 0.42 Mal so wahrscheinlich, dass jemand in der
Japanischgruppe die sichere Option wéhlt als dass jemand in der Englischgruppe
die sichere Option wihlt. Oder umgekehrt: Es ist exp(0.86) = 2.36 Mal so wahr-
scheinlich, dass jemand in der Englischgruppe die sichere Option wahlt als dass
jemand der Japanischgruppe die sichere Option wahlt.

Der geschitzte Koeffizient fiir FormulierungVerlust erfasst den Unterschied
zwischen den Priferenzen der Versuchspersonen, in der loss framing-Kondition
und denen der Versuchspersonen in der gain framing-Kondition. Das Chancen-
verhéltnis betragt:

exp(-0.73)
## [1] 0.481909
Dem Modell zufolge ist es also 0.48 Mal so wahrscheinlich, dass jemand in der loss

framing-Kondition die sichere Option wéhlt als dass jemand in der gain framing-
Kondition die sichere Option wéahlt.

Das Modell keysar.glml hilft uns bei der Beantwortung unserer Forschungsfrage lei-

der keinen Schritt weiter: Wir wollten wissen, ob sich der Einfluss von gain- vs. loss-
Framing dndert, wenn die Aufgabe in einer Fremdsprache statt in der Erstsprache vor-
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liegt. Wir interessieren uns also fiir die Interaktion zwischen Sprache und Framing,
sodass wir diese mitmodellieren miissen.

17.2.4 Modellierung: Zweiter Versuch

Wir fiigen dem Modell die Interaktion zwischen Sprache und Formulierung hinzu.

keysar.glm2 <- glm(Sicher ~ 1 + Formulierung + Sprache +
Formulierung:Sprache,
data = d, family = binomial(link = "logit"))
summary (keysar.glm2)

#it

## Call:

## glm(formula = Sicher ~ 1 + Formulierung + Sprache + Formulierung:Sprache,
#i# family = binomial(link = "logit"), data = d)

#it

## Deviance Residuals:

#i#t Min 10 Median 3Q Max

## -1.7251 -1.0658 0.7155 1.2346 1.3537

#

## Coefficients:

## Estimate Std. Error
## (Intercept) 1.2321 0.4296
## FormulierungVerlust -1.3657 0.5643
## SpracheJapanisch -1.5004 0.5659
## FormulierungVerlust:SpracheJapanisch 1.2285 0.7701
# z value Pr(>|z])

## (Intercept) 2.868 0.00413
## FormulierungVerlust -2.420 0.01552
## SpracheJapanisch -2.651 0.00802
## FormulierungVerlust:SpracheJapanisch 1.595 0.11067
#it

## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
##t

#it Null deviance: 167.53 on 120 degrees of freedom
## Residual deviance: 156.01 on 117 degrees of freedom
## AIC: 164.01

##t

## Number of Fisher Scoring iterations: 4

confint(keysar.glm2)
## Waiting for profiling to be done...

## 2.5

o°

97.5 %
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## (Intercept) 0.4424004 2.1538204
## FormulierungVerlust -2.5222681 -0.2905951
## SpracheJapanisch -2.6621249 -0.4247117

## FormulierungVerlust:SpracheJapanisch -0.2670673 2.7646464

Die Parameterschdtzungen sind wie folgt zu interpretieren:

* Das Intercept erfasst die Praferenzen der Versuchspersonen, die die Referenz-
gruppe ausmachen. Hier handelt es sich um die Versuchspersonen in der gain
framing-Kondition, die die Aufgabe auf Englisch erledigten. Dem Modell zufolge
ist es 3.42 Mal so wahrscheinlich, dass diese sich fiir die sichere Option entschei-
den als dass sie sich fiir die unsichere Option entscheiden. Bei dieser Zahl handelt
es sich also nicht um ein Chancenverhiltnis, sondern um eine Chance.

exp(1.2321)
## [1] 3.428422

® Der geschitzte Koeffizient fiir FormulierungVerlust vergleicht die Referenz-
gruppe ("Englisch und Gewinn’) mit der Gruppe ‘Englisch und Verlust’. Das Chan-
cenverhaltnis betragt:

exp(-1.3657)
## [1] 0.255202

Dem Modell zufolge ist es also 0.26 Mal so wahrscheinlich, dass jemand in der
Gruppe ‘Englisch und Verlust” die sichere Option wéhlt als dass jemand in der
Gruppe ‘Englisch und Gewinn’ die sichere Option wéhlt. Die gleiche Zahl erhal-
ten wir, wenn wir uns Tabelle d_summary anschauen:

* Der geschitzte Koeffizient fiir SpracheJapanisch vergleicht die Referenzgruppe
("Englisch und Gewinn’) mit der Gruppe ‘Japanisch und Verlust’. Das Chancen-
verhéltnis betragt:

exp(-1.5004)
## [1] 0.2230409

Dem Modell zufolge ist es also 0.22 Mal so wahrscheinlich, dass jemand in der
Gruppe ‘Japanisch und Gewinn’ die sichere Option wihlt als dass jemand in der
Gruppe ‘Englisch und Gewinn’ die sichere Option wéhlt. Die gleiche Zahl erhal-
ten wir, wenn wir uns Tabelle d_summary anschauen:
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¢ Der geschitzte Interaktionskoeffizient driickt aus, wie stark sich der Einfluss des
Framings je nach der Sprache unterscheidet. (Oder, anders ausgedriickt, aber ma-
thematisch identisch: wie stark sich der Einfluss der Sprache je nach dem Framing
unterscheidet.) In log-odds ausgedriickt ist dieser Koeffizient schwierig zu inter-
pretieren, sodass wir auch diese Zahl exponieren:

exp(1.2285)
## [1] 3.416102
Was heisst nun diese 3.42? Den Einfluss des Framings bei den Versuchspersonen,

die die Aufgabe auf Englisch erledigten, konnen wir in einem Chancenverhaltnis
(odds ratio; OR) ausdriticken:

14 / 16
OR fiir Englisch = = 0.2552083
24 / 7
Ich riinde dieses Zwischenergebnis hier ab nicht, sodass das Endergebnis nicht

vom Riindungsfehler betroffen wird.

Ebenso konnen wir den Einfluss des Framings bei den Versuchspersonen, die die
Aufgabe auf Englisch erledigten, in einem Chancenverhiltnis ausdriicken:

12 /18
OR fiir Japanisch = = 0.8717949

13/17

Das Verhiltnis dieser Verhiltnisse sagt uns, wie viel stiarker der Einfluss des Fra-

mings auf Japanisch als auf Englisch ist:

OR fiir Japanisch  0.8717949

= =342
OR fiir Englisch ~ 0.2552083 3

Dies ist die Zahl, die wir erhalten, wenn wir den Interaktionskoeffizienten ex-
ponieren. Wenn sich das Chancenverhdltnis nicht je nach Sprache unterschei-
det, soll das Verhiltnis dieser Verhiltnisse bei 1 liegen. Auf der Basis des 95%-
Konfidenzintervalls um diese 3.42 herum ([0.77, 15.9]) konnen wir noch nicht
schlussfolgern, dass die Daten nicht mit einem identischen Chancenverhaltnis fiir
beide Sprachen kompatibel sind.
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Abbildung 17.3: Ob man schlussfolgert, dass eine Interaktion vorliegt, hdngt in diesen drei
Beispielen davon ab, wie man die Daten ausdrtickt: als Proportionen, als Odds (Chancen)
oder als Log-Odds.

exp(confint(keysar.glm2)[4, 1)
## Waiting for profiling to be done...

## 2.5 % 97.5 %
## 0.7656215 15.8734254

Die Interpretation der geschdtzten Regressionskoeffizienten gestaltet sich bei logisti-
schen Regressionsmodellen also deutlich schwieriger als beim allgemeinen linearen
Modell, insbesondere wenn auch noch Interaktionen mit im Spiel sind. Fiir kommen-
tierte Beispiele mit dreifachen Interaktionen und Interaktionen mit kontinuierlichen
Prédiktoren, siehe [Jaccard| (2001).

Interaktionen in generalisierten linearen Modellen. Interaktionen theoretisch zu
interpretieren ist nicht so einfach, wie man manchmal vermutet (siehe Wagenma-
kers et al., 2012a). Bei logistischen Regressionsmodellen zeigt sich, wieso dies der
Fall ist.
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Die drei Grafiken auf der oberen Zeile von Abbildung|17.3 auf der vorherigen Sei-|
[te] zeigt drei Mal das gleiche Datenmuster, aber jeweils anders ausgedriickt. Aus-
gedriickt in Proportionen sieht man zwei parallele Linien (rot: 0.475-0.525, blau:
900-950), die zeigen, dass der Unterschied zwischen A und B in beiden Féllen 5
Prozentpunkte betrdgt. Ausgedriickt in Proportionen liegt also keine Interaktion

vor. Driickt man diese Proportionen aber in Chancen (odds) aus, dann ergeben
sich nicht-parallele Linien, die auf die Existenz einer Interaktion hindeuten. Auch
ausgedriickt als Log-Odds ergibt sich eine Interaktion.

Die drei Grafiken auf der mittleren Reihe sowie auch die drei Grafiken auf der un-
teren Reihe zeigen, dass es auch die umgekehrte Situationen geben kann: Auf der
mittleren Reihe gibt es keine Interaktion, was die Chancen betrifft, aber schon was
die Proportionen und Log-Odds betrifft; auf der unteren Reihe gibt es keine Inter-
aktion, was die Log-Odds betrifft, aber schon was die Proportionen und Chancen
betrifft.

Siehe Interactions in logistic regression models (7.8.2019).

17.3 Kontinuierliche Pridiktoren

Auch kontinuierliche Pradiktoren konnen in einem logistischen Modell berticksichtigt
werden. Fiir dieses Beispiel verwenden wir die Daten einer einzigen Versuchsperso-
nen aus der Studie von [Vanhove & Berthele| (2013). Sie versuchte 181 Worter aus den
germanischen Sprachen Niederldndisch, Friesisch, Danisch und Schwedisch ins Deut-
sche zu tibersetzen. Die Spalte Korrekt zeigt fiir jedes Wort, ob ihr dies gelungen ist;
die Spalte OrthOverlap zeigt, was die orthografische Uberlappung zwischen dem zu
iibersetzenden Wort und seiner Ubersetzung ist (0 = keine Uberlappung; 10 = vollstdn-
dige Uberlappung). Wir mochten wissen, wie stark die Erfolgsquote beim Ubersetzen
von der orthografischen Uberlappung abhéngt.

d <- read_csv("Data/VanhoveBerthele2013_eineVpn.csv")

## Parsed with column specification:

## cols(

## Item = col_character(),

## RichtigelUebersetzung = col_character(),
## Zielsprache = col_character(),

## Korrekt = col_character(),

## OrthOverlap = col_double()

## )

d$Richtig <- ifelse(d$Korrekt == "richtig", 1, 0)

Um eine erste Idee {iber den Zusammenhang zwischen dem Pradiktor und der Richtig-
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Abbildung 17.4: Ein Streudiagramm mit einer Trendlinie, die davon ausgeht, dass die ab-
hingige Variable kontinuierlich (statt binar) ist. Immerhin zeigt sie, dass einen monotonen
Zusammenhang zwischen den beiden Variablen gibt.

keit der Ubersetzung zu erhalten, kénnen wir ein Streudiagramm mit einer Trendlinie
zeichnen (Abbildung[17.4). Die Trendlinie geht davon aus, dass die abhingige Variable
kontinuierlich ist, was hier nattirlich nicht der Fall ist. Eine Konsequenz dieser Annah-
me ist, dass die Trendlinie vermuten lédsst, dass die durchschnittliche Proportion richti-
ger Antworten bei Wortern mit niedriger orthografischer Uberlappung negativ ist.

ggplot(data = d,
aes(x = OrthOverlap,
y = Richtig)) +
geom_point(shape = 1,

position = position_jitter(width = 0, height = 0.02)) +

geom_smooth(se = FALSE)

## ‘geom_smooth()‘ using method = ’'loess’ and formula 'y ~ x’

Die Grafik hat trotzdem ihren Nutzen: Sie deutet darauf hin, dass der Zusammenhang
zwischen dem Pradiktor und der abhidngigen Variablen monoton ist: Wenn die ortho-
grafische Uberlappung grosser wird, steigt die Erfolgsquote. Es ist zum Beispiel nicht
so, dass die Erfolgsquote zuerst ansteigt und dann konstant bleibt oder senkt.

Der kontinuierliche Pradiktor kann wie gehabt dem Modell hinzugefiigt werden:

vanhove.glm <- glm(Richtig ~ OrthOverlap,
data = d, family = binomial(link = "logit"))
summary (vanhove.glm)

##

## Call:
## glm(formula = Richtig ~ OrthOverlap, family = binomial(link = "logit"),
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##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

data = d)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.1201 -1.0364 0.6203 0.9167 1.7698
Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -3.3132 0.7340 -4.514 6.37e-06
OrthOverlap 0.5944 0.1144 5.198 2.0le-07
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 242.45 on 180 degrees of freedom
Residual deviance: 207.54 on 179 degrees of freedom

AIC: 211.54

Number of Fisher Scoring iterations: 3

Zur Interpretation der geschdtzten Parameter:

¢ Das Intercept zeigt die modellierte Erfolgsquote (in log-odds!) fiir Fille, in denen

alle Pradiktoren den Wert 0 haben. In unserem Fall hiesse das also die modellierte
Erfolgsquote bei Wortern mit einer orthografischen Uberlappung von 0. (Diese
gibt es in diesem Datensatz iibrigens nicht.) Konvertiert zu einer Chance:

exp(-3.31)
## [1] 0.03651617
Laut dem Modell ist eine richtige Antwort bei Wortern ohne orthografische Uber-

lappung also 0.037 Mal so wahrscheinlich wie eine falsche Antwort. (Oder umge-
kehrt: Eine falsche ist 27.4 Mal so wahrscheinlich wie eine richtige.)

In Wahrscheinlichkeiten: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wort ohne orthografi-
sche Uberlappung richtig iibersetzt wird, liegt bei 3.5%.

plogis(-3.31)
## [1] 0.03522972

® Der geschitzte Parameter fiir OrthOverlap driickt aus, wie sich die Erfolgsquote

(in log-odds!) laut dem Modell dndert, wenn OrthOverlap um eine Einheit an-
steigt. Konvertiert zu einem Chancenverhiltnis zeigt sich, dass es bei einem Wort
mit einer orthografischen Uberlappung von a 1.8 Mal so wahrscheinlich ist, eine
richtige Antwort zu geben, als bei einem Wort mit einer orthografischen Uberlap-
pung von a — 1:
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exp(0.594)

## [1] 1.811219

* Ein konkreteres Beispiel: Die modellierte Erfolgsquote bei einem Wort mit einer
orthografischen Uberlappung von 5.4 betrégt, ausgedriickt in einem Chancenver-
héltnis, 0.90.

exp(-3.31 + 0.594 x 5.4)
## [1] 0.9026684

Ausgedriickt in einer Wahrscheinlichkeit betragt sie 47.4%.
plogis(-3.31 + 0.594 x 5.4)
## [1] 0.4744223

Bei einem Wort mit einer orthografischen Uberlappung von 6.4 erhilt man die
folgenden Werte:

exp(-3.31 + 0.594 x 6.4)

## [1] 1.63493

1.63 _

790 = 1.8.)

plogis(-3.31 + 0.594 * 6.4)

## [1] 0.6204833

Um die Ergebnisse des Modells zu berichten, ist es sinnvoll, diese grafisch darzustellen.
In der Regel stellt man hierbei dar, wie sich die modellierte Wahrscheinlichkeit mit den
kontinuierlichen Pradiktoren dndert (siehe Abbildung|17.5):

# Datensatz, in dem der Pradiktor

# zwisch ihrem Mindest- und Hochstwert variiert

df_pred <- data.frame(OrthOverlap = seq(from = min(d$0rthOverlap),
to = max(d$0rthOverlap),
length.out = 100))

# Modellierte Wahrscheinlichkeiten ("response") hinzufiigen
df_pred$Wahrscheinlichkeit <- predict(vanhove.glm, newdata = df_pred,
type = "response")

# Zeichnen
ggplot(df_pred,
aes(x = OrthOverlap,
y = Wahrscheinlichkeit)) +
geom_line() +
ylim(0, 1) +
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Abbildung 17.5: Der modellierte Zusammenhang zwischen der orthografischen Uberlap-
pung und der Wahrscheinlichkeit, zu der ein Wort richtig tibersetzt wurde.

xlab("orthografische Uberlappung (0-10)") +
ylab("Wahrscheinlichkeit\nrichtige Ubersetzung")

Fir mehr Info siehe Tutorial: Adding confidence bands to effect displays (12.5.2017) und
https://data.library.virginia.edu/visualizing-the-effects-of-logistic-regression/.

Nicht-Linearitiaten nicht iiberinterpretieren! Abbildung zeigt, dass es laut
dem Modell einen nicht-linearen Zusammenhang zwischen dem Grad an orthografi-
scher Uberlappung und der Erfolgswahrscheinlichkeit gibt. Dies ist nicht erstaun-
lich: Wir haben diesen Zusammenhang zwar linear, aber in log-odds modelliert.
Wenn wir ihn dann in Wahrscheinlichkeiten ausdriicken, ergibt sich eine nicht-
lineare Kurve statt einer Geraden. Wir hatten gar keinen linearen Zusammenhang

zwischen dem Pradiktor und der Erfolgswahrscheinlichkeit finden konnen.



http://janhove.github.io/reporting/2017/05/12/visualising-models-2
https://data.library.virginia.edu/visualizing-the-effects-of-logistic-regression/

Kapitel 18

Weiterbildung

In einem Kurs wie diesem kann natiirlich nicht das ganze Spektrum von der Berech-
nung eines Mittelwerts hin bis zur Modellierung komplizierter Datensédtze abgedeckt
werden. Uber welche statistischen Methoden Sie sich weiter schlau machen sollten,
héangt davon ab, welche Art von Datensétzen Sie in Ihren eigenen Projekten auswerten
werden. Im Folgenden erhalten Sie eine kurze Ubersicht iiber die Methoden, die fiir die
meisten unter Thnen niitzlich sein diirften.

18.1 Mit kategorischen outcomes arbeiten

Oft sind die outcomes, mit denen wir es zu tun haben, nicht kontinuierlich sondern ka-
tegorisch. Zum Beispiel kann man Ubersetzungsversuche als ‘gelungen’ oder ‘nicht ge-
lungen” betrachten anstatt diese auf einer kontinuierlichen Skala einzustufen. Manch-
mal hat man sogar outcome-Variablen mit mehr als zwei Auspragungen: Etwa kann
man die Sprache eines Dokumentes als ‘Franzosisch’, ‘Italienisch’, ‘Deutsch’, ‘Englisch’
oder ‘andere’ kodieren.

Outcomes dieser Art — ob sie nun zwei oder mehrere Auspragungen haben — kann man
nicht in einem allgemeinen linearen Modell auswerten; dieses Modell ist namlich nur
fur kontinuierliche outcomes gedacht. Es gibt aber Modelle, die die Prinzipien des all-
gemeinen linearen Modells auf nicht-kontinuierliche outcomes verallgemeinern. Fiir
bindre outcomes bietet sich so das (binomiale) logistische Regressionsmodell an. Li-
teraturempfehlungen:

¢ Jaeger (2008| insbesondere S. 434—442) erkldrt, wieso man bindre outcomes nicht
einfach als 0 vs. 1 kodieren soll und in einem allgemeinen linearen Modell ana-
lysieren soll. Ausserdem erkldrt er das Prinzip hinter logistischer Regression und
illustriert dieses Verfahren mit einem linguistischen Beispiel.

¢ Johnson| (2008, Kapitel 5) erkldrt logistische Regression (sowie auch x?-Tests) an-
hand von Beispielen aus der variationistischen Soziolinguistik.

275
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¢ Baayen! (2008, S. 195-208) bespricht ein weiteres Beispiel.

Wenn man es mit outcomes mit mehr als zwei Auspragungen zu tun hat, sollte man
sich wohl tiber das multinomiale logistische Regressionsmodell oder eine Alternative
schlau machen:

¢ Auch wenn sich bei Faraway| (2006, Kapitel 5) die Mathe nicht vermeiden lasst,
findet man dort eine kurze Anleitung.

¢ McElreath (2016, Abschnitt 10.3) bespricht ebenfalls multinomiale Regression, aber
aus bayesscher Perspektive.

18.2 Abhingigkeitsstrukturen beriicksichtigen

Zwei Beispiele von Datensédtzen mit Abhdngigkeitsstrukturen sind:

¢ Die Versuchspersonen reagieren auf mehrere Stimuli. Die Reaktionen einer be-
stimmten Versuchsperson werden einander dhnlicher sein als die Reaktionen un-
terschiedlicher Versuchspersonen. Ausserdem werden die Reaktionen auf einen
bestimmten Stimulus einander dhnlicher sein als die Reaktionen auf unterschied-
liche Stimuli.

¢ Die Versuchspersonen bilden ‘Kliimpchen’, zum Beispiel weil einige unter ihnen
von der gleichen Lehrperson unterrichtet werden, in die gleiche Schule gehen
oder aus dem gleichen Haushalt kommen. Versuchspersonen aus dem gleichen
Kliimpchen werden einander tendenziell &hnlicher sein als Versuchspersonen aus
unterschiedlichen Kliimpchen.

Diese Arten von Abhédngigkeiten zwischen Datenpunkten sollten bei der Analyse be-
riicksichtigt werden. Eine Moglichkeit dazu ist, die Daten in sog. ‘gemischten” Model-
len zu analysieren. Literaturempfehlungen:

¢ Auf Bodo Winters Website finden Sie eine ausgezeichnete konzeptuelle Erklarung
tiber gemischte Modelle: http://www.bodowinter.com/tutorials.html.

¢ Baayen et al.| (2008) und Baayen (2008, Kapitel 7) besprechen weitere Beispiele. Be-
stimmte von ihnen verwendete Funktionen funktionieren aber mittlerweile nicht
mehr (insb. die pvals. fnc()-Funktion).

¢ Jaeger (2008, insbesondere S. 442-445) und Quené & van den Berghl (2008) bespre-
chen logistische gemischte Modelle. Diese sind niitzlich, wenn man sowohl binédre
outcomes als auch Abhéangigkeitsstrukturen in den Daten hat.


http://www.bodowinter.com/tutorials.html
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18.3 Nicht-lineare Zusammenhinge modellieren

Wenn Ihre Daten deutliche nicht-lineare Zusammenhénge aufweisen, konnen Sie die-
se in generalisierten additiven Modellen analysieren. Eine niitzliche Einfiihrung findet
sichunterhttps://m-clark.github.io/generalized-additive-models/. Auchdie
Erkldrung in Zuur et al.| (2009, Kapitel 3) finde ich gelungen. Man kann generalisierte
additive Modelle auch mit gemischten Modellen kombinieren und sie konnen auch mit
bindren outcomes umgehen. Fiir ein Beispiel, siehe |[Vanhove (2014).

18.4 Vorherige Information iibers Problem beriicksichtigen

Bayessche Statistik stellt eine Alternative zum sog. ‘frequentistischen” Ansatz, dem die-
ser Kurs gewidmet war. BefiirworterInnen von bayesscher Statistik sehen viele Vorteile
gegeniiber frequentistischer Statistik (siehe etwa Dienes, 2011; (Goodman, [2008)). Sel-
ber sehe ich als grosste Vorteile bayesscher Ansidtze, dass man einfacher Modelle, die
andere Annahmen machen, konstruieren kann und dass diese es besser ermoglichen,
vorheriges Wissen iiber die Daten — auch vages Wissen —in der Analyse zu beriicksich-
tigen. Oft weiss man namlich wesentlich mehr tiber das Problem, zu dem man forscht,
als der Computer:

¢ Vielleicht weiss man nicht genau, wie viel schneller Zweisprachige auf Kognat-
worter als auf andere Worter reagieren — aber man weiss schon, dass es sich um
allerhochstens 1.5-2 Sekunden handelt.

¢ Vielleicht weiss man nicht, wie viel effizienter eine etablierte Lernmethode als ei-
ne andere ist, aber es ist wesentlich wahrscheinlicher, dass der Unterschied ziem-
lich klein ist (vielleicht 5%) als dass er riesig (z.B. 80%) ist: Sonst hitte man dies
wohl auch ohne Forschung bemerkt.

Wenn man dem statistischen Modell diese Infos nicht ‘mitteilt’, ‘weiss’ es nicht, dass
im ersten Beispiel Unterschiede von 10 Sekunden und im zweiten Beispiel von 90%
implausibel sind. Insbesondere wenn die Datenmenge gering oder die Variabilitét in
den Daten gross ist, konnen Modelle sinnvollere Inferenzen liefern, wenn solche a priori
Informationen in die Modellierung einfliessen.

Eine gut gelungene Einfiihrung in bayesscher Statistik, in der insbesondere den Mehr-
wert vorherigen Wissens betont wird, ist McElreath| (2016). Auch wenn man nicht vor-
hat, selber bayessche Modelle zu verwenden, lohnt sich die Lektiire dieses Buchs, denn
man lernt auch viel {iber andere Konzepte. Kiirzere Einfiihrungen, die auch mehr auf
Linguistinnen und Psychologlnnen zugeschnitten sind, bieten Nicenboim & Vasishth
(2016alb) und Sorensen et al.| (2016).


https://m-clark.github.io/generalized-additive-models/
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18.5 Abschliessende Tipps

* Use it or lose it. Bauen Sie R in Thren beruflichen Alltag ein. Wenn Sie noch nicht
uiber eigene Daten verftigen, konnen Sie trotzdem R und RStudio verwenden und
so Thre Fahigkeiten pflegen:

- Vortrdge gestalten, Artikel schreiben und eine Website kreieren, siehe https:
//support.rstudio.com/hc/en-us/articles/200486468-Authoring-R-Presentations
und https://www.emilyzabor.com/tutorials/rmarkdown_websites_tutorial.
htmll

- Grafiken zeichnen. Wenn Sie einen Artikel voller komplizierter Tabellen le-
sen, konnen Sie probieren, die Zahlen in ein Spreadsheet einzutragen und
dann grafisch darzustellen. Ich finde es oft einfacher, Grafiken als Tabellen
zu interpretieren. Es ist auch moglich, Datenpunkte aus publizierten Grafi-
ken zu extrahieren, um diese besser darzustellen. Siehehttps://automeris,
io/WebPlotDigitizer//und http://socviz.co/.

— Man kann in R auch Texte analysieren: https://www.tidytextmining.com/
undhttps://cran.r-project.org/web/packages/koRpus/vignettes/kpRpus_
vignette.html.

¢ Planen Sie regelmissig Zeit fiirs Selbststudium ein. Auch wenn es nur jede zweite
Woche zwei Stunden am Freitagnachmittag sind, hilft Ihnen das mehr, als wenn
Sie erst in den letzte Monaten Thres Doktorats volle Pulle Statistik lernen. Ein
paar Literaturempfehlungen (in Reihenfolge): Broman & Woo (2017), |Gelman &
Stern| (2006), Goodman/ (2008)), Simmons et al.|(2011)), Rohrer| (2018), http: //www.
bodowinter.com/tutorials.html,|Christenfeld et al. (2004),[Vanhove|(2015), West-
fall & Yarkoni (2016).

¢ Lernen Sie, was Sie brauchen. Niemand ist mit allen Verfahren vertraut. Versu-
chen Sie, zu antizipieren, was Sie selber brauchen werden, und versuchen Sie sich,
diese Verfahren anzueignen. Wenn Ihre outcomes kategorisch sein werden, soll-
ten Sie sich zum Beispiel wohl iiber logistische Regression schlau machen (siehe
Baayen| [2008; Johnson, 2008); wenn Ihre Daten eine Abhédngigkeitsstruktur haben
werden (z.B. mehrere Antworten pro Versuchsperson oder SchiilerInnen in Klas-
sen), diirften gemischte Modelle niitzlich sein (siehe Baayen, 2008, http://www.
bodowinter.com/tutorials.htmlundhttp://jakewestfall.org/blog/index.
php/2015/06/20/reading-list-introduction-to-linear-mixed-models-for-cognitive-sc
Es ist sowieso eine gute Idee, sich iiber die Analysemethode zu informieren, be-
vor man anfingt, die Daten zu sammeln.

¢ Gehen Sie nicht davon aus, dass publizierte Analysen Sinn ergeben. In vielen Ar-
tikeln ist dies ndmlich nicht der Fall. Ausserdem werden viele Analysen schlecht
berichtet. Oft wird zu viel irrelevante und daher ablenkende Information im Text
berichtet und werden zu viele Signifikanztests berichtet.


https://support.rstudio.com/hc/en-us/articles/200486468-Authoring-R-Presentations
https://support.rstudio.com/hc/en-us/articles/200486468-Authoring-R-Presentations
https://www.emilyzabor.com/tutorials/rmarkdown_websites_tutorial.html
https://www.emilyzabor.com/tutorials/rmarkdown_websites_tutorial.html
https://automeris.io/WebPlotDigitizer/
https://automeris.io/WebPlotDigitizer/
http://socviz.co/
https://www.tidytextmining.com/
https://cran.r-project.org/web/packages/koRpus/vignettes/koRpus_vignette.html
https://cran.r-project.org/web/packages/koRpus/vignettes/koRpus_vignette.html
http://www.bodowinter.com/tutorials.html
http://www.bodowinter.com/tutorials.html
http://www.bodowinter.com/tutorials.html
http://www.bodowinter.com/tutorials.html
http://jakewestfall.org/blog/index.php/2015/06/20/reading-list-introduction-to-linear-mixed-models-for-cognitive-scientists/
http://jakewestfall.org/blog/index.php/2015/06/20/reading-list-introduction-to-linear-mixed-models-for-cognitive-scientists/
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¢ Verwenden Sie reichlich Grafiken und nicht (nur) Tabellen, sowohl beim Analy-
sieren als auch in Thren Berichten.

* Zeigen Sie moglichst die Variabilitdt der Daten (Streudiagramme, Boxplots) und
die Unsicherheit Ihrer Schatzungen (z.B. Konfidenzintervalle).

* Machen Sie nach Moglichkeit Ihre Daten und R-Code online verfiigbar. Einerseits
brauchen Sie so Details, die Sie fiir irrelevant halten, nicht in den Bericht aufzu-
nehmen: Interessierte Lesende konnen die Details selber im Anhang nachschla-
gen. Andererseits ist es durchaus moglich, dass in den nédchsten Jahren statisti-
sche Verfahren entwickelt werden, mit denen man Thre Daten besser auswerten
kann. Wenn IThre Daten frei zugidnglich sind, konnen Sie entsprechend reanaly-
siert werden und vermeiden Sie, dass Ihre Studie irrelevant wird.
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Anhang A

Haufige Fehlermeldungen in R

Probleme immer der Reihe nach 16sen! Wenn Ihr ganzer Bildschirm voller roter
Fehlermeldungen steht, fangen Sie dann bei der allerersten Fehlermeldung an. Of-
ters sind die anderen Fehlermeldungen Konsequenzen der ersten.

Debugging. Wenn Sie jemanden um Hilfe bitten, sollten Sie ein reproduzierba-
res Beispiel, das das Problem illustriert, schreiben. Diese Beispiele sollten mog-
lichst kurz sein, siehe https://stackoverflow.com/q/5963269/1331521. Oft fin-
det man beim Schreiben eines moglichst kurzen reproduzierbaren Beispiels selber
die Losung. Eine weitere niitzliche Technik, um Fehler in Computercode aufzude-
cken, ist rubber duck debugging, siehe https://rubberduckdebugging.com/

A1 object ‘x" not found

Sie versuchen ein Objekt abzurufen, das im Arbeitsgedédchtnis nicht vorhanden ist.
Tippfehler sind hierfiir ein typischer Ausloser. Es kann auch vorkommen, dass Sie ein
Objekt nicht eingelesen haben oder dass das Objekt anders heisst, als Sie denken.

Beispiel:

X <- ¢(1, 5, 4)
mean (X)

## Error in mean(X): object ’'X’ not found

In der ersten Zeile wird ein Objekt namens x kreiert, aber in der zweiten wird versucht,
das Mittel eines Objektes namens X zu berechnen. Gross- und Kleinschreibung spielen
eine Rolle!

Wenn Sie sich nicht mehr sicher sind, welche Objekte alles im Arbeitsgedédchtnis vor-
handen sind, konnen Sie folgende Funktion verwenden; diese listet alle vorhandenen
Objekte auf.
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1s()

A.2 could not find function ‘x’

Sie wollen eine Funktion verwenden, die nicht besteht oder nicht zugénglich ist. Kon-
trollieren Sie zuerst, ob Sie den Namen der Funktion richtig eingetippt haben. Wenn
es sich um eine Funktion aus einem Erweiterungspaket handelt, sollten Sie ausserdem
dieses Paket geladen haben.

Beispiel:
ggplot(dat,

aes (x

y
geom_point()

predictor,
outcome)) +

## Error in ggplot(dat, aes(x = predictor, y = outcome)): could not find
function "ggplot"

Die ggplot()-Funktion ist Teil eines Erweiterungspaket. Verwenden Sie den Befehl
library(ggplot2) (oder library(tidyverse)), um sie verwenden zu kdonnen.

A.3 Errorin library(x) : there is no package called ‘x’

Sie versuchen ein Erweiterungspaket zu laden, aber haben dieses noch nicht installiert.
Beispiel:

library(ggjoy)

## Error in library(ggjoy): there is no package called ’'ggjoy’

Losung: Paket installieren:

install.packages("ggjoy")

A4 unexpected symbol

Haufige Ausloser fiir diese Fehlermeldung sind vergessene Kommas.
Beispiel:

library(ggplot2)
ggplot(data = iris
aes(x = Sepal.Width,
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y = Sepal.Length)) +
geom_point()

## Error: <text>:3:8: unexpected symbol
## 2: ggplot(data = iris

## 3: aes

## ~

Nach data = iris fehlt eine Komma.
Beispiel:
ggplot(data = iris)

aes(x = Sepal.Width,

y = Sepal.Length)) +
geom_point()

## Error: <text>:3:29: unexpected ')’
## 2: aes(x = Sepal.Width,

## 3: y = Sepal.Length))
## ~

Die Klammer nach der ersten Zeile soll eine Komma sein.

Beispiel:
ggplot(data = iris,
aes(x = Sepal.Width,
y = Sepal.Length))) +
geom_point()

## Error: <text>:3:30: unexpected ')’
#it 2: aes(x = Sepal.Width,

## 3: y = Sepal.Length)))
## ~

Auf der dritten Zeile steht eine Klammer zu viel.

A.5 Es funktioniert nicht und es gibt nicht mal eine Fehlermel-

dung!

Vermutlich fehlt irgendwo eine Klammer oder etwas Ahnliches.

Beispiel: Dieser Befehl ergibt keine Fehlermeldung, aber produziert auch keine Grafik.

> ggplot(data = iris,
+ aes(x Sepal.Width,
+ y = Sepal.Length) +
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+ geom_point()

Wie Sie sehen, gibt es nach dem Befehl eine neue Zeile, die mit + anfangt. Das heisst,
dass der Befehl noch nicht abgeschlossen ist: Nach abgeschlossenen Befehlen folgen
Zeilen, die mit > anfangen. In diesem Fall ist der Ausloser eine fehlende Klammer auf
der 3. Zeile: Die letzte Klammer schliesst den Befehl aes ( ab, aber es fehlt noch eine
Klammer, um den Befehl ggplot ( abzuschliessen. So funktioniert es schon:

> ggplot(data = iris,

+ aes(x = Sepal.Width,

+ y = Sepal.Length)) +
+ geom_point()

>

(Bemerken Sie, dass es nun eine neue Zeile mit > gibt: Der letzte Befehl wurde also
ausgefiihrt.)

Anderes Beispiel: Dieser Befehl ergibt auch keine Fehlermeldung, aber produziert auch
keine Grafik.

> ggplot(data = iris,

+ aes(x Sepal.Width,

+ y = Sepal.Length))
> geom_point()

geom_point: na.rm = FALSE
stat_identity: na.rm = FALSE
position_identity

Problem: Das Plus-Zeichen nach der 3. Zeile fehlt.

A.6 Das Ergebnis einer Berechnung ist ‘NA’

Sie wollen einen Mittelwert o0.A. berechnen, aber die Datenreihe enthilt NA-Angaben
(not available). R betrachtet NA-Angaben als unbekannte Zahlen; enthilt eine Datenreihe
eine unbekannte Zahl, dass ist ihr Mittel oder ihre Standardabweichung (usw.) auch
unbekannt (NA).

x <- c(5, 4, 18, NA, 3)

mean (x)

## [1] NA

Wenn Sie es fiir sinnvoll halten, konnen Sie das Mittel berechnen, ohne die unbekannte
Zahl zu berticksichtigen:

mean(x, na.rm = TRUE)
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## [1] 7.5

Fiir mehr Informationen zum Umgang mit fehlenden Daten, siehe Graham|(2009).
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